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Ýêîíîìè÷íûé ïîëíîñòüþ íåÿâíûé ìåòîä÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé,ñîäåðæàùèõ ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå∗Å.Ë. Êóçíåöîâà, Â.Ô. ÔîðìàëåâÌîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò(ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò), �îññèÿe-mail: lareyna�mail.ruÏðåäëîæåí ýêîíîìè÷íûé ïîëíîñòüþ íåÿâíûé àáñîëþòíî óñòîé÷èâûé ìåòîä ÷èñ-ëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, ñîäåðæàùèõ ñìåøàííûå äè�-�åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, îñíîâàííûé íà áîëåå ãëóáîêîì ðàñùåïëåíèè êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé çàäà÷è ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåÿâíûé àáñîëþòíî óñòîé÷èâûé ìåòîä, ÷èñëåííûå ìåòîäû,óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, äâóìåðíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à, àíèçîòðîï-íàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü.ÂâåäåíèåÁîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷å-ñêîé �èçèêè, îñíîâàííûõ íà ïðîöåäóðå ðàñùåïëåíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâïî êîîðäèíàòíûì íàïðàâëåíèÿì, èñïîëüçóþò ÿâíóþ àïïðîêñèìàöèþ ñìåøàííûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, íàêëàäûâàåìûõ íà ìàò-ðèöó õàðàêòåðèñòèê ïåðåíîñà, ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåóñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ[1, 2℄. Êðîìå òîãî, íàëè÷èå ñìåøàííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â óðàâíåíèÿõñóùåñòâåííî çàòðóäíÿåò ïðîöåäóðó óëó÷øåíèÿ òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè, îñîáåííî äëÿêðàåâûõ óñëîâèé, ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîäíûå. Òàê, â çàäà÷àõ àíèçîòðîïíîé òåîðèè òåï-ëîïðîâîäíîñòè ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü ýêîíîìè÷íóþ ïîëíîñòüþ íåÿâíóþêîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ ñõåìó ðàñùåïëåíèÿ ïî êîîðäèíàòíûì íàïðàâëåíèÿì áåç àïïðîê-ñèìèðîâàíèÿ ñìåøàííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà íèæíåì âðåìåííîì ñëîå èèñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè î ðåøåíèè.Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ýêîíîìè÷íûé ïîëíîñòüþ íåÿâíûé êîíå÷íî-ðàçíîñòíûéìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïî êîîðäèíàòíûì íàïðàâëåíèÿì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàð-íûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, ñîäåðæàùèõ ñìåøàííûå äè��åðåíöèàëüíûå îïå-ðàòîðû. Ìåòîä îñíîâàí íà ðàñùåïëåíèè íå òîëüêî ïî êîîðäèíàòíûì íàïðàâëåíèÿì,íî è ïî îòäåëüíûì äè��åðåíöèàëüíûì îïåðàòîðàì, âõîäÿùèì â äè��åðåíöèàëüíóþçàäà÷ó, à òàêæå íà èñïîëüçîâàíèè àïîñòåðèîðíîé èí�îðìàöèè, ïîëó÷åííîé íà âåðõ-íåì âðåìåííîì ñëîå, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íîâûì ïîäõîäîì ê ïîñòðîåíèþ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõñõåì.
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Ýêîíîìè÷íûé ïîëíîñòüþ íåÿâíûé ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ... 73Ìåòîä ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ïðèìåðå äâóìåðíîé íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è àíèçîòðîï-íîé òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà. Àíàëîãè÷íîé ïðîáëåìåáûëè ïîñâÿùåíû ðàáîòû [3 � 5℄. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä èñïîëüçîâàëñÿ ïðè ÷èñëåííîì ìî-äåëèðîâàíèè òåïëîâîé çàùèòû ãèïåðçâóêîâûõ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïåðâóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó òåîðèè òåïëîïðîâîäíîñòè âàíèçîòðîïíîì ïðÿìîóãîëüíèêå Ω = (0, l1)× (0, l2) + Γ:
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u (x, y, 0) = ψ (x, y) , (x, y) ∈ Ω, t = 0, (3)ãäå λ11, λ12, λ21, λ22 � êîìïîíåíòû òåíçîðà òåïëîïðîâîäíîñòè, Ω = Ω + Γ, λ11 > 0,

λ22 > 0, λ11 · λ22 − λ212 > 0, ïðè÷åì λ12, λ21 ìîãóò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûìè, òàê èîòðèöàòåëüíûìè.Íà ðàñ÷åòíóþ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ îáëàñòü íàêëàäûâàåòñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñò-íàÿ ñåòêà
ωτ
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Øàáëîíû ñõåìû ãëóáîêîãî ðàñùåïëåíèÿ: à, á � ïîäñõåìà (5); â, ã � ïîäñõåìà (6)
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i,j+1, îïðåäåëÿåìûõ â ñêàëÿðíûõ ïðîãîíêàõ âäîëü îñè Oy, à çíà÷åíèÿ uk+1
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i−1,j+1, uk+1

i−1,j ïðè σ = 1 (λ21 > 0) óæå îïðåäå-ëåíû íà âåðõíåì âðåìåííîì ñëîå tk+1 = (k+1)τ ìåòîäîì ïðîãîíêè âäîëü êîîðäèíàòíûõëèíèé xi+1 = (i+ 1)h1 ïðè σ = −1 è xi−1 = (i− 1)h1 ïðè σ = 1.Êîý��èöèåíò σ = −1 â ñëó÷àå, êîãäà òåïëîâîé ïîòîê èìååò íàïðàâëåíèå �òðåòèé�ïåðâûé êâàäðàíòû�, è íàîáîðîò σ = 1 ïðè íàïðàâëåíèè �÷åòâåðòûé�âòîðîé êâàäðàíòû�.Åñëè íàëîæèòü äðóã íà äðóãà øàáëîíû á è ã è à è â (ñì. ðèñóíîê), òî ïîëó÷èì èç-âåñòíóþ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íóþ ñõåìó Ñàìàðñêîãî [2℄. Â íåé â îòëè÷èå îò ïðåäëàãà-åìîé ñõåìû ñìåøàííûå äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû àïïðîêñèìèðóþòñÿ íà íèæíåìâðåìåííîì ñëîå (ÿâíî).Ñõåìà (5), (6) ÿâëÿåòñÿ ýêîíîìè÷íîé, ïîñêîëüêó èñïîëüçóåò òîëüêî ñêàëÿðíûå ïðî-ãîíêè âäîëü êîîðäèíàòíûõ íàïðàâëåíèé. Ïîêàæåì, ÷òî äàííàÿ ñõåìà èìååò äèàãîíàëü-íîå ïðåîáëàäàíèå, äëÿ ÷åãî çàïèøåì åå â âèäå ñëåäóþùèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè-÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ òðåõäèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè, íàïðèìåð, ïðè σ = −1 :
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∣

∣

∣

∣

2a11
h21

+
1

τ
−

a12
h1h2

∣

∣

∣

∣

>

∣

∣

∣

∣

a11
h21

−
a12
h1h2

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

a11
h21

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

2a22
h22

+
1

τ
−

a21
h1h2

∣

∣

∣

∣

>

∣

∣

∣

∣

a22
h22

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

a22
h22

−
a21
h1h2

∣

∣

∣

∣

.Ñõåìà (5), (6) îáëàäàåò ÷àñòè÷íîé àïïðîêñèìàöèåé íà êàæäîì äðîáíîì âðåìåííîìøàãå è ïîëíîé àïïðîêñèìàöèåé íà öåëîì âðåìåííîì øàãå ñ ïîðÿäêîì O (

τ + (h1 + h2)
2
)

.Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì ñõåìó (5), (6) â ñëåäóþùåé âåêòîðíî-îïåðàòîðíîé �îðìå ïðè
σ = −1 (ïðè σ = 1 ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû):

uk+1/2 − uk

τ
= Λ11u

k+1/2 + Λ12u
k+1/2, (9)

uk+1 − uk+1/2

τ
= Λ22u

k+1 + Λ21u
k+1, (10)ãäå

Λ11 = a11
∆2

h2

1

h21
, Λ12 = a12

∆2
h1h2

h1h2
, Λ22 = a22

∆2

h2

2

h22
, Λ21 = a21

∆2
h2h1

h2h1
.Èñêëþ÷àÿ èç (9), (10) âåêòîðíî-ìàòðè÷íûå îïåðàòîðû íà ïðîìåæóòî÷íîì âðåìåííîìñëîå, ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ ñõåìó

uk+1 − uk

τ
= (Λ11 + Λ22 + Λ12 + Λ21) u

k+1 + O (τ) , (11)îòêóäà ñëåäóåò ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè. Äàëåå èìååì
Λ11u

k+1 = a11
∂2u

∂x2
∣

∣

k+1

ij +O
(

h21
)

,

Λ22u
k+1 = a22

∂2u

∂y2
∣

∣

k+1

ij +O
(

h22
)

. (12)�àññìîòðèì îïåðàòîðû (Λ12 + Λ21)u
k+1. �àçëàãàÿ íà òî÷íîì ðåøåíèè â ðÿäû Òåéëî-ðà ñåòî÷íóþ �óíêöèþ íà øàáëîíå â îêðåñòíîñòè öåíòðàëüíîãî óçëà ij, ïîëó÷èì (â ñëó-÷àå a12 = a21)

(Λ12 + Λ21) u
k+1 =

a12
h1h2

(

uk+1

ij − uk+1

i,j−1 − uk+1

i−1,j + uk+1

i−1,j−1

)

+

+
a21
h1h2

(

uk+1

i+1,j+1 − uk+1

i+1,j − uk+1

i,j+1 + uk+1

ij

)

=

=
a12
h1h2

{

uk+1

ij −

[

1−
∂

∂y
h2 +

∂2

∂y2
h22
2

−
∂3

∂y3
h32
6

+O
(

h42
)

]

uk+1

ij −

−

[

1−
∂

∂x
h1 +

∂2

∂x2
h21
2

−
∂3

∂x3
h31
6

+O
(

h41
)

]

uk+1

ij +

+

[

1−

(

∂

∂x
h1 +

∂

∂y
h2

)

+
1

2

(

∂

∂x
h1 +

∂

∂y
h2

)2

−



76 Å.Ë. Êóçíåöîâà, Â.Ô. Ôîðìàëåâ
−

1

6

(

∂

∂x
h1 +

∂

∂y
h2

)3

+O
(

(h1 + h2)
4
)

]

uk+1

ij

}

+

+
a21
h1h2

{[

1 +

(

∂

∂x
h1 +

∂

∂y
h2

)

+
1

2

(

∂

∂x
h1 +

∂

∂y
h2

)2

+

+
1

6

(

∂

∂x
h1 +

∂

∂y
h2

)3

+O
(

(h1 + h2)
4
)

]

uk+1

ij −

−

[

1 +
∂

∂x
h1 +

∂2

∂x2
h21
2

+
∂3

∂x3
h31
6

+O
(

h41
)

]

uk+1

ij −

−

[

1 +
∂

∂y
h2 +

∂2

∂y2
h22
2

+
∂3

∂y3
h32
6

+O
(

h42
)

]

uk+1

ij + uk+1

ij

}

=

=
a12
h1h2

{

uxyh1h2 +O
(

h42
)

+O
(

h41
)

+O
(

(h1 + h2)
4
)}k+1

ij
+

+
a21
h1h2

{

uyxh1h2 +O
(

(h1 + h2)
4
)

+O
(

h41
)

+O
(

h42
)}k+1

ij
=

= a12uxy
∣

∣

k+1

ij + a21uyx
∣

∣

k+1

ij
+O

(

(h1 + h2)
2
)

. (13)Èç (11)�(13) ñëåäóåò àïïðîêñèìàöèÿ ñõåìû (5), (6) ñ ïîðÿäêîì O
(

τ + (h1 + h2)
2
)

.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñõåìû (5), (6) ýíåðãåòè÷åñêèì ìåòîäîì óìíîæèìñêàëÿðíî ýêâèâàëåíòíóþ ñõåìó (11) íà âåêòîð ut = (

uk+1 − uk
)

/τ, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî
uk+1 =

uk+1 + uk

2
+
τ

2
ut, (14)óñëîâèÿ ýëëèïòè÷íîñòè

λ11 > 0, λ22 > 0, λ11λ22 − λ212 > 0, (15)à òàêæå ïîëîæèòåëüíîñòü è ñàìîñîïðÿæåííîñòü êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà
A = −Λ = − (Λ11 + Λ12 + Λ21 + Λ22) [2℄

(Au, v) = (u,Av) , A > 0. (16)Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
(ut, ut)=

(

Λuk+1, ut
)

=

(

Λ

(

uk+1 + uk

2
+
τ

2
ut

)

, ut

)

=

(

Λ

(

uk+1 + uk

2

)

, ut

)

+
τ

2
(Λut, ut) ,îòêóäà ñëåäóþò ðàâåíñòâà

((

E −
τ

2
Λ
)

ut, ut

)

=

(

Λ

(

uk+1 + uk

2

)

, ut

)

,

((

E −
τ

2
Λ
)

ut, ut

)

=

(

Λ

(

uk+1 + uk

2

)

,
uk+1 − uk

τ

)

,

((

E −
τ

2
Λ
)

ut, ut

)

=

=
1

2τ

(

Λuk+1, uk+1
)

−
1

2τ

(

Λuk, uk
)

−
1

2τ

(

Λuk+1, uk
)

+
1

2τ

(

Λuk, uk+1
)

. (17)



Ýêîíîìè÷íûé ïîëíîñòüþ íåÿâíûé ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ... 77Â ñèëó (16) è êîììóòàòèâíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷àåì ýíåðãåòè÷åñêîåòîæäåñòâî
(

Auk+1, uk+1
)

+ 2τ
((

E +
τ

2
A
)

ut, ut

)

=
(

Auk, uk
)

, (18)â êîòîðîì îïåðàòîð E +
τ

2
A > 0, îòêóäà ñëåäóåò ïðèíöèï ìàêñèìóìà

(

Auk+1, uk+1
)

≤
(

Auk, uk
) (19)èëè

∥

∥uk+1
∥

∥

A
≤

∥

∥uk
∥

∥

A
≤ ... ≤

∥

∥u0
∥

∥

A
= ‖ψ (x, y)‖ , (20)ãäå ψ (x, y) � íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå �óíêöèè â óñëîâèè (3), à ‖u‖A � íîðìà âýíåðãåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå HA ñåòî÷íûõ �óíêöèé uh ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(uh, vh)A = = (Auh, vh) äëÿ uh, vh ∈ HA è íîðìîé
‖uh‖A = (Auh, uh)

1/2 . (21)Ïîñêîëüêó íå ïðèíèìàëîñü íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ñåòî÷íûå õàðàêòåðèñòèêè τ, h1,
h2 è êîý��èöèåíòû ïåðåíîñà, êðîìå óñëîâèé ýëëèïòè÷íîñòè (15), êîòîðûå äëÿ òåíçîðîââòîðîãî ðàíãà âûïîëíÿþòñÿ âñåãäà, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ñõåìà (5), (6) àáñîëþòíîóñòîé÷èâà.Òàêèì îáðàçîì, ñõåìà (5), (6) ãëóáîêîãî ðàñùåïëåíèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè äîñòî-èíñòâàìè ïðè ðåøåíèè íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷, ñîäåðæàùèõ ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå:1) ýêîíîìè÷íîñòü;2) íåÿâíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ âñåõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, âêëþ÷àÿ ñìåøàí-íûå è, êàê ñëåäñòâèå, àáñîëþòíàÿ óñòîé÷èâîñòü;3) ïðèìåíèìîñòü ê çàäà÷àì ëþáîé ðàçìåðíîñòè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì;4) îòñóòñòâèå îãðàíè÷åíèé íà âåëè÷èíó êîý��èöèåíòîâ a11, a12, a21, a22 çà èñêëþ-÷åíèåì åñòåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé âèäà a11 > 0, a22 > 0, a11a22 − a212 > 0.Êàê è áîëüøèíñòâî ñõåì ðàñùåïëåíèÿ, ñõåìà (5), (6) èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîê-ñèìàöèè ïî âðåìåíè è âòîðîé ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì.Ïîñêîëüêó íà âîçðàñòàþùåì ïî âðåìåíè ðåøåíèè íåÿâíàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìààïïðîêñèìèðóåò òî÷íîå ðåøåíèå ñâåðõó, à ÿâíàÿ ñíèçó, à íà óáûâàþùåì � íàîáîðîò: ÿâ-íàÿ ñõåìà � ñâåðõó, à íåÿâíàÿ � ñíèçó [4℄, òî äëÿ óâåëè÷åíèÿ ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ïîâðåìåíè ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåÿâíî-ÿâíóþ ñõåìó ñ âåñîì θ (0 6 θ 6 1) ïðè íåÿâíîé ÷à-ñòè è 1−θ ïðè ÿâíîé. Ïðè ýòîì ñëåäóåò îæèäàòü óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè ïðè 0 6 θ 6 0.5è áåçóñëîâíîé ïðè 0.5 6 θ 6 1. Âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè äîñòèãàåòñÿïðè θ = 0.5, îäíàêî ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíî ñíèæàåòñÿ çàïàñ óñòîé÷èâîñòè, çàëîæåííûéâ íåÿâíóþ àïïðîêñèìàöèþ.Äëÿ ïðåäëîæåííîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû (5), (6) ñõåìà ñ âåñîì θ = 1 − θ = 0.5èìååò âèä
uk+1/2 − uk

τ
=

1

2

(

Λ11 +
1− σ

2
Λ−

12 +
1 + σ

2
Λ+

12

)

uk+1/2+
1

2

(

Λ11 +
1− σ

2
Λ−

12 +
1 + σ

2
Λ+

12

)

uk,

uk+1 − uk

τ
=

1

2

(

Λ22 +
1− σ

2
Λ−

21 +
1 + σ

2
Λ+

21

)

uk+1+
1

2

(

Λ22 +
1− σ

2
Λ−

21 +
1 + σ

2
Λ+

21

)

uk+1/2.



78 Å.Ë. Êóçíåöîâà, Â.Ô. Ôîðìàëåâ2. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñõåìû ãëóáîêîãî ðàñùåïëåíèÿÏðè àíàëèçå ý��åêòèâíîñòè ïðåäëàãàåìîé ñõåìû, êàê è äðóãèõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõñõåì, öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ìàêñèìàëüíóþ àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü
ε (t) = max

ij
|uij(t)− uijT(t)| , (22)ãäå uij(t) � ñåòî÷íàÿ �óíêöèÿ, uijT(t) � òî÷íîå ðåøåíèå òåñòîâîé çàäà÷è. Â êà÷åñòâåòàêîé çàäà÷è ðàññìîòðèì çàäà÷ó äëÿ êâàçèëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

cρ
∂u

∂t
=

∂

∂x

[

λ11
∂u

∂x
+
λ12
2

(

∂u

∂y

)2
]

+
∂

∂y

[

λ12
3

(

∂u

∂x

)3

+ λ22
∂u

∂y

]

+ 2cρt− 10,

0 < x < l1, 0 < y < l2, t > 0, (23)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
u (x, y, 0) =

2x2

λ11
+

3

λ22
y2, 0 ≤ x ≤ l1, 0 ≤ y ≤ l2, t = 0, (24)è êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà

u (0, y, t) =
3

λ22
y2 + t2, 0 ≤ y ≤ l2, t > 0,

u (l1, y, t) =
2

λ11
l21 +

3

λ22
y2 + t2, 0 ≤ y ≤ l2, t > 0,

u (x, 0, t) =
2

λ11
x2 + t2, 0 ≤ x ≤ l1, t > 0,

u (x, l2, t) =
2

λ11
x2 +

3

λ22
l22 + t2, 0 < x < l1, t > 0. (25)Çàäà÷à (23)�(25) èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå

u (x, y, t) =
2

λ11
x2 +

3

λ22
y2 + t2. (26)Íà ýòîì ðåøåíèè ïðîòåñòèðóåì ñëåäóþùèå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ñõåìû:1) ïðåäëàãàåìóþ ñõåìó ìåòîäà ãëóáîêîãî ðàñùåïëåíèÿ (Ì��);2) ñõåìó ìåòîäà äðîáíûõ øàãîâ ßíåíêî;3) ñõåìó ìåòîäà ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé Ïèñìåíà � �ý÷�îðäà;4) öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íóþ ñõåìó Ñàìàðñêîãî;5) êëàññè÷åñêóþ ÿâíóþ ñõåìó,ïðèíÿâ íèæåïðèâåäåííûå âõîäíûå äàííûå. Êîìïîíåíòû òåíçîðà òåïëîïðîâîäíîñòè:

λ11 = λξ cos
2 φ+ λη · sin

2 φ,

λ22 = λξ sin
2 φ+ λη · cos

2 φ,

λ12 = (λξ − λη) cosφ · sinφ, (27)ãäå λξ, λη � ãëàâíûå êîý��èöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè, φ � óãîë îðèåíòàöèè ãëàâíîéîñè òåíçîðà òåïëîïðîâîäíîñòè Oξ îòíîñèòåëüíî îñè Ox äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò,
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l1 = l2 = 0.08 ì, êîíå÷íîå âðåìÿ tk = 0.6 ñ, òåïëîåìêîñòü c = 0.4 êÄæ/(êã·Ê), ρ =
2500 êã/ì3, φ = 45◦, h1 = h2 = h.Âàðüèðóÿ ãëàâíûå êîý��èöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè λξ, λη è øàãè τ è h ïðîñòðàí-ñòâåííî-âðåìåííîé ñåòêè ñ ïîìîùüþ ïåðå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòûïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñåë r, ãäå

r =
aτ

h2
, a =

4 ‖λ‖

cρ
, ‖λ‖ = max (λξ, λη) .Â òàáë. 1, 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ �èêñèðîâàííûõ ìîìåíòà âðåìåíè è çíà÷åíèÿïåðåìåííîé x, ïî êîòîðûì ìîæíî ñóäèòü îá àáñîëþòíûõ ïîãðåøíîñòÿõ ðàçëè÷íûõ ìå-òîäîâ. Èç òàáë. 1 âèäíî, ÷òî ïðè r < 1, à èìåííî â îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè êëàññè÷åñêîéÿâíîé ñõåìû, è τ = 0.025 
 ïîãðåøíîñòè ïåðå÷èñëåííûõ ñõåì èìåþò ïðàêòè÷åñêè îäèíïîðÿäîê. Ñ óâåëè÷åíèåì r äî çíà÷åíèÿ ∼ 2.0 (ñì. òàáë. 2) ðåçêèé ñêà÷îê àáñîëþòíîéÒ à á ë è ö à 1. Çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóð â ñå÷åíèè x = 0.05 ì â ìîìåíò âðåìåíè t = 0.6 ñ ïðè

τ = 0.025 ñ, h = 0.01 ì, a = 0.001 ì2/ñ, r = 0.25

y, ìÑõåìà 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07Òî÷íîå ðåøåíèå 0.4583 0.5033 0.5783 0.6833 0.8183 0.9833 1.1783Ñõåìà ãëóáîêîãîðàñùåïëåíèÿ 0.4725 0.5183 0.5934 0.6983 0.8333 0.9950 1.1975Ñõåìà ìåòîäàäðîáíûõ øàãîâ 0.4713 0.5205 0.5913 0.6975 0.8314 0.9936 1.1955Ñõåìà ìåòîäàïåðåìåííûõíàïðàâëåíèé 0.4654 0.5109 0.5858 0.6918 0.8260 0.9913 1.1853Öåíòðàëüíî-ñèì-ìåòðè÷íàÿ ñõåìà 0.4725 0.5183 0.5933 0.6993 0.8335 0.9984 1.1923ßâíàÿ ñõåìà 0.4825 0.5284 0.5932 0.6963 0.8427 0.9987 1.1923Ò à á ë è ö à 2. Çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóð â ñå÷åíèè x = 0.05 ì â ìîìåíò âðåìåíè t = 0.6 ñ ïðè
τ = 0.2 ñ, h = 0.01 ì, a = 0.001 ì2/ñ, r = 2.0

y, ìÑõåìà 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07Òî÷íîå ðåøåíèå 0.4583 0.5033 0.5783 0.6833 0.8183 0.9833 1.1783Ñõåìà ãëóáîêîãîðàñùåïëåíèÿ 0.4961 0.5557 0.6460 0.7616 0.8945 1.0426 1.2100Ñõåìà ìåòîäàäðîáíûõ øàãîâ 0.4956 0.5617 0.5849 0.7448 1.3592 −0.300 2.9474Ñõåìà ìåòîäàïåðåìåííûõíàïðàâëåíèé 0.4999 0.8148 3.4225 7.8926 98.754 89.546 −72.34Öåíòðàëüíî-ñèì-ìåòðè÷íàÿ ñõåìà 0.5062 0.5634 0.6134 0.7240 1.4283 −0.5634 3.7213ßâíàÿ ñõåìà 0.4877 0.7158 0.2567 0.2894 2.4564 −13.84 −11.34



80 Å.Ë. Êóçíåöîâà, Â.Ô. Ôîðìàëåâïîãðåøíîñòè ε(t) ÿâíîé ñõåìû, ñõåìû ìåòîäà ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé, öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîé è ñõåìû ìåòîäà äðîáíûõ øàãîâ èëëþñòðèðóåò èõ íåóñòîé÷èâîñòü, â òîâðåìÿ êàê ñõåìà ãëóáîêîãî ðàñùåïëåíèÿ îñòàåòñÿ óñòîé÷èâîé, õîòÿ åãî àáñîëþòíàÿ ïî-ãðåøíîñòü âîçðàñòàåò ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì r = 0.25 (ñì. òàáë. 1) â ñîîòâåòñòâèè ñïîðÿäêîì òî÷íîñòè O (

τ + (h1 + h2)
2
).Âîçíèêíîâåíèå íåóñòîé÷èâîñòè â ðàññìàòðèâàåìûõ ñõåìàõ óæå ïðè óìåðåííûõ ÷èñ-ëàõ r ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èñïîëüçîâàíèÿ â íèõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèèñìåøàííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà íèæíèõ âðåìåííûõ ñëîÿõ (ÿâíî).Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íåëèíåéíîñòè â êîý��èöèåíòàõ çàäà÷è (23)�(25) âî âñåõêîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåìàõ, êðîìå ÿâíîé, ó÷èòûâàëèñü â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå Íüþ-òîíà, ïðè ýòîì âñþäó äîñòàòî÷íî áûëî íå áîëåå îäíîé èòåðàöèè, íå ñ÷èòàÿ íóëåâîé.ÂûâîäûÏðåäëîæåí íîâûé ýêîíîìè÷íûé àáñîëþòíî óñòîé÷èâûé ìåòîä ãëóáîêîãî ðàñùåïëåíèÿ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, ñîäåðæàùèõ ñìåøàí-íûå äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, îñíîâàííûé íà áîëåå ãëóáîêîì, ÷åì â ñóùåñòâóþ-ùèõ ìåòîäàõ, ðàñùåïëåíèè ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ è èõ íåÿâíîé àïïðîêñèìàöèè.Èññëåäîâàíèÿ ìåòîäà ãëóáîêîãî ðàñùåïëåíèÿ íà ïðèìåðàõ ðåøåíèÿ çàäà÷ àíèçî-òðîïíîé òåïëîïðîâîäíîñòè ïîêàçàëè çàâèñèìîñòü âèäà êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû, àñëåäîâàòåëüíî è óñòîé÷èâîñòè, îò çíàêîâ êîý��èöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè ïðè ñìå-øàííûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïîêàçàíî, ÷òî àáñîëþòíàÿ óñòîé÷èâîñòü ñõåìû ìåòîäà ãëóáîêîãîðàñùåïëåíèÿ èìååò ìåñòî â ñëó÷àÿõ, êîãäà ñìåøàííûé êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé îïåðàòîðîðèåíòèðîâàí ïî âåêòîðó òåïëîâîãî ïîòîêà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàçðàáîòàí ñïåöèàëüíûéàëãîðèòì, ñîõðàíÿþùèé àáñîëþòíóþ óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà.Ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùèì è ìîæåò áûòü ïðèìåíåí íå òîëü-êî ê çàäà÷àì àíèçîòðîïíîé òåïëîïðîâîäíîñòè, íî è ê äðóãèì çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé�èçèêè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ ßíåíêî Í.Í. Ìåòîä äðîáíûõ øàãîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Íîâîñè-áèðñê: Íàóêà, 1967. 196 ñ.[2℄ Ñàìàðñêèé À.À. Òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ì.: Íàóêà, 1983. 616 ñ.[3℄ Ôîðìàëåâ Â.Ô. Ìåòîä ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé ñ ýêñòðàïîëÿöèåé ïî âðåìåíè äëÿ ïàðà-áîëè÷åñêèõ çàäà÷ ñî ñìåøàííûìè ïðîèçâîäíûìè // Âû÷èñë. òåõíîëîãèè. 1996. Ò. 1, � 2.Ñ. 99�103.[4℄ Ôîðìàëåâ Â.Ô., �åâèçíèêîâ Ä.Ë. ×èñëåííûå ìåòîäû. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2004. 400 ñ.[5℄ Ôîðìàëåâ Â.Ô., Òþêèí Î.À. Íåÿâíûé ìåòîä äðîáíûõ øàãîâ ñ ðàñùåïëåíèåì ñìåøàí-íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ // Âû÷èñë. òåõíîëîãèè. 1998. Ò. 3, � 6. Ñ. 82�91.Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 23 ìàðòà 2010 ã.,ñ äîðàáîòêè � 28 ìàÿ 2010 ã.


