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Î íåêîòîðûõ òî÷íûõ ðåøåíèÿõòðåõìåðíûõ óðàâíåíèé èäåàëüíîé æèäêîñòè∗Þ.Â. ØàíüêîÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ �ÀÍ, Êðàñíîÿðñê, �îññèÿe-mail: shy70�mail.ruÏîñòðîåíû íåñêîëüêî íîâûõ êëàññîâ òî÷íûõ ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèé îäíîðîä-íîé è íåîäíîðîäíîé èäåàëüíîé æèäêîñòè. Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ èìåþò ïðîèçâîë âäâå �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷àñòè÷íî-èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ, óðàâíåíèÿ èäåàëüíîé æèä-êîñòè, ðåøåíèÿ ñ �óíêöèîíàëüíûì ïðîèçâîëîì.Èññëåäóþòñÿ òðåõìåðíûå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äâèæåíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèä-êîñòè

Du+∇p = 0, divu = 0, (1)ãäå u = (u, v, w) � âåêòîð ñêîðîñòè, p � äàâëåíèå, D =
∂

∂t
+u

∂

∂x
+ v

∂

∂y
+w

∂

∂z
� îïåðà-òîð äè��åðåíöèðîâàíèÿ âäîëü òðàåêòîðèé, ïëîòíîñòü ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. �àçëè÷-íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà ïðåäñòàâëåíû â [1℄. Äîïóñêàåìàÿ àëãåáðà Ëè òî÷å÷íûõñèììåòðèé ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíîé [2℄, êëàññè�èêàöèÿ îäíîìåðíûõ èäâóìåðíûõ ïîäàëãåáð âûïîëíåíà â [3℄.Öåëü äàííîé ðàáîòû � íàõîæäåíèå ÷àñòè÷íî-èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé, çàâèñÿùèõ îòïðîèçâîëüíûõ �óíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ.�àññìîòðèì ïÿòèìåðíóþ ïîäàëãåáðó äîïóñêàåìîé àëãåáðû, êîòîðàÿ ïîðîæäàåòñÿîïåðàòîðàìè ∂x, ∂y, t∂x + ∂u, t∂y + ∂v, ∂p. Ïîñêîëüêó äàííàÿ ïîäàëãåáðà èìååò èíâàðè-àíòû t, z, w, òî ìîæíî ïîñòðîèòü ÷àñòè÷íî-èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå ðàíãà äâà, äå�åê-òà òðè. Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèå ÷àñòè÷íî-èíâàðèàíòíîãî ðåøåíèÿ u = u(t, x, y, z),

v = v(t, x, y, z), w = w(t, z), p = p(t, x, y, z) â ñèñòåìó (1), ïîëó÷àåì
Du+ px = 0, (2)
Dv + py = 0, (3)

wt + wwz + pz = 0, (4)
ux + vy + wz = 0. (5)Òàê êàê �óíêöèÿ w çàâèñèò òîëüêî îò t è z, òî, ñîãëàñíî (4), ïðîèçâîäíûå pxz, pyzðàâíû íóëþ. Ïîñëåäîâàòåëüíî äåéñòâóÿ îïåðàòîðîì D íà óðàâíåíèå (5) è èñïîëüçóÿ(2)�(4), èìååì

2(uxvy − uyvx) +D(wz)− w2

z − pxx − pyy = 0, (6)
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D(D(wz)− w2

z − pxx − pyy)− wz(D(wz)− w2

z − pxx − pyy)−
−2pxxvy + 2pxy(vx + uy)− 2pyyux = 0. (7)Ïîòðåáóåì òåïåðü, ÷òîáû ñîîòíîøåíèå (7) (êàê óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî u è v) âû-ïîëíÿëîñü â ñèëó (5) è (6). Èç ýòîãî ñ íåîáõîäèìîñòüþ âûòåêàåò, ÷òî pxy = 0, pxx = pyy.Ñëåäîâàòåëüíî, äàâëåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

p = χ(t, z) + k1(t)x+ k2(t)y − k(t)
x2 + y2

2
.Êîý��èöèåíòû k1(t), k2(t) íå ñóùåñòâåííû è ìîãóò áûòü óáðàíû ñ ïîìîùüþ ãðóïïîâûõïðåîáðàçîâàíèé (îòâå÷àþùèõ çà èíâàðèàíòíîñòü èñõîäíûõ óðàâíåíèé ïðè ïåðåõîäå âïðîèçâîëüíóþ äâèæóùóþñÿ ñèñòåìó êîîðäèíàò). Èòàê, ñ÷èòàåì ÷òî äàâëåíèå èìååò âèä

p = χ(t, z)− k(t)
x2 + y2

2
. (8)Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [4, 5℄ èññëåäîâàíû ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ñ êâàäðàòè÷íûì äàâ-ëåíèåì

p = k(t)(x2 + y2 + z2)/2.Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèå (8) â (2)�(7), ïîëó÷àåì ñèñòåìó
Du− kx = 0, (9)
Dv − ky = 0, (10)

wt + wwz + χz = 0, (11)
ux + vy + wz = 0. (12)

2(uxvy − uyvx) +D(wz)− w2

z + 2k = 0, (13)
D(D(wz)− w2

z + 2k)− wz(D(wz)− w2

z + 4k) = 0. (14)Óðàâíåíèå (14) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì óðàâíåíèåì èíâàðèàíòíîé ïîäñèñòåìû [6℄. Îíîïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåëèíåéíîå óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà, è ïðÿìîå åãî èíòåãðèðî-âàíèå ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíîé çàäà÷åé.Èíòåãðèðóÿ (11) ïî z, íàéäåì �óíêöèþ χ(t, z):
χ(t, z) = −

∫

(wt + wwz) dz. (15)Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñèñòåìà èç îñòàâøèõñÿ ïÿòè óðàâíåíèé(9), (10), (12)�(14) äîïóñêàåò áåñêîíå÷íîìåðíóþ ãðóïïó, ïîðîæäàåìóþ îïåðàòîðîì
X = µ∂t +

1

2
µtx∂x +

1

2
µty∂y − µtz∂z +

1

2
(µttx− µtu)∂u +

1

2
(µtty − µtv)∂v−

−(2µtw + µttz)∂w +

(

1

2
µttt − 2µtk

)

∂k,çäåñü µ = µ(t) � ïðîèçâîëüíàÿ, äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ �óíêöèÿ.



Î òî÷íûõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé èäåàëüíîé æèäêîñòè 125Èíòåãðèðóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ Ëè, íàéäåì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåí-íûõ ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû (øòðèõîì ïîìå÷åíû íîâûå ïåðåìåííûå):
t′ = ε, x′ = ε̇1/2x, y′ = ε̇1/2y, z′ = ε̇−1z,

u′ = ε̇−1/2u+
1

2
ε̇−3/2ε̈x, v′ = ε̇−1/2v +

1

2
ε̇−3/2ε̈y, w′ = ε̇−2w − ε̇−3ε̈z,

k′ = ε̇−2(k +
1

2
ε̇−1...ε − 3

4
ε̇−2ε̈2),ãäå ε = ε(t) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåð-æäåíèå.Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü u = U(t, x, y, z), v = V (t, x, y, z), w = W (t, z), k = K(t) �ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (9), (10), (12)�(14), òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé, äîñòàòî÷íîãëàäêîé �óíêöèè ε = ε(t)

u = ε̇1/2U(ε, ε̇1/2x, ε̇1/2y, ε̇−1z)− 1

2
ε̇−1ε̈x,

v = ε̇1/2V (ε, ε̇1/2x, ε̇1/2y, ε̇−1z)− 1

2
ε̇−1ε̈y,

w = ε̇2W (ε, ε̇−1z) + ε̇−1ε̈z,

k = ε̇2K(ε)− 1

2
ε̇−1...ε +

3

4
ε̇−2ε̈2 (16)òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì òîé æå ñèñòåìû.Ñëåäîâàòåëüíî, çíàÿ ðåøåíèå ñèñòåìû ñ íåêîòîðîé çàäàííîé �óíêöèåé k = k(t),ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé k.Ñèñòåìà, àíàëîãè÷íàÿ (9), (10), (12), ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [7℄.Îïèøåì òåïåðü ñõåìó ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïðè k(t) ≡ 0. Ïåðåéäåì ê (ïðîèçâîëüíûì)ëàãðàíæåâûì êîîðäèíàòàì, âûáðàâ â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ t, α, β, γ =

z|t=0, à â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ �óíêöèé x = x(t, α, β, γ), y = y(t, α, β, γ), z = z(t, γ).Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà
xtt = 0, ytt = 0, (17)

∂

∂t
((xαyβ − xβyα)zγ) = 0. (18)Èç óðàâíåíèé (17) ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèè x è y ëèíåéíû ïî t. Òîãäà èç (18) è óñëîâèÿ

γ = z|t=0 âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå
zγ(t, γ) =

1

z2(γ)t2 + z1(γ)t+ 1
,èíòåãðèðóÿ êîòîðîå, íàõîäèì

z(t, γ) =

γ
∫

0

dγ

z2(γ)t2 + z1(γ)t+ 1
+ σ(t), σ(0) = 0. (19)Âûáåðåì ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû α è β òàê, ÷òîáû

x = αt+ β. (20)



126 Þ.Â. ØàíüêîÏîñêîëüêó �óíêöèÿ y ëèíåéíà ïî t, òî îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
y = ϕt+ ψ, (21)ãäå ϕ, ψ ��óíêöèè îò α, β, γ. Òîãäà èç (18), (20) è (21) ñëåäóåò, ÷òî ϕ è ψ óäîâëåòâîðÿþòñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ϕβ

z2
=
ψβ − ϕα

z1
=

−ψα

1
. (22)Äàëüíåéøèé àíàëèç ñèñòåìû (22) çàâèñèò îò òîãî, ïîëîæèòåëåí, îòðèöàòåëåí èëè ðàâåííóëþ äèñêðèìèíàíò δ = z2

1
− 4z2. Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ (22) èíòåãðèðóåòñÿ ÿâíî ëèáîçàìåíàìè ïåðåìåííûõ ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé Êîøè��èìàíà.Òàê êàê ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà α = u, β = x − tu, ϕ = v, ψ = y − tv, òî, çàäàâàÿïðîèçâîëüíûå �óíêöèè ϕ, ψ, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé èñõîäíîé ñèñòåìû âíåÿâíîì âèäå:

v = ϕ(u, x− tu, γ),

y − tv = ψ(u, x− tu, γ),

w = zt,ïðè÷åì γ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç z è t èç óðàâíåíèÿ (19).×òîáû óïðîñòèòü ñèñòåìó (22), âûïîëíèì çàìåíó ïåðåìåííûõ
α = mα̃ + lβ,

ϕ = mϕ̃+ lψ,�îðìóëû äëÿ m = m(γ) è l = l(γ) áóäóò âûïèñàíû îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî èç òðåõñëó÷àåâ. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïîëîæèòåëüíîãî äèñêðèìèíàíòà. Ïóñòü
m2 = δ/4 > 0.Ïîëîæèì l = z1/2, òîãäà ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ ñèñòåìà (22) ïðèìåò âèä

ϕ̃β − ψα̃ = 0, ψβ − ϕ̃α̃ = 0.Åå ðåøåíèåì ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè
ϕ̃ = f(α̃ + β, γ) + g(α̃− β, γ), ψ = f(α̃+ β, γ)− g(α̃− β, γ).Â ñëó÷àå íóëåâîãî äèñêðèìèíàíòà δ = 0, âîçüìåì m = 1, l = z1/2. Ïîñëå çàìåíûïîëó÷èì ñèñòåìó

ϕ̃β = 0, ψβ − ϕ̃α̃ = 0,êîòîðàÿ èìååò ðåøåíèå
ϕ̃ = f(α̃, γ), ψ = fα̃(α̃, γ)β + g(α̃, γ).Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëó÷àé îòðèöàòåëüíîãî äèñêðèìèíàíòà. Ïîëàãàÿ

−m2 = δ/4 < 0, l = z1/2,



Î òî÷íûõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé èäåàëüíîé æèäêîñòè 127â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííûõ ïðèõîäèì ê ñèñòåìå Êîøè��èìàíà
ϕ̃β + ψα̃ = 0, ψβ − ϕ̃α̃ = 0.Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ ðåøåíèé.Ïðèìåð 1. Ïîëîæèì k(t) ≡ 0, z2 = γ2, z1 = 0, σ(t) ≡ 0. Èç �îðìóëû (19) íàéäåì z:

z =

γ
∫

0

dγ

γ2t2 + 1
= t−1 arctg(tγ).Îïðåäåëèì âåðòèêàëüíóþ êîìïîíåíòó ñêîðîñòè:

w = zt = −t−2 arctg(tγ) +
γ

t+ t3γ2
= −t−1z +

1

2
t−2 sin(2tz).Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (15) îïðåäåëèì äàâëåíèå:

p = χ(t, z) = −
∫

(wt + wwz) dz = t−4

(

sin2(tz) +
1

2
sin4(tz)

)

− t−2z2.Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ z2 è z1 â (22), ïîëó÷èì ñèñòåìó
ψβ − ϕα = 0, ϕβ + γ2ψα = 0.Çàìåíà ïåðåìåííûõ α = γα̃, ϕ = γϕ̃ ïðèâîäèò åå ê ñèñòåìå Êîøè��èìàíà
ψβ − ϕ̃α̃ = 0, ϕ̃β + ψα̃ = 0. (23)Ôóíêöèè u è v îïðåäåëÿþòñÿ íåÿâíî ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèé

u = γα̃, v = γϕ̃, x = γα̃t+ β, y = γϕ̃t + ψ,ãäå ϕ̃ = ϕ̃(α̃, β, γ), ψ = ψ(α̃, β, γ) ñâÿçàíû óðàâíåíèÿìè (23).Ïðèìåð 2. Â ðàáîòå [8℄ íàéäåíî ñëåäóþùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) (Φ è Ψ � ïðîèç-âîëüíûå �óíêöèè):
Φ(x+ u(th z + 1)) = y + v(th z + 1),

Ψ(x+ u(th z − 1)) = y + v(th z − 1),

w = − ch2 z.Èñõîäÿ èç äîêàçàííîãî âûøå óòâåðæäåíèÿ, ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ òàêæå çàäàþò ðå-øåíèå (1):
Φ

(

ε̇1/2x+

(

ε̇−1/2u+
1

2
ε̇−3/2ε̈x

)

(

th
z

ε̇
+ 1

)

)

= ε̇1/2y +

(

ε̇−1/2v +
1

2
ε̇−3/2ε̈y

)

(

th
z

ε̇
+ 1

)

,

Ψ

(

ε̇1/2x+

(

ε̇−1/2u+
1

2
ε̇−3/2ε̈x

)

(

th
z

ε̇
− 1

)

)

= ε̇1/2y +

(

ε̇−1/2v +
1

2
ε̇−3/2ε̈y

)

(

th
z

ε̇
− 1

)

,

w = −ε̇2 ch2
z

ε̇
+ ε̇−1ε̈z,çäåñü ε = ε(t) � ïðîèçâîëüíàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ �óíêöèÿ.



128 Þ.Â. ØàíüêîÏðèìåð 3. Ïîëîæèì k(t) ≡ 0, z1(γ) = 2eγ , z2(γ) = eγ , σ(t) ≡ 0. Èç (19) îïðåäåëèì z:
z =

γ
∫

0

dγ

eγt2 + 2eγt+ 1
= ln

(1 + t)2

t2 + 2t+ exp(−γ) . (24)Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (22)
ϕβ

eγ
=
ψβ − ϕα

2eγ
=

−ψα

1âûáåðåì ϕ = eγ(β − α)(eγ − e2γ)−1/2, ψ = (eγβ − α)(eγ − e2γ)−1/2. Ñ÷èòàåì, ÷òî γ < 0. Âýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòè è äàâëåíèå çàäàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè �óíêöèÿìè:
u = (1 + t)−1(ezx− (ez − e2z)1/2y), v = (1 + t)−1((ez − e2z)1/2x+ ezy),

w = 2(1 + t)−1(1− ez), p = p0(t) + 2(1 + t)−2(z + ez − e2z).Ïðè t→ +∞ ñêîðîñòü æèäêîñòè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.Äàííîå ðåøåíèå îïèñûâàåò íåñòàöèîíàðíîå âðàùàòåëüíî-ñèììåòðè÷íîå òå÷åíèå âïîëóïðîñòðàíñòâå, êîòîðîìó ìîæíî äàòü ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ. Îãðàíè÷èì îáúåìæèäêîñòè ñáîêó òâåðäîé ñòåíêîé � ïîâåðõíîñòüþ (ðèñ. 1)
(x2 + y2)(1− ez) = const,à ñâåðõó è ñíèçó äâóìÿ ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè � ãîðèçîíòàëüíûìè ïëîñêîñòÿìè, êîòî-ðûå îïðåäåëÿþòñÿ èñõîäÿ èç (24):

z = zi(t) = ln
(1 + t)2

t2 + 2t+ exp(−γi)
,ãäå i = 1, 2, γi < 0. Ïî ìåíüøåé ìåðå íà îäíîé èç ñâîáîäíûõ ãðàíèö äàâëåíèå äîëæíîçàâèñåòü îò âðåìåíè.Íåñìîòðÿ íà íåñòàöèîíàðíûé õàðàêòåð òå÷åíèÿ, ëèíèè òîêà îñòàþòñÿ íåïîäâèæíû-ìè. Ïðè ðîñòå t ñêîðîñòü â êàæäîé çàäàííîé òî÷êå ïîëóïðîñòðàíñòâà z < 0 ñòðåìèò-ñÿ ê íóëþ. Íåçàìêíóòûå ëèíèè íà ðèñ. 1 ÿâëÿþòñÿ òðàåêòîðèÿìè äâèæåíèÿ ÷àñòèöæèäêîñòè âäîëü ñòåíîê. Îñòàëüíûå òðàåêòîðèè èìåþò òó æå �îðìó è ïîëó÷àþòñÿ èçïðåäñòàâëåííûõ ïóòåì ñæàòèÿ â íàïðàâëåíèè îñè ñèììåòðèè.Ïðèìåð 4. Âûáåðåì k(t) ≡ 0, z1(γ) = 2

√
3 cos γ, z2(γ) = 7 − 4

√
3 sin γ. Â êà÷åñòâåðåøåíèÿ ñèñòåìû (22) ïðèìåì

ϕ =
−
√
3α cos γ + (7− 4

√
3 sin γ)β

2−
√
3 sin γ

, ψ =
−α +

√
3β cos γ

2−
√
3 sin γ

.Ê ïîëó÷åííîìó ðåøåíèþ ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå (16) ñ ε = tg t, êîòîðîå äàñò ðåøåíèåñ k(t) ≡ −1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå ñòàöèîíàðíîå âðàùàòåëüíî-ñèììåòðè÷íîå òå÷åíèå:
u = (

√
3 cos z)x− (2−

√
3 sin z)y, v = (2−

√
3 sin z)x+ (

√
3 cos z)y,

w = 4− 2
√
3 sin z, p = p0 − 2(2−

√
3 sin z)2 +

x2 + y2

2
.
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�èñ. 1. Êàðòèíà òå÷åíèÿ äëÿ ïðèìåðà 3 �èñ. 2. Êàðòèíà òå÷åíèÿ äëÿ ïðèìåðà 4×àñòèöû æèäêîñòè äâèæóòñÿ ïî ñïèðàëè, ïðîåêöèè òðàåêòîðèé íà ãîðèçîíòàëüíóþïëîñêîñòü ÿâëÿþòñÿ ýëëèïñàìè. Ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 2) (x2 + y2)(2 −
√
3 sin z) = constìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå òâåðäûõ ñòåíîê. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðóíåçàìêíóòûå ëèíèè íà ðèñ. 2 ÿâëÿþòñÿ òðàåêòîðèÿìè äâèæåíèÿ ÷àñòèö æèäêîñòè âäîëüñòåíîê. Äðóãèå òðàåêòîðèè èìåþò òó æå �îðìó è ïîëó÷àþòñÿ èç ïðåäñòàâëåííûõ ïóòåìñæàòèÿ â íàïðàâëåíèè îñè ñèììåòðèè.Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì îäèí ðåçóëüòàò, îòíîñÿùèéñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé èäåàëü-íîé íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè, êîòîðàÿ çàïèñàíà â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

Du− r−1v2 + ρ−1pr = 0, Dv + r−1vu+ r−1ρ−1pθ = 0,

Dw + ρ−1pz = 0, Dρ = 0, ur + r−1u+ r−1vθ + wz = 0, (25)ãäå t � âðåìÿ; r, θ, z � ïðîñòðàíñòâåííûå ïåðåìåííûå; u, v, w � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè;
p � äàâëåíèå; ρ � ïëîòíîñòü, îïåðàòîð

D =
∂

∂t
+ u

∂

∂r
+ r−1v

∂

∂θ
+ w

∂

∂z
.Ïîëîæèì u = pθ = pz = 0. Ïîäñòàíîâêà ýòèõ ñîîòíîøåíèé â (25) äàåò óðàâíåíèÿ

Dv = Dw = Dρ = ρ−1pr − r−1v2 = r−1vθ + wz = 0.Àíàëèç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû â îáùèõ ÷åðòàõ ïîâòîðÿåò àíàëèç ñèñòåìû äëÿ îäíîðîäíîéæèäêîñòè, ïîýòîìó ñðàçó ïðèâåäåì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò.Ñèñòåìà (25) ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èìååò ñëåäóþùåå òî÷íîå ðåøåíèå âíåÿâíîé �îðìå:
u = 0, w = ϕ, z − tw = (θ − tvr−1)ϕ′ + ψ,ãäå ϕ = ϕ(r, vr−1), ψ = ψ(r, vr−1) � ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè, ϕ′ � ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè

ϕ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó,
p = p(r), ρ = rprv

−2.Íàéäåííîå ðåøåíèå îáîáùàåò ðåøåíèå À.À. �îäèîíîâà [9℄, êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü,ïîëîæèâ ϕ′ = 0.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Î.Â. Êàïöîâó çà öåííûå ñîâåòû ïðè âûïîëíåíèèäàííîé ðàáîòû.
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