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.ruÏðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ñãëàæèâàíèÿ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ òðåóãîëüíûõ ñåòîê, îñ-íîâàííûé íà òàê íàçûâàåìîé ïðóæèííîé àíàëîãèè, â êîòîðîé ïðóæèíû èìåþòñïåöèàëüíûå ñâîéñòâà. Â ñî÷åòàíèè ñ ïðîöåäóðàìè âñòàâêè/óäàëåíèÿ óçëîâ ìåòîäïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü òðåóãîëüíûå ÿ÷åéêè ïî÷òè ïðàâèëüíîé �îðìû äàæå â ñëó÷àåñèëüíî íåðàâíîìåðíûõ ñåòîê.Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðèàíãóëÿöèÿ, ñãëàæèâàíèå ñåòêè.ÂâåäåíèåÇàäà÷à ïîñòðîåíèÿ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ òðåóãîëüíûõ ñåòîê, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ÷èñ-ëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êàê ïðàâèëî, íå ñâîäèòñÿ ïðîñòîê òðèàíãóëÿöèè íàáîðà óçëîâ, ïîëîæåíèÿ êîòîðûõ çàðàíåå çàäàíû â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.Îáû÷íî òðåáóåòñÿ åùå, ÷òîáû ñåòêà áûëà âûñîêîãî êà÷åñòâà, ò. å. îáëàäàëà ñâîéñòâàìè,â òîì èëè èíîì ñìûñëå áëàãîïðèÿòíî âëèÿþùèìè íà ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Ñòðîãî ãî-âîðÿ, ñëåäóåò âåñòè ðå÷ü íå î êà÷åñòâå ñåòêè âîîáùå, à î òîì, íàñêîëüêî õîðîøà ñåòêàäëÿ êîíêðåòíîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà, îòäàâàÿ ïðåäïî÷òåíèå ñåòêå, ðàñ÷åòû íà êîòîðîéäàííûì ìåòîäîì áîëåå òî÷íû è ýêîíîìè÷íû.Êàê ïðàâèëî, òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ ñíèæàåòñÿ, åñëè òðåóãîëüíûå ÿ÷åéêè ñåòêè ñèëüíîäå�îðìèðîâàíû, ò. å. ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Ïîýòîìó íåçà-âèñèìî îò òîãî, êàêîé ÷èñëåííûé ìåòîä ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü, óíèâåðñàëüíîéöåëüþ ïðè ïîñòðîåíèè ñåòêè ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ â íåé êîëè÷åñòâà ÿ÷ååê ñ óãëàìè,áëèçêèìè ê 0 è 180◦. Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà òðåóãîëüíîé ÿ÷åéêè îáû÷íî ââîäÿò êàêîé-íèáóäü ÷èñëîâîé ïîêàçàòåëü, õàðàêòåðèçóþùèé ñòåïåíü îòêëîíåíèÿ ÿ÷åéêè îò ïðàâèëü-íîãî òðåóãîëüíèêà. Â ðàáîòå [1℄ îáñóæäàþòñÿ è ñðàâíèâàþòñÿ ìåæäó ñîáîé ñïîñîáûîöåíêè êà÷åñòâà ÿ÷åéêè, âñòðå÷àþùèåñÿ â ëèòåðàòóðå ïî ïîñòðîåíèþ ñåòîê.Âûñîêîå êà÷åñòâî ÿ÷ååê èíîãäà ìîæíî îáåñïå÷èòü óæå â ïðîöåññå ãåíåðàöèè óçëîâñåòêè. Íàïðèìåð, ïðè �ðîíòàëüíîì ìåòîäå òðèàíãóëÿöèè óäàåòñÿ èçáåãàòü ïîÿâëåíèÿñèëüíî äå�îðìèðîâàííûõ ÿ÷ååê çà �ðîíòîì, õîòÿ ïðè âñòðå÷å ðàçíûõ �ðîíòîâ ïðîáëå-ìû ñ �îðìîé ÿ÷ååê âñå-òàêè âîçíèêàþò. Â áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ñåòîê âêëþ-÷àþò ñïåöèàëüíûé ýòàï, êîòîðûé íàçûâàþò ñãëàæèâàíèåì ñåòêè. Ýòîìó ýòàïó ñãëàæè-âàíèÿ è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà. (Ñ äðóãèìè îñíîâíûìè âîïðîñàìè, ñâÿçàííûìè
∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò � 09-01-00352-à).
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86 À.Ñ. Ëåáåäåâñ ïîñòðîåíèåì è àäàïòàöèåé íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ðàñ÷åòíûõ ñåòîê, èñïîëüçóåìûõ äëÿ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ, íàïðèìåð, âîáçîðå [2℄.)Íà ýòàïå ñãëàæèâàíèÿ ñïîñîá ñîåäèíåíèÿ óçëîâ äðóã ñ äðóãîì, çàäàþùèé òðèàíãó-ëÿöèþ, íå ìåíÿåòñÿ, íî óçëû ñäâèãàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êà÷åñòâî ñåòêè óëó÷øè-ëîñü. Â ðàáîòå [3℄ îïèñûâàåòñÿ ìåòîä, êîòîðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðóæèííóþàíàëîãèþ. Ýòîò ìåòîä è åãî ìîäè�èêàöèè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñãëàæèâàíèÿ òðå-óãîëüíûõ ñåòîê. Íåîáõîäèìîñòü ìîäè�èöèðîâàòü äàííûé ìåòîä îáóñëîâëåíà òåì, ÷òîâ èñõîäíîì âèäå îí íàïðÿìóþ íå ñâÿçàí ñ êàêèì-ëèáî êðèòåðèåì êà÷åñòâà ÿ÷ååê, ò. å.ñìåùåíèå óçëîâ íå ïðîäèêòîâàíî òåì, ÷òî äëÿ íîâûõ èõ ïîëîæåíèé êà÷åñòâî ñåòêè âîç-ðàñòåò. Áîëåå òîãî, ìåòîä ìîæåò �çàñòàâèòü� óçåë ïåðåñå÷ü íå ñîäåðæàùåå åãî ðåáðî, âðåçóëüòàòå ÷åãî ñåòêà îêàæåòñÿ ñ ïåðåõëåñòîì. Ïîýòîìó ñàìûå î÷åâèäíûå ìîäè�èêà-öèè ìåòîäà ñîñòîÿò â òîì, ÷òîáû ïîçâîëèòü óçëó äâèãàòüñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëèêà÷åñòâî ñåòêè âîçðàñòåò.Äëÿ ñãëàæèâàíèÿ ñåòêè â ðàáîòå [4℄ ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ñåòêó êàê ñèñòå-ìó ïðóæèí, êîòîðûå îáóñëîâëèâàþò âîçíèêíîâåíèå ñèë, ïîâîðà÷èâàþùèõ îòíîñèòåëüíîäðóã äðóãà äâà ðåáðà, âûõîäÿùèå èç îäíîãî óçëà ñåòêè. Èäåÿ ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî-áû ñäåëàòü äâà ñîñåäíèõ óãëà, èìåþùèå âåðøèíîé äàííûé óçåë, ïðèìåðíî ðàâíûìè èëèíàõîäÿùèìèñÿ â çàäàííîì îòíîøåíèè äðóã ê äðóãó.Â ðàáîòå [5℄ ñãëàæèâàíèå ñåòêè ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà,ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ñóììó àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé êîòàíãåíñîâ âñåõ óãëîâ âñåõ òðå-óãîëüíèêîâ. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñìåùåíèå óçëà, ïðèâîäÿùåå ê áî-ëåå îïòèìàëüíîìó åãî ïîëîæåíèþ, ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì ñóììû ñèë, âîçíèêàþùèõèç-çà äå�îðìàöèè ñîäåðæàùèõ ýòîò óçåë òðåóãîëüíèêîâ. Íàïðàâëåíèå îòäåëüíîé ñèëûîïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ (íàèñêîðåéøåãî) óìåíüøåíèÿ âêëàäà îòäåëüíîãî òðåóãîëüíèêàâ �óíêöèîíàë.Â ðàáîòå [6℄, ïîñâÿùåííîé ïîñòðîåíèþ íåñòðóêòóðèðîâàííîé òðåóãîëüíîé ñåòêè ïîçàäàííûì íà ãðàíèöå óçëàì, ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü ñåòêó, ðàç-ìåðû ñîñåäíèõ ÿ÷ååê êîòîðîé ðàçëè÷àþòñÿ ìàëî. Î÷åâèäíî, äàííûé ìåòîä îñîáåííîàêòóàëåí äëÿ ñèëüíî íåðàâíîìåðíî ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíèöå óçëîâ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿñåòêè ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ îïðåäåëåííàÿ â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè �óíêöèÿ, çíà÷åíèå êîòî-ðîé áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê ðåêîìåíäóåìûé øàã ñåòêè. Íà ãðàíèöå îáëàñòè çíà÷åíèå�óíêöèè îïðåäåëåíî ïîëîæåíèåì ãðàíè÷íûõ óçëîâ, à âíóòðè îáëàñòè îíà íàõîäèòñÿïóòåì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà, ïðåäñòàâëÿþùåãîñîáîé èíòåãðàë îò êâàäðàòà ïîäñ÷èòàííîé òåì èëè èíûì ñïîñîáîì âàðèàöèè �óíêöèè.Êîãäà �óíêöèÿ, çàäàþùàÿ øàãè ñåòêè, íàéäåíà, ñåòêà âíóòðè îáëàñòè ñòðîèòñÿ ìåòî-äîì, îñíîâàííûì íà êîìáèíàöèè �ðîíòàëüíîãî ìåòîäà è òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå.Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ êà÷åñòâåííîé ñåòêè ñìåùåíèå óçëîâ ìîæíî ÷åðåäîâàòüñ ïðîöåäóðàìè äîáàâëåíèÿ èëè óäàëåíèÿ óçëîâ, çà êîòîðûìè ñëåäóåò ÷àñòè÷íàÿ èëèïîëíàÿ ðåòðèàíãóëÿöèÿ. Äîïîëíèòåëüíàÿ ñòåïåíü ñâîáîäû â òàêèõ ïîäõîäàõ îáëåã÷àåòïîëó÷åíèå ñåòêè ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè, õîòÿ è äåëàåò òàêèå ïîäõîäû âû÷èñëèòåëüíîáîëåå çàòðàòíûìè.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî êà÷åñòâî ñåòêè ÷àñòî îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî �îðìîé ÿ÷ååê,íî è èõ êîëè÷åñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî, ãðóáàÿ ñåòêà ñ ìàëûì ÷èñëîì êðóïíûõ ÿ÷ååê ìî-æåò áûòü ïðè÷èíîé íåäîñòàòî÷íîé òî÷íîñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè ñåòêè äëÿ ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ óðàâíåíèé, à ðàñ÷åòû íà ÷ðåçìåðíî ïîäðîáíîé ñåòêå ïîòðåáóþò íåîïðàâäàí-íî áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò. Ôàêòîð êîëè÷åñòâà ÿ÷ååê ó÷èòûâàåòñÿ, íàïðèìåð,



Ïîñòðîåíèå íåñòðóêòóðèðîâàííûõ òðåóãîëüíûõ ñåòîê... 87â ïîäõîäå, îïèñàííîì â ðàáîòå [7℄, ãäå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä òðèàíãóëÿöèè îáëàñòåé ñïðÿìîëèíåéíûìè ãðàíèöàìè, ïðè ýòîì ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî îòíîøåíèå ìàêñèìàëüíîéñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ê âûñîòå, îïóùåííîé íà ýòó ñòîðîíó, îãðàíè÷åíî è ÷èñëî òðå-óãîëüíèêîâ â íåêîòîðîì ñìûñëå áëèçêî ê îïòèìàëüíîìó.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá ñãëàæèâàíèÿ òðåóãîëüíûõ íåñòðóêòóðè-ðîâàííûõ ñåòîê, êîòîðûé ïðèìåíÿëñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåòîê â ïðîèçâîëüíûõ ïëîñêèõîáëàñòÿõ ïî çàäàííûì íà ãðàíèöå îáëàñòè óçëàì. Ýòè ñåòêè óñïåøíî èñïîëüçîâàëèñüäëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáúåìîâ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, íàïðèìåð,â ðàáîòå [8℄. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îä-íîâðåìåííî ñ íàõîæäåíèåì èòåðàòèâíûì ìåòîäîì íîâûõ ïîëîæåíèé óçëîâ âû÷èñëÿåòñÿè çíà÷åíèå �óíêöèè, çàäàþùåé ðåêîìåíäóåìîå ðàññòîÿíèå ìåæäó óçëàìè, à òàêæå òî,÷òî óçëû ñìåùàþòñÿ â íîâûå ïîëîæåíèÿ ïîä âëèÿíèåì ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êàæ-äîé ïàðîé èìåþùèõ îáùåå ðåáðî óçëîâ, ïðè÷åì ýòè ñèëû çàâèñÿò îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäóóçëàìè íåìîíîòîííûì îáðàçîì. Â ñî÷åòàíèè ñ ïðîöåäóðîé äîáàâëåíèÿ/óäàëåíèÿ óç-ëîâ òàêîé ïîäõîä äàæå äëÿ ñèëüíî íåðàâíîìåðíûõ ñåòîê ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ÿ÷åéêè,íå ñèëüíî îòëè÷àþùèåñÿ îò ïðàâèëüíûõ. Ïðåèìóùåñòâî äàííîãî ïîäõîäà íàä òåì, êî-òîðûé èñïîëüçóåò òðàäèöèîííûå ìîíîòîííûå ïðóæèíû, äåìîíñòðèðóåòñÿ âèçóàëüíî èïóòåì ñðàâíåíèÿ âåëè÷èí êîý��èöèåíòà äå�îðìàöèè ÿ÷ååê.1. Ïîñòðîåíèå òðåóãîëüíîé ñåòêèÀëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå, îñíîâàííûé íà ïîñëåäîâàòåëüíîì âêëþ÷å-íèè â òðèàíãóëÿöèþ âñå íîâûõ òî÷åê, îïèñàí, íàïðèìåð, â [9, 10℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòåðåàëèçîâàí àëãîðèòì, êîòîðûé òîæå ïðèâîäèò ê òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå, åñëè ýòî íå âõî-äèò â ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì íàëè÷èÿ â òðèàíãóëÿöèè âñåõ ðåáåð, çàäàþùèõ âíåøíèåè òàê íàçûâàåìûå âíóòðåííèå ãðàíèöû.Ïîñòðîåíèå òðåóãîëüíîé ñåòêè âûïîëíÿåòñÿ â íåñêîëüêî ýòàïîâ, íåêîòîðûå èç íèõïîêàçàíû íà ðèñ. 1. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè, â êîòîðîé ñòðîèòñÿ ñåòêà, çàäàíààíàëèòè÷åñêè. Íà ïðàêòèêå ýòî äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, ïóòåì çàäàíèÿ òî÷åê, îïðåäåëÿ-þùèõ ãðàíèöó (ðèñ. 1, à), è ïîñòðîåíèÿ ïî íèì ïàðàìåòðè÷åñêîãî êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà.�ðàíèöà ìîæåò èìåòü èçëîìû è çàäàâàòüñÿ íåñêîëüêèìè �óíêöèÿìè (ñïëàéíàìè), êî-òîðûå ñòûêóþòñÿ â òî÷êàõ èçëîìà. �ðàíèöà ìîæåò áûòü è âíóòðåííåé (�èêòèâíîé), ò. å.ëèíèåé, ê îáåèì ñòîðîíàì êîòîðîé ïðèìûêàåò òðèàíãóëèðóåìàÿ îáëàñòü. Ïðèìåíÿåìûéìåòîä òðèàíãóëÿöèè ãàðàíòèðóåò, ÷òî â ñåòêå íå áóäåò ðåáåð, ïåðåñåêàþùèõ ãðàíèöó.Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü âíóòðåííèå ãðàíèöû äëÿ ñãóùåíèÿ èëè ðàçðåæåíèÿ ñåòêè,à òàêæå, íàïðèìåð, äëÿ òîãî, ÷òîáû íàïðàâèòü ðåáðà òðåóãîëüíèêîâ âäîëü çàäàííûõëèíèé (ñêà÷êîîáðàçíîãî) èçìåíåíèÿ �èçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìîäåëèðóåìîãî îáúåêòà è ïî-âûøåíèÿ òåì ñàìûì òî÷íîñòè ðàñ÷åòà.Óçëû áóäóùåé ñåòêè ðàññòàâëÿþòñÿ çàòåì íà ãðàíèöå íà îïðåäåëÿåìûõ òåìè èëèèíûìè ñîîáðàæåíèÿìè ðàññòîÿíèÿõ äðóã îò äðóãà. Äâà ñîñåäíèõ óçëà íà ãðàíèöå çàäà-þò ãðàíè÷íîå ðåáðî ñåòêè, äëÿ êàæäîãî ðåáðà óêàçûâàåòñÿ, ïî êàêóþ ñòîðîíó îò íåãîëåæèò òðèàíãóëèðóåìàÿ îáëàñòü. Ñîáñòâåííî òðèàíãóëÿöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ïîñòðîåíèÿòðåóãîëüíîé ñåòêè, âñå óçëû êîòîðîé ñîñòîÿò òîëüêî èç ãðàíè÷íûõ óçëîâ è â êîòîðîéèìåþòñÿ ðåáðà, ñîâïàäàþùèå ñ ãðàíè÷íûìè. Ïîñêîëüêó ìåòîä òðèàíãóëÿöèè ñîñòîèò âïîñëåäîâàòåëüíîì âêëþ÷åíèè â íåå âñå íîâûõ óçëîâ, ñíà÷àëà çàäàþòñÿ òðè âñïîìîãà-òåëüíûõ óçëà, êîòîðûå îïðåäåëÿþò òðåóãîëüíèê, îõâàòûâàþùèé âñå ãðàíè÷íûå óçëû.
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à á â

ã ä å�èñ. 1. Ñòàäèè òðèàíãóëÿöèèÄëÿ âêëþ÷åíèÿ â óæå èìåþùóþñÿ òðèàíãóëÿöèþ íîâîãî óçëà ñíà÷àëà îòûñêèâàåòñÿòðåóãîëüíèê, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ýòîò íîâûé óçåë. Çàòåì äëÿ êàæäîãî èç ðåáåð äàí-íîãî òðåóãîëüíèêà ïðîâåðÿåòñÿ, íàõîäèòñÿ ëè äîáàâëÿåìûé óçåë âíóòðè îêðóæíîñòè,îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà, ëåæàùåãî ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò ðåáðà. Åñëè ýòîò óçåëíàõîäèòñÿ âíóòðè, òî ðåáðî óáèðàåòñÿ èç òðèàíãóëÿöèè è äëÿ ëåæàùèõ çà íèì äâóõðåáåð âûïîëíÿåòñÿ òà æå ñàìàÿ ïðîâåðêà, è ò. ä. �ðàíè÷íûå ðåáðà íå óáèðàþòñÿ. Ïîçàâåðøåíèè ïðîöåññà èñêëþ÷åíèÿ ðåáåð âñòàâëÿåìûé óçåë îêàçûâàåòñÿ âíóòðè ìíîãî-óãîëüíèêà, âñå ðåáðà êîòîðîãî âèäíû èç âñòàâëÿåìîãî óçëà. Îñòàåòñÿ ñîåäèíèòü óçåë ñêàæäîé èç âåðøèí ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Íà ðèñ. 1, á ïîêàçàí ðåçóëüòàò òðèàíãóëÿöèèâñïîìîãàòåëüíûõ óçëîâ, çàäàþùèõ îõâàòûâàþùèé òðåóãîëüíèê, è ãðàíè÷íûõ óçëîâ.Çàòåì âñïîìîãàòåëüíûå óçëû, à âìåñòå ñ íèìè è ïðèìûêàþùèå ê íèì ðåáðà è òðå-óãîëüíèêè óáèðàþòñÿ. Íà ðèñ. 1, â âèäíî, ÷òî â òðèàíãóëÿöèè îñòàëèñü òðåóãîëüíèêè,ëåæàùèå ñíàðóæè òðèàíãóëèðóåìîé îáëàñòè. Òàê áûâàåò, êîãäà îáëàñòü íå ÿâëÿåòñÿâûïóêëîé. Ýòè òðåóãîëüíèêè òîæå èñêëþ÷àþòñÿ, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñåòêà, ïîêà-çàííàÿ íà ðèñ. 1, ã. Íàêîíåö, âíóòðè îáëàñòè ãåíåðèðóþòñÿ è âêëþ÷àþòñÿ â òðèàíãóëÿ-öèþ íîâûå óçëû. Íà ðèñ. 1, ä ïîêàçàíà ïðîìåæóòî÷íàÿ ñòàäèÿ ïðîöåññà, à íà ðèñ. 1, å �îêîí÷àòåëüíàÿ ñåòêà. Êðèòåðèé, íà îñíîâàíèè êîòîðîãî ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå î íåîá-õîäèìîñòè äîáàâëåíèÿ íîâûõ óçëîâ, è ìåòîä ñãëàæèâàíèÿ (êîððåêöèè ïîëîæåíèé óæåèìåþùèõñÿ óçëîâ), êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îêîí÷àòåëüíîé ñåòêè, áóäóòîïèñàíû íèæå.



Ïîñòðîåíèå íåñòðóêòóðèðîâàííûõ òðåóãîëüíûõ ñåòîê... 892. Ñãëàæèâàíèå ñåòêèÁóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óçëû ñåòêè íà ãðàíèöå è âíóòðè îáëàñòè êàêèì-òî îáðàçîì ðàñ-ñòàâëåíû è äëÿ êàæäîãî óçëà îïðåäåëåíû åãî ñîñåäè. Îòðåçêè ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèåñîñåäíèå óçëû, ÿâëÿþòñÿ ðåáðàìè òðåóãîëüíûõ ÿ÷ååê. Åñëè ñåòêà èñïîëüçóåòñÿ êàê ýëå-ìåíò âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà, �îðìà åå ÿ÷ååê ÿâëÿåòñÿ íåìàëîâàæíûì �àêòîðîì,âëèÿþùèì íà òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé. Âîîáùå ãîâîðÿ, íàëè÷èå, íàïðèìåð, ñèëüíî âûòÿ-íóòûõ òóïîóãîëüíûõ ÿ÷ååê ñíèæàåò òî÷íîñòü, ïîýòîìó àëãîðèòìû òðèàíãóëÿöèè ÷àñòîâêëþ÷àþò â ñåáÿ ïðîöåäóðû ñãëàæèâàíèÿ, öåëüþ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êîððåêöèÿ ïîëî-æåíèé óçëîâ (íàñêîëüêî ýòî ïîçâîëÿþò ãðàíèöû îáëàñòè è/èëè äðóãèå îãðàíè÷åíèÿ)áåç èçìåíåíèÿ ñâÿçåé ìåæäó íèìè. Íîâûå ïîëîæåíèÿ óçëîâ íàõîäÿòñÿ â ðåçóëüòàòå ðå-øåíèÿ óðàâíåíèé, çàäóìàííûõ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ÿ÷åéêè ñåòêè ïðèíÿëè (èëè ïîêðàéíåé ìåðå ñòðåìèëèñü ïðèíÿòü) æåëàòåëüíûå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ðàçìåð è�îðìó. ×àùå âñåãî ÿ÷åéêàì ñòàðàþòñÿ ïðèäàòü íàèáîëåå áëèçêóþ ê ïðàâèëüíîìó òðå-óãîëüíèêó �îðìó.2.1. Ìîíîòîííîå ñãëàæèâàíèå�àçìåð ÿ÷ååê èëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè óçëàìè ñåòêè â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîãóò áûòüçàäàíû �óíêöèåé, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà è çíà÷åíèå êîòîðîé ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ëåã-êî âû÷èñëåíî äëÿ ëþáîé òî÷êè îáëàñòè. Åñëè �àêòè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó óçëàìèñåòêè îòëè÷àåòñÿ îò òðåáóåìîãî, çàäàâàåìîãî ýòîé �óíêöèåé, òî ïîëîæåíèÿ óçëîâ íåîá-õîäèìî ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì èçìåíèòü. Íîâûå ïîëîæåíèÿ óçëîâ ìîæíî íàõîäèòü,íàïðèìåð, èç óðàâíåíèé, ðåàëèçóþùèõ òàê íàçûâàåìóþ ïðóæèííóþ àíàëîãèþ:
∑

i

epiF (δpi) = 0, δpi =
2Spi

Gp + Gi

− 1. (1)Â óðàâíåíèÿõ (1) åäèíè÷íûé âåêòîð epi çàäàåò íàïðàâëåíèå èç óçëà ñ íîìåðîì p íàñîñåäíèé ñ íèì óçåë ñ íîìåðîì i. Ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ñîñåäíèì ñ óçëîì póçëàì. Ôàêòè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó óçëàìè p è i ðàâíî Spi, âåëè÷èíà δpi ðàâíà îòíî-ñèòåëüíîé ðàçíîñòè ìåæäó �àêòè÷åñêèì è òðåáóåìûì ðàññòîÿíèÿìè (Gp + Gi)/2. Ïî-ñëåäíåå îïðåäåëåíî çäåñü êàê ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå ðàññòîÿíèé Gp è Gi, çàäàâàåìûõïîëîæåíèÿìè óçëîâ p è i ñ ïîìîùüþ óïîìÿíóòîé âûøå �óíêöèè. Åñëè F (δpi) = δpi, òîçàïèñàííûå äëÿ âñåõ âíóòðåííèõ óçëîâ óðàâíåíèÿ âèäà (1) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìóóðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðîé çàäàåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû óçëîâ, ñîåäèíåííûõïðóæèíàìè ñ îäèíàêîâîé è íå çàâèñÿùåé îò äå�îðìàöèè æåñòêîñòüþ. Çàìåòèì, ÷òî âïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó óçëàìè ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò ðåêîìåíäóåìûõ�óíêöèåé ðàññòîÿíèé. Íàïðèìåð, ðàññòîÿíèÿ âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ ìîãóò áûòü áîëüøåòðåáóåìûõ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàñòÿíóòûì ïðóæèíàì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óçëîâ ñëèø-êîì ìàëî. Îäíàêî äàæå äîáàâëåíèå óçëîâ ìîæåò íå èñïðàâèòü ñèòóàöèþ â ïîëíîé ìåðå,òàê êàê â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ óçëû ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ, íàïðèìåð, íà èçáûòî÷íîìðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè è íàõîäèòüñÿ ñëèøêîì áëèçêîäðóã ê äðóãó ïî âåðòèêàëè. Òðåóãîëüíûå ÿ÷åéêè ñåòêè îêàçûâàþòñÿ âûòÿíóòûìè.Â àëüòåðíàòèâíîì îïèñàííîìó ïîäõîäå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó óçëàìè íå çàäàþòñÿ çàðà-íåå èçâåñòíîé �óíêöèåé, à âìåñòå ñ ïîëîæåíèÿìè óçëîâ íàõîäÿòñÿ â ïðîöåññå ïîñòðî-åíèÿ ñåòêè. Óçëó ñ íîìåðîì p ñîïîñòàâèì âåëè÷èíó Gp, îçíà÷àþùóþ ðåêîìåíäóåìîå



90 À.Ñ. Ëåáåäåâðàññòîÿíèå îò äàííîãî óçëà äî ñîñåäíèõ óçëîâ. Äëÿ óçëîâ, êîòîðûå ëåæàò íà ãðàíè-öå îáëàñòè è ïîëîæåíèÿ êîòîðûõ �èêñèðîâàíû, òàê êàê ÿâëÿþòñÿ âõîäíûìè äàííûìèïðîöåäóðû òðèàíãóëÿöèè, âåëè÷èíû Gp áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè (âû÷èñëåííûìè êàêíåêèå ñðåäíèå ðàññòîÿíèé äî ñîñåäíèõ ãðàíè÷íûõ óçëîâ). �àññòîÿíèÿ ìåæäó óçëàìèâñþäó â îáëàñòè áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ, òàêèì îáðàçîì, ïîëîæåíèÿìè ãðàíè÷íûõ óçëîâ.Íàïðèìåð, åñëè íà îäíîé ãðàíèöå óçëû ðàññòàâëåíû ðåæå, ÷åì íà äðóãîé, òî ðàçìåð òðå-óãîëüíèêîâ â ïîñòðîåííîé ñåòêå áóäåò ïëàâíî èçìåíÿòüñÿ, óâåëè÷èâàÿñü ñ óìåíüøåíèåìðàññòîÿíèÿ îò äàííîãî òðåóãîëüíèêà äî ãðàíèöû ñ áîëåå ðåäêèì ðàñïîëîæåíèåì óçëîâ.Çàìåòèì, ÷òî çàâèñèìîñòü ðàçìåðà ÿ÷ååê âíóòðè îáëàñòè òîëüêî îò ðàñïîëîæåíèÿ ãðà-íè÷íûõ óçëîâ íå îçíà÷àåò, êàê ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä, ÷òî âîçìîæíîñòüóïðàâëÿòü ðàçìåðîì âíóòðåííèõ ÿ÷ååê ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóåò. ×òîáû îáåñïå÷èòü òðå-áóåìûå ðàçìåð ÿ÷ååê è îðèåíòàöèþ ðåáåð (íàïðèìåð âäîëü íåêîòîðûõ ëèíèé), âíóòðèîáëàñòè ìîæíî çàäàòü �èêòèâíûå ãðàíèöû è ñ íåîáõîäèìûì øàãîì ðàññòàâèòü íà íèõóçëû, ïîëîæåíèÿ êîòîðûõ â äàëüíåéøåì ìåíÿòüñÿ íå áóäóò.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé, èç êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ïîëîæåíèÿ óçëîâ è ñîîòâåòñòâóþ-ùèå èì ðàññòîÿíèÿ äî ñîñåäåé, ðàññìîòðèì îäíîìåðíûé ñëó÷àé. Ïóñòü òðè óçëà, ðàñïî-ëîæåííûå ïîñëåäîâàòåëüíî íà ïðÿìîé ëèíèè, èìåþò êîîðäèíàòû x1, xp è x2. Âåëè÷èíû,çàäàþùèå ðàññòîÿíèÿ äëÿ ýòèõ óçëîâ, îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî G1, Gp è G2. Ïîòðå-áóåì, ÷òîáû �àêòè÷åñêîå ðàññòîÿíèå xp − x1 ìåæäó óçëàìè x1 è xp âî ñòîëüêî æå ðàçïðåâûøàëî ðåêîìåíäóåìîå ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè, îïðåäåëåííîå èç ñîîáðàæåíèé ñèì-ìåòðèè êàê (Gp + G1)/2, âî ñêîëüêî ðàç �àêòè÷åñêîå ðàññòîÿíèå x2 − xp ìåæäó óçëàìè
xp è x2 ïðåâûøàåò ðåêîìåíäóåìîå ìåæäó íèìè ðàññòîÿíèå (Gp + G2)/2. Â ðåçóëüòàòåïîëó÷àåì óðàâíåíèå

x1 − xp

Gp + G1

+
x2 − xp

Gp + G2

= 0. (2)Ïîòðåáóåì, ÷òîáû âåëè÷èíà G íà ó÷àñòêå ìåæäó óçëàìè x1 è x2 èçìåíÿëàñü ëèíåéíî,÷òî ñ ó÷åòîì (2) äàåò óðàâíåíèå
G1 − Gp

Gp + G1

+
G2 − Gp

Gp + G2

= 0. (3)Íà äâóìåðíûé ñëó÷àé òðåáîâàíèÿ (2) è (3) ïåðåíîñÿòñÿ �îðìàëüíî ðàçíûìè ñïîñî-áàìè. Íàïðèìåð, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óçåë, ïîëîæåíèå êîòîðîãî çàäàíî âåêòîðîì xp èðåêîìåíäóåìîå ðàññòîÿíèå îò ñîñåäåé äëÿ êîòîðîãî ðàâíî Gp, íàõîäèòñÿ âíóòðè çàìêíó-òîãî êîíòóðà Γp. �åêîìåíäóåìîå ðàññòîÿíèå â òî÷êå x(s) íà êîíòóðå îáîçíà÷èì G(s).Âìåñòî (2) çàïèøåì
∫

Γp

x(s) − xp

Gp + G(s)
ds = 0. (4)Ïðèíèìàÿ â êà÷åñòâå êîíòóðà Γp çàìêíóòóþ ëîìàíóþ, ñîñòàâëåííóþ èç ðåáåð, ñîåäè-íÿþùèõ äðóã ñ äðóãîì ñîñåäíèå ñ óçëîì p óçëû, è àïïðîêñèìèðóÿ èíòåãðàë íà êàæäîìðåáðå ñî âòîðûì ïîðÿäêîì ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

∑

i

(xi0 − xp) + (xi1 − xp)

Gi0 + 2Gp + Gi1

Si = 0. (5)Â âûðàæåíèè (5) ñóììèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî âñåì ðåáðàì êîíòóðà, äëèíà i-ãî ðåáðàîáîçíà÷åíà Si, à óçëû, çàäàþùèå ðåáðî, èìåþò êîîðäèíàòû (xi0, yi0) è (xi1, yi1). Óðàâíå-íèÿ äëÿ yp è Gp çàïèñûâàþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.



Ïîñòðîåíèå íåñòðóêòóðèðîâàííûõ òðåóãîëüíûõ ñåòîê... 91Ïðè îáîáùåíèè óðàâíåíèé (2) è (3) íà äâóìåðíûé ñëó÷àé ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óçåë
p âçàèìîäåéñòâóåò íå ñ êîíòóðîì, ñîñòàâëåííûì èç ðåáåð, à òîëüêî ñ ñàìèìè ñîñåäíèìèóçëàìè. Òîãäà âìåñòî (5) ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

∑

i

xi − xp

Gi + Gp

= 0. (6)Ïðèìåðû ñåòîê â åäèíè÷íîì êðóãå, äëÿ ñãëàæèâàíèÿ êîòîðûõ èñïîëüçîâàëîñü óðàâíå-íèå (6), ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2, I, II, á. Ñåòêè íà ðèñ. 2, I ñãóùàþòñÿ ê öåíòðó îáëàñòè. Äëÿýòîãî íà ãðàíèöå êðóãà Rout = 1.0 óçëû ðàññòàâëåíû ñ øàãîì hout = 0.2, à íà âíóòðåííåé�èêòèâíîé ãðàíèöå â âèäå îêðóæíîñòè ðàäèóñà Rin = 0.15 óçëû ðàññòàâëåíû ñ øàãîì
hin = hout/4. Ñåòêè íà ðèñ. 2, II ñãóùàþòñÿ ê âíåøíåé ãðàíèöå îáëàñòè, äëÿ ÷åãî íàâíóòðåííåé �èêòèâíîé ãðàíèöå â âèäå îêðóæíîñòè ðàäèóñà Rin = 0.65 óçëû ðàññòàâëå-íû ñ øàãîì hin = 0.2, à íà âíåøíåé ãðàíèöå ïðè Rout = 1.0 ðàññòîÿíèå ìåæäó óçëàìèðàâíî hout = hin/4. I

à á âII

à á â�èñ. 2. Ñåòêà ñî ñãóùåíèåì ÿ÷ååê ê öåíòðó (I) è ê ãðàíèöå (II) îáëàñòè: à � áåç ñãëàæèâàíèÿ,á � ñ ìîíîòîííûì ñãëàæèâàíèåì, â � ñ íåìîíîòîííûì ñãëàæèâàíèåì



92 À.Ñ. ËåáåäåâÑãëàæåííûå ñåòêè, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, èìåþò ÿ÷åéêè çàìåòíî áîëåå ïðàâèëü-íîé �îðìû è áîëåå ïëàâíî ìåíÿþùåãîñÿ ðàçìåðà ïî ñðàâíåíèþ ñ ñåòêàìè, ê êîòîðûìíå ïðèìåíÿëèñü ïðîöåäóðà ñãëàæèâàíèÿ (ðèñ. 2, I, II, à). Òåì íå ìåíåå èç ðèñ. 2, I, II, áâèäíî, ÷òî äàæå ïîñëå ñãëàæèâàíèÿ â ñåòêàõ åñòü âûòÿíóòûå ÿ÷åéêè. �ëàâíîé ïðè÷èíîéâûòÿíóòîñòè ÿ÷ååê â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñãóùåíèå ñåòêè, îáóñëîâëåííîå ðàññòàíîâ-êîé óçëîâ íà ãðàíèöàõ. ß÷åéêè âûòÿãèâàþòñÿ òåì ñèëüíåé, ÷åì áîëüøå ðàçëè÷àþòñÿðàçìåðû òðåóãîëüíèêîâ, ïðèëåãàþùèõ ê ðàçíûì ãðàíèöàì, è ÷åì ìåíüøå ðàññòîÿíèåìåæäó ýòèìè ãðàíèöàìè. Íåâîçìîæíî ïîêðûòü îáëàñòü òðåóãîëüíîé ñåòêîé ñ ÿ÷åéêàìèîäíîâðåìåííî ïðàâèëüíîé �îðìû è íåîäèíàêîâîãî ðàçìåðà.Îäíàêî äàæå â ñåòêå áåç ñãóùåíèÿ ïîñëå ñãëàæèâàíèÿ ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü âûòÿ-íóòûå ÿ÷åéêè. Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå, ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿóçëîâ, â êîòîðîì �ïðóæèíû� â êàêîì-òî íàïðàâëåíèè ðàñòÿíóòû ñèëüíåå, ÷åì â ïåðïåí-äèêóëÿðíîì. Ñðåäíÿÿ ïëîùàäü ïðèëåãàþùèõ ê óçëó ÿ÷ååê èëè ñðåäíåå ðàññòîÿíèå îòäàííîãî óçëà äî ñîñåäíèõ ñ íèì óçëîâ ìîãóò ïðè ýòîì èìåòü âåëè÷èíû, íå òðåáóþùèåíè äîáàâëåíèÿ íîâûõ, íè óäàëåíèÿ óæå ñóùåñòâóþùèõ óçëîâ.2.2. Íåìîíîòîííîå ñãëàæèâàíèåÂ äàííîé ðàáîòå äëÿ ñãëàæèâàíèÿ ñåòêè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ
∑

i

epiΦ(δpi) = 0, δpi =
2Spi

Gp + Gi

− 1, (7)â êîòîðûõ âñå âåëè÷èíû èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â óðàâíåíèÿõ (1). Ôóíêöèþ Φ(δ)îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Φ(δ) =



































































2s1

s2

δ, åñëè δ ∈ [−1, 0],

s1

{

1 −

(

δ − s2

s2

)2
}

, åñëè δ ∈ [0, s2],

s1

{

1 − (1 − τ)

(

δ − s2

s3 − s2

)2
}

, åñëè δ ∈ [s2, s3],

τs1

1 +
2

τ

1 − τ

s3 − s2

(δ − s3)
, åñëè δ > s3.

(8)
Ìîæíî ñíîâà ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (7) îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû óç-ëîâ, ïðè ýòîì âåêòîð epiΦ(δpi) çàäàåò ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó óçëàìè p è i, êîòîðàÿïî-ïðåæíåìó çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíîé ðàçíîñòè ìåæäó �àêòè÷åñêèì ðàññòîÿíèåì Spiè òðåáóåìûì ðàññòîÿíèåì (Gp+Gi)/2. Îäíàêî ýòà çàâèñèìîñòü, çàäàâàåìàÿ â (8), òåïåðüíåìîíîòîííà è èìååò ñëåäóþùèé êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð. Ïðè ðàññòîÿíèè, ðàâíîì òðå-áóåìîìó, ñèëà îòñóòñòâóåò. Åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó óçëàìè ìåíüøå òðåáóåìîãî, òî óçëûîòòàëêèâàþòñÿ. Ñ óäàëåíèåì óçëîâ äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèå áîëüøå òðåáóåìîãî âîç-íèêàåò ñèëà ïðèòÿæåíèÿ, êîòîðàÿ ñíà÷àëà óâåëè÷èâàåòñÿ, íî ïðè äàëüíåéøåì óäàëåíèèóçëîâ óìåíüøàåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå äëÿ óçëà, ðàñïîëîæåííîãî ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè óç-ëàìè (êîòîðûå çàêðåïëåíû è íàõîäÿòñÿ íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà), èìååòñÿíå îäíà, à òðè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ, îäíà èç êîòîðûõ (ñðåäíÿÿ) íåóñòîé÷èâà, à äâå äðóãèå



Ïîñòðîåíèå íåñòðóêòóðèðîâàííûõ òðåóãîëüíûõ ñåòîê... 93ðàñïîëîæåíû íà (ïî÷òè) òðåáóåìîì ðàññòîÿíèè îò ïåðâîãî èëè âòîðîãî óçëà. Â îäíó èçýòèõ äâóõ óñòîé÷èâûõ òî÷åê ðàâíîâåñèÿ è ïîïàäàåò ñðåäíèé óçåë â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿóðàâíåíèé (7). Ïðè ýòîì íåîáõîäèìûé ðàçìåð ñåòêè äëÿ îñòàâøåãîñÿ çàêðåïëåííîãîóçëà îáåñïå÷èâàåòñÿ òåì, ÷òî ïðîöåäóðà ñãëàæèâàíèÿ ñåòêè ÷åðåäóåòñÿ ñ ïðîöåäóðîéâñòàâêè/óäàëåíèÿ óçëîâ.Â �îðìóëå (8) åñòü íåñêîëüêî ïàðàìåòðîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî èçìåíÿòü êî-ëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè íåìîíîòîííîé çàâèñèìîñòè, â ÷àñòíîñòè, çàäàâàòü îòíî-ñèòåëüíîå ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì ïðèòÿæåíèå ìåæäó óçëàìè ìàêñèìàëüíî. Òèïè÷íûåçíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ, ñ êîòîðûìè ñòðîèëèñü îáñóæäàåìûå íèæå ñåòêè, ñëåäóþ-ùèå: s1 = 1, s2 = 0.01, s3 = 10s2 + 1, τ = 0.1.×òîáû ðåøèòü, íàäî ëè äîáàâèòü íîâûé óçåë â òðèàíãóëÿöèþ, �àêòè÷åñêàÿ ñóììàð-íàÿ ïëîùàäü Sp
a òðåóãîëüíèêîâ (èõ êîëè÷åñòâî îáîçíà÷èì np), ïðèìûêàþùèõ ê óçëó p,äåëèòñÿ íà ýòó æå ñóììàðíóþ ïëîùàäü Sp

r , íî íàéäåííóþ ñîãëàñíî �óíêöèè, çàäàþùåéðàññòîÿíèÿ. Åñëè âåëè÷èíà Sp
a/S

p
r áîëüøå åäèíèöû è îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû áîëüøå,÷åì âåëè÷èíà np/(np +1) ·Sp

a/S
p
r , òî â öåíòð ïðèìûêàþùåãî ê óçëó p òðåóãîëüíèêà, äëÿêîòîðîãî îòëè÷èå �àêòè÷åñêîé ïëîùàäè îò ðåêîìåíäóåìîé ìàêñèìàëüíî, äîáàâëÿåòñÿíîâûé óçåë. Ïðè ýòîì íå äîïóñêàåòñÿ äîáàâëåíèå â îêðåñòíîñòü óçëà òðèàíãóëÿöèè áîëååîäíîãî íîâîãî óçëà. Äëÿ óäàëåíèÿ ñóùåñòâóþùèõ óçëîâ (êîòîðîå �àêòè÷åñêè òðåáóåòñÿíàìíîãî ðåæå, ÷åì äîáàâëåíèå íîâûõ óçëîâ) èñïîëüçóåòñÿ àíàëîãè÷íûé ïðèíöèï.Òàêèì îáðàçîì, èäåÿ íåìîíîòîííîãî ñãëàæèâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî òîãî,÷òîáû ðàñïîëàãàòü óçåë íà îäèíàêîâî íåïðàâèëüíîì ðàññòîÿíèè îò îêðóæàþùèõ åãîóçëîâ, îí ñòàâèòñÿ íà ïðàêòè÷åñêè òðåáóåìîì ðàññòîÿíèè îò îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ èçíèõ, âûñâîáîæäàÿ òåì ñàìûì ìåñòî äëÿ âñòàâêè íîâûõ óçëîâ è îáëåã÷àÿ ðåøåíèå î òîì,êóäà èìåííî âñòàâëÿòü íîâûå óçëû.3. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâÂèçóàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå î ðàçëè÷èè ñåòîê, ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîíîòîííî-ãî è íåìîíîòîííîãî ñãëàæèâàíèÿ, êîòîðûå äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâåí-íî á- è â-ñåòêàìè, ìîæíî ïîëó÷èòü èç ðèñ. 2, I, íà êîòîðîì ñåòêè â êðóãå ñãóùàþòñÿ êöåíòðó, è èç ðèñ. 2, II, ãäå ñåòêè â êðóãå ñãóùàþòñÿ ê ãðàíèöå. Âèäíî, ÷òî â á-ñåòêàõíà ðèñ. 2, I, II, á èìåþòñÿ âûòÿíóòûå ÿ÷åéêè, â òî âðåìÿ êàê â â-ñåòêàõ íà ðèñ. 2, I, II, âïåðåõîä îò ÿ÷ååê ìàëîãî ðàçìåðà ê ÿ÷åéêàì áîëüøîãî ðàçìåðà (â ýòèõ ïðèìåðàõ ëèíåé-íûå ðàçìåðû ÿ÷ååê â ñåòêå ðàçëè÷àþòñÿ â 4 ðàçà) äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò òðåóãîëüíèêîâñóùåñòâåííî áîëåå ïðàâèëüíîé �îðìû.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê ñåòêè, ïî êîòîðûì ìîæíî ñóäèòü îáîòëè÷èè åå òðåóãîëüíûõ ÿ÷ååê îò ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, äëÿ ÿ÷åéêè ñ äëèíàìèñòîðîí a1, a2, a3 áóäåì âû÷èñëÿòü êîý��èöèåíò äå�îðìàöèè Q ïî �îðìóëå

Q =

(

a1 + a2

a3

− 1

) (

a2 + a3

a1

− 1

) (

a3 + a1

a2

− 1

)

. (9)Â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîãî òðåóãîëüíèêà êîý��èöèåíò Q ïîëîæèòåëåí, íå ïðåâûøàåòåäèíèöó è ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå òîëüêî äëÿ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà.Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû èçîëèíèè êîý��èöèåíòà Q â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû äâóõ óãëîâòðåóãîëüíèêà, âûðàæåííîé â ãðàäóñàõ. Íàïðèìåð, äëÿ òðåóãîëüíèêà ñ óãëàìè 10, 80 è
90◦ êîý��èöèåíò äå�îðìàöèè Q ðàâåí ïðèáëèçèòåëüíî 0.3.
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�èñ. 3. Èçîëèíèè êîý��èöèåíòà äå�îðìàöèè Q òðåóãîëüíèêà â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû(â ãðàäóñàõ) äâóõ åãî óãëîâÂ òàáë. 1 äëÿ ñãóùàþùèõñÿ ê öåíòðó êðóãà ñåòîê ñ ìîíîòîííûì ñãëàæèâàíèåì ïðèâå-äåíà èí�îðìàöèÿ î äîëå ÿ÷ååê ñåòêè, èìåþùèõ êîý��èöèåíò äå�îðìàöèè Q íå ìåíüøåçàäàííîãî. Øàã ñåòêè hout íà ãðàíèöå êðóãà ðàäèóñà Rout = 1.0 ðàâåí 0.1 èëè 0.05, àíà âíóòðåííåé (�èêòèâíîé) ãðàíèöå Rin = 0.15 øàã ñåòêè hin ëèáî òàêîé æå, ëèáî â 4èëè 16 ðàç ìåíüøå. Íàðÿäó ñ çàäàííûìè íà ãðàíèöàõ ðàçìåðàìè ðåáåð â çàãîëîâêàõêîëîíîê â ñêîáêàõ óêàçàíî îáùåå ÷èñëî òðåóãîëüíûõ ÿ÷ååê â ñîîòâåòñòâóþùåé ñåòêå.Ñìûñë äàííûõ òàáë. 1 ïîÿñíèì íà ïðèìåðå, äëÿ ÷åãî ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå ñòðîêèñ Q = 0.95 è êîëîíêè ñ hin = 0.1/4, hout = 0.1. Ñòîÿùåå íà ýòîì ïåðåñå÷åíèè ÷èñëî
60.2 îçíà÷àåò, ÷òî â ñåòêå, ðåáðà êîòîðîé íà âíóòðåííåé è âíåøíåé ãðàíèöàõ èìåþòóêàçàííûå ðàçìåðû, 60.2% ÿ÷ååê èìåþò êîý��èöèåíò äå�îðìàöèè íå ìåíåå 0.95. Äëÿýòîé æå ñåòêè òîëüêî 15.2% ÿ÷ååê èìåþò êîý��èöèåíò äå�îðìàöèè íå ìåíåå 0.99.Ò à á ë è ö à 1. Êà÷åñòâî á-ñåòîê, ñãóùàþùèõñÿ ê öåíòðó êðóãà

hin = 0.1 hin = 0.1/4 hin = 0.1/16 hin = 0.05 hin = 0.05/4 hin = 0.05/16
Q hout = 0.1 hout = 0.1 hout = 0.1 hout = 0.05 hout = 0.05 hout = 0.05(712) (1454) (6314) (2855) (5897) (25 411)0.90 90.4 83.0 82.0 92.9 87.5 86.70.91 89.2 79.5 79.0 90.9 84.5 84.20.92 86.9 76.3 75.8 87.9 81.0 81.00.93 82.2 72.2 71.4 84.5 76.3 76.90.94 77.5 68.0 66.1 79.8 70.7 71.50.95 71.2 60.2 60.2 73.8 63.4 65.10.96 62.9 52.1 53.1 65.8 54.9 57.20.97 53.2 41.5 44.6 56.0 44.6 47.70.98 39.6 28.7 34.4 44.0 31.6 36.00.99 23.5 15.2 20.3 25.9 17.0 21.3



Ïîñòðîåíèå íåñòðóêòóðèðîâàííûõ òðåóãîëüíûõ ñåòîê... 95Èç òàáë. 1 âèäíî, ÷òî ÷åì ñèëüíåå ñãóùàåòñÿ ñåòêà (ñèëüíåå ìåíÿåòñÿ ðàçìåð ÿ÷å-åê â îáëàñòè), òåì õóæå åå êà÷åñòâî, ò. å. òåì ìåíüøàÿ äîëÿ ÿ÷ååê èìååò êîý��èöèåíòäå�îðìàöèè íå íèæå çàäàííîãî. Ïðè �èêñèðîâàííîì ñãóùåíèè ñåòêè (ò. å. ïðè �èêñè-ðîâàííîì îòíîøåíèè ðàçìåðîâ ðåáåð íà âíóòðåííåé è âíåøíåé ãðàíèöàõ) óìåíüøåíèåðàçìåðà ÿ÷ååê ïðèâîäèò ê íåçíà÷èòåëüíîìó óëó÷øåíèþ åå êà÷åñòâà. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿâîçðàñòàíèåì îáùåãî ÷èñëà ÿ÷ååê â ñåòêå, çà ñ÷åò ÷åãî ïåðåõîä îò êðóïíûõ ÿ÷ååê êìåëêèì ïðîèñõîäèò áîëåå ïëàâíî, ÷åðåç ÿ÷åéêè áîëåå ïðàâèëüíîé �îðìû.Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñåòîê, ïîñòðîåííûõ ñ èñïîëü-çîâàíèåì íåìîíîòîííîãî ñãëàæèâàíèÿ. Ñðàâíèâàÿ äàííûå òàáë. 1 è 2, âèäèì, ÷òî âîâñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ êà÷åñòâî â-ñåòîê çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò êà÷åñòâî á-ñåòîê.Óìåíüøåíèå ðàçìåðà ÿ÷ååê ïðè �èêñèðîâàííîì ñãóùåíèè ïðèâîäèò äëÿ â-ñåòîê ê áî-ëåå ñóùåñòâåííîìó óëó÷øåíèþ êà÷åñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ á-ñåòêàìè. Îáðàùàåò íà ñåáÿâíèìàíèå òàêæå òî, ÷òî â ñåòêàõ ñî ñãóùåíèåì, ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ íåìîíîòîííîéïðîöåäóðû ñãëàæèâàíèÿ, îêàçûâàåòñÿ áîëüøåå ÷èñëî ÿ÷ååê, ÷åì â ñîîòâåòñòâóþùèõá-ñåòêàõ, ÷òî òàêæå ñïîñîáñòâóåò óëó÷øåíèþ êà÷åñòâà ñåòêè çà ñ÷åò áîëåå ïîñòåïåííî-ãî èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ ÿ÷ååê.Ò à á ë è ö à 2. Êà÷åñòâî â-ñåòîê, ñãóùàþùèõñÿ ê öåíòðó êðóãà
hin = 0.1 hin = 0.1/4 hin = 0.1/16 hin = 0.05 hin = 0.05/4 hin = 0.05/16

Q hout = 0.1 hout = 0.1 hout = 0.1 hout = 0.05 hout = 0.05 hout = 0.05(714) (1914) (11794) (2913) (7875) (46 563)0.90 98.3 99.2 99.4 98.8 99.4 99.60.91 96.8 98.9 98.9 98.1 98.9 99.30.92 94.5 97.6 98.2 97.1 98.3 98.70.93 92.4 96.2 97.2 95.7 97.3 97.90.94 88.8 94.6 95.9 94.3 96.1 97.00.95 84.5 92.2 94.2 92.0 94.3 95.60.96 80.4 88.8 91.5 88.9 91.8 93.60.97 72.1 83.2 88.1 83.9 88.1 90.40.98 61.8 73.5 82.2 76.1 82.3 85.70.99 44.0 57.0 69.3 62.8 70.8 76.7Ò à á ë è ö à 3. Êà÷åñòâî á-ñåòîê, ñãóùàþùèõñÿ ê ãðàíèöå êðóãà
hin = 0.1 hin = 0.1 hin = 0.05 hin = 0.05

Q hout = 0.1/4 hout = 0.1/16 hout = 0.05/4 hout = 0.05/16(2317) (9225) (9348) (37 478)0.90 57.4 38.7 73.2 59.50.91 53.5 35.4 68.9 54.50.92 49.2 31.8 64.2 49.30.93 44.6 28.4 58.5 43.80.94 39.9 25.1 52.1 38.30.95 34.5 21.1 45.2 32.20.96 28.4 17.3 38.1 26.10.97 22.0 13.3 30.5 19.90.98 15.7 9.3 21.4 13.50.99 8.2 4.9 11.6 7.0



96 À.Ñ. ËåáåäåâÒ à á ë è ö à 4. Êà÷åñòâî â-ñåòîê, ñãóùàþùèõñÿ ê ãðàíèöå êðóãà
hin = 0.1 hin = 0.1 hin = 0.05 hin = 0.05

Q hout = 0.1/4 hout = 0.1/16 hout = 0.05/4 hout = 0.05/16(2971) (25 189) (11 954) (93 904)0.90 96.9 98.8 99.0 99.50.91 95.5 98.2 98.2 99.10.92 94.1 97.3 97.2 98.50.93 92.0 96.3 96.0 97.70.94 89.8 95.0 94.5 96.60.95 86.6 93.3 92.4 95.20.96 82.2 90.8 89.3 93.10.97 75.2 86.8 84.7 89.80.98 65.1 80.5 77.6 84.70.99 46.5 66.6 63.0 74.5Â òàáë. 3, 4 ïðèâåäåíû äàííûå î êà÷åñòâå ñîîòâåòñòâåííî á-ñåòîê è â-ñåòîê, ñãóùàþ-ùèõñÿ ê âíåøíåé ãðàíèöå (ñì. ðèñ. 2). Â ýòèõ òàáëèöàõ îòñóòñòâóþò êîëîíêè ñ ðåçóëü-òàòàìè äëÿ ñåòîê áåç ñãóùåíèÿ, óæå èìåþùèåñÿ â òàáë. 1, 2. Ñíîâà âèäíî, ÷òî êà÷åñòâîâ-ñåòîê ñóùåñòâåííî âûøå è ýòè ñåòêè èìåþò áîëüøåå ÷èñëî ÿ÷ååê.Çàêëþ÷åíèåÏðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîñòðîåíèÿ ñåòîê, íà ýòàïå ñãëàæèâàíèÿ êîòîðûõ èñïîëüçî-âàëàñü ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå íåìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó óçëàìè,ïðîäåìîíñòðèðîâàëè ïðåèìóùåñòâà äàííîãî ìåòîäà, îñîáåííî äëÿ ñåòîê ñ ñèëüíî ìåíÿ-þùèìñÿ ïî îáëàñòè ðàçìåðîì ÿ÷ååê, íàä òðàäèöèîííûìè ïîäõîäàìè, èñïîëüçóþùèìèäëÿ ñãëàæèâàíèÿ ìîíîòîííûå �óíêöèè. Îïèñàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ñåòêè ñÿ÷åéêàìè áîëåå áëèçêîé ê ïðàâèëüíîé �îðìû, ÷òî íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå õîðîøîçàìåòíî ïðè âèçóàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ñåòîê, à òàêæå ïîäòâåðæäàåòñÿ êîëè÷åñòâåí-íî ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ êîý��èöèåíòà äå�îðìàöèè òðåóãîëüíîé ÿ÷åéêè, õàðàêòåðèçó-þùåãî ñòåïåíü åå îòêëîíåíèÿ îò ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòåòåõíîëîãèÿ ïîñòðîåíèÿ ñåòîê, íåìîíîòîííàÿ ïðîöåäóðà ñãëàæèâàíèÿ êîòîðûõ ðàáîòàåòñîãëàñîâàííî ñ ïðîöåäóðîé âñòàâêè/óäàëåíèÿ óçëîâ, îñîáåííî ïðåäïî÷òèòåëüíà â ñè-òóàöèÿõ, êîãäà ïî òåì èëè èíûì ïðè÷èíàì (íàïðèìåð, ñâîéñòâî ÷èñëåííîãî ìåòîäà,êîòîðûé èñïîëüçóåò ñåòêó) òðåáîâàíèå ìàëîãî îòêëîíåíèÿ �îðìû ÿ÷ååê îò ïðàâèëüíîéèìååò âàæíîå çíà÷åíèå.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Baker T.J., Pebay P.P. A 
omparison of triangle quality measures // Pro
. 10th Intern.Meshing Roundtable. Newport Bea
h, California, 2001. P. 327�340.[2℄ Êðóãëÿêîâà Ë.Â., Íåëåäîâà À.Â., Òèøêèí Â.Ô., Ôèëàòîâ À.Þ. Íåñòðóêòóðèðî-âàííûå àäàïòèâíûå ñåòêè äëÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè (îáçîð) // Ìàò. ìîäåëèðî-âàíèå. 1998. Ò. 10, � 3. Ñ. 93�116.[3℄ Field D.A. Lapla
ian smoothing and delaunay triangulation // Comm. Appl. Numeri
alMethods. 1988. Vol. 4. P. 709�712.
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. 9th Intern. Meshing Roundtable. New Orleans, Louisiana, 2000. P. 373�384.[5℄ Djidjev H.N. For
e-dire
ted methods for smoothing unstru
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. 9th Intern Meshing Roundtable. New Orleans, Louisiana, 2000. P. 395�406.[6℄ Borou
haki H., Lafon P., Laug P., George P.L. Minimal variational surfa
es andquality triangular meshes // Ibid. P. 217�225.[7℄ Ruppert J. A delaunay re�nement algorithm for quality 2-dimensional mesh generation //J. Algorithms. 1995. Vol. 18. P. 548�585.[8℄ Ëåáåäåâ À.Ñ., Ôåäîðóê Ì.Ï., Øòûðèíà Î.Â. Êîíå÷íî-îáúåìíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿóðàâíåíèé Ìàêñâåëëà íà íåñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêå //Æóðí. âû÷èñë. ìàòåìàòèêè è ìàò.�èçèêè. 2006. Ò. 46, � 7. Ñ. 1302�1317.[9℄ Bowyer A. Computing diri
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