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omÍàéäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè âåòðîâîãî äâèæåíèÿ âÿç-êîé îäíîðîäíîé æèäêîñòè â çàìêíóòîì âîäîåìå (ñëó÷àé äâèæåíèÿ â âåðòèêàëüíîéïëîñêîñòè). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äíî áàññåéíà ðîâíîå, êîý��èöèåíò âåðòèêàëüíî-ãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà ïîñòîÿíåí èëè èçìåíÿåòñÿ ïî ãëóáèíå ëèáî ïî ëèíåéíîìó,ëèáî ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñðàâíèâàåòñÿ ñ èçâåñòíûìðåøåíèåì äëÿ ìîäåëè ýêìàíîâñêîãî òèïà (áåç ó÷åòà ÷ëåíà ãîðèçîíòàëüíîé âÿçêî-ñòè), ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ýòîé áîëåå ïðîñòîé ìîäåëè.Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ òåñòèðîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõàëãîðèòìîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðàñ÷åòà âåòðîâîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: âÿçêàÿ æèäêîñòü, äâèæåíèå â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, àíà-ëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.ÂâåäåíèåÓðàâíåíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî òðåõìåðíîãî âåòðîâîãî äâèæåíèÿ âÿçêîé îäíîðîäíîé æèä-êîñòè [1, 2℄ 
 ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ó÷èòûâàþùèìè âëèÿíèå âåòðàè òâåðäûõ ñòåíîê, ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ äâèæåíèÿ â êîíêðåòíûõ âîäî-åìàõ. Îäíàêî àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ òàêèõ çàäà÷ â ëèòåðàòóðå íå âñòðå÷àåòñÿ íèäëÿ òðåõìåðíîãî, íè äëÿ äâóìåðíîãî òå÷åíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿìîäåëåé ýêìàíîâñêîãî òèïà (áåç ó÷åòà ãîðèçîíòàëüíîé âÿçêîñòè) â ñëó÷àå òðåõìåðíîãîèëè äâóìåðíîãî ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ èçâåñòíû äëÿ ïîñòîÿííîãî è ïåðåìåííîãî êîý�-�èöèåíòîâ âåðòèêàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà è øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ àíàëèçàðåøåíèÿ [2 � 7℄ è ðàñ÷åòà êîíêðåòíûõ çàäà÷. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [7℄ ïî àíàëèòè÷åñêî-ìó ðåøåíèþ äëÿ ýòîé ìîäåëè îöåíèâàåòñÿ ý��åêò âîçíèêíîâåíèÿ êîìïåíñàöèîííîãîïðîòèâîòå÷åíèÿ â âîäîõðàíèëèùàõ ðàâíèííîãî òèïà.Ñäåëàåì ðÿä óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèé, ïîçâîëÿþùèõ íàéòè àíàëèòè÷åñêîå ðå-øåíèå õîðîøî èçâåñòíîé 
èñòåìû óðàâíåíèé, âûïèñàííîé â [1, 2℄, äëÿ ãîðèçîíòàëüíîéñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè êàê ïðè ïîñòîÿííîì, òàê è ïðè ïåðåìåííîì êîý��èöèåíòàõâåðòèêàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà.Ïðåäïîëîæåíèå 1. Äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì è äâóìåðíûì â âåðòèêàëüíîéïëîñêîñòè, êîý��èöèåíò ãîðèçîíòàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà � âåëè÷èíà ïîñòîÿí-íàÿ.

∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé(ãðàíò � 07-01-00153).
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Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îäíîé ìîäåëè âåòðîâîãî äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè 47Ïðåäïîëîæåíèå 2. Â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ è â êèíåìàòè÷åñêîì êðàåâîì óñëîâèè íàñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü íåëèíåéíûìè ÷ëåíàìè.Ïðåäïîëîæåíèå 3. Îòêëîíåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè îò íåâîçìóùåííîãî ïîëîæå-íèÿ ìàë�o, è âëèÿíèå âåòðà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íà íåâîçìóùåííîé ïîâåðõíîñòè áàñ-ñåéíà [2℄.Ïðåäïîëîæåíèå 4. Äíî ðîâíîå; íà äíå çàäàíî óñëîâèå, ëèíåéíî ñâÿçûâàþùåå êàñà-òåëüíîå íàïðÿæåíèå è ãîðèçîíòàëüíóþ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ.Ïðåäïîëîæåíèå 5.Íà âåðòèêàëüíûõ ñòåíêàõ áàññåéíà ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ.Ïðåäïîëîæåíèå 6. Ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ñ óêàçàííûìè ãðà-íè÷íûìè óñëîâèÿìè.Òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ â îáëàñòè 0 < x < L,
−H < z < ζ(x):
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. (8)Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ìîäåëè ýêìàíîâñêîãî òèïà (êîãäà ÷ëåíîì ñ ãîðèçîíòàëüíîé âÿçêî-ñòüþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü) óðàâíåíèå äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè ìîæíîçàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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L äëÿ äàííîãî äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé z îñòàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè, èñ ó÷åòîì îöåíêè äëÿ βn âåëè÷èíû un óáûâàþò ñ âîçðàñòàíèåì n íå ìåäëåííåå, ÷åì 1/n2,÷òî ãàðàíòèðóåò àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà (10).Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî ñðàâíèòü èçâåñòíîå ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå ýêìàíîâñêîãîòèïà è ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå äëÿ ìîäåëè ñ ó÷åòîì ãîðèçîíòàëüíîé âÿçêîñòè.Îñîáåííîñòü òå÷åíèÿ ñ ó÷åòîì ãîðèçîíòàëüíîé âÿçêîñòè â òîì, ÷òî ðåøåíèå îáðà-ùàåòñÿ â íóëü íà êîíöàõ îòðåçêà x ∈ [0, L], â òî âðåìÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9)óäîâëåòâîðÿåò íà ãðàíèöàõ óñëîâèþ îáðàùåíèÿ â íóëü ïîëíîãî ïîòîêà. Íà ðèñ. 1 è 2ñïëîøíîé ëèíèåé èçîáðàæåíî ðåøåíèå (10), à ðîìáèêàìè � ðåøåíèå äëÿ ìîäåëè Ýê-ìàíà, êîòîðîå íå çàâèñèò îò òî÷êè x. �àññìàòðèâàëñÿ âîäîåì äëèíîé 1000 ì, ïðè ýòîì

�èñ. 1. �àñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé ïðè Kz = const, Kx = 20 ì2/c, L = 1000 ì
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�èñ. 2. �àñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé ïðè Kz = const, Kx = 200 ì2/c, L = 1000 ì
τ/ρ0 = 10−4 ì2/c2, êîý��èöèåíò ïðèäîííîãî òðåíèÿ kb = 2 ì/c, êîý��èöèåíò âåðòè-êàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà Kz = 0.02 ì2/c, ãëóáèíà H = 20 ì. �àñ÷åòû ïðîâîäè-ëèñü äëÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà (10), è áûëî íàéäåíî òî çíà÷åíèå n0, íà÷èíàÿñ êîòîðîãî ðåøåíèÿ óæå ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà (â äàííîì ñëó÷àå
n0 = 40).Âèäíî, ÷òî â îáëàñòè, äîñòàòî÷íî óäàëåííîé îò áåðåãîâ, ðåøåíèÿ áóäóò áëèçêè. Ïðèóâåëè÷åíèè êîý��èöèåíòà ãîðèçîíòàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà Kx ðàçëè÷èå ìåæäóðåøåíèåì (10) ìîäåëè ñ ó÷åòîì ãîðèçîíòàëüíîé âÿçêîñòè è ðåøåíèåì äëÿ ìîäåëè ýêìà-íîâñêîãî òèïà ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå ñóùåñòâåííûìè. Íàïðèìåð, íà ðàññòîÿíèè 20 ì îòáåðåãà ïðè Kx = 20 ì2/ñ ðåøåíèå (10) â 5 ðàç ìåíüøå, ÷åì ýêìàíîâñêîå ðåøåíèå, ïðè
Kx = 200 ì2/c ðåøåíèÿ ðàçëè÷àþòñÿ â 10 ðàç.2. Òî÷íîå ðåøåíèå ïðè ëèíåéíîì ðàñïðåäåëåíèè Kz ïî ãëóáèíåÈçâåñòíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè ïî ãëóáèíå ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âûáîðà Kz.Íàéäåì ðåøåíèå äëÿ ìîäåëè ñ ó÷åòîì ãîðèçîíòàëüíîé âÿçêîñòè ïðè Kz = az+b. Â ýòîìñëó÷àå óðàâíåíèå (8) ïðèìåò âèä

Kx

∂2u

∂x2
+

∂

∂z

(

(az + b)
∂u

∂z

)

=
β − kbu|z=−H

H
. (12)Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ðÿäà

u(x, z) =

∞
∑

n=1

Φn(z) sin
πn

L
x. (13)Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (12):

∂2Φn

∂z2
(az + b) + a

∂Φn

∂z
− Kx

(nπ

L

)2

Φ(z) =
βn − kbΦn|z=−H

H
.Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ:

ξ = az + b, Φn(z) = χn(ξ).
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ξa2

∂2χn

∂ξ2
+ a2

∂χn

∂ξ
− Kx

(πn

L

)2

χn =
βn − kbχn|ξ=−aH+b

H
. (14)Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè â (14) íà a2 è óìíîæèâ íà ξ, ïîëó÷èì

ξ2
∂2χn

∂ξ2
+ ξ

∂χn

∂ξ
− ξKx

(πn

La

)2

χn = ξ
βn − kbχn|ξ=−aH+b

Ha2
. (15)Ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîäíîðîäíîå ìîäè�èöèðîâàííîå óðàâíåíèå Áåñ-ñåëÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

ξ
∂χn

∂ξ
a

∣

∣

∣

∣

ξ=b

= βn, (16)
ξ

∂χn

∂ξ
a

∣

∣

∣

∣

ξ=b−aH

= kb χn|ξ=b−aH . (17)Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà ðåøåíèå èìååò ñëåäóþùèé âèä [8℄:
Φn(ξ) = AnI0

(

2
√

Kxξ
πn

La

)

+ BnK0

(

2
√

Kxξ
πn

La

)

+ Dn, (18)ãäå I0(ζ), K0(ζ) � îáîáùåííûå �óíêöèè Áåññåëÿ. Êîý��èöèåíòû An, Bn, Dn íàõîäÿòñÿèç óðàâíåíèÿ (15) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (16), (17) è çàâèñÿò îò n è �óíêöèé Áåññåëÿ
K1, K0, I1, I0. Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà ýòè �óíêöèè âåäóò ñåáÿ ïîäîáíî ýêñ-ïîíåíöèàëüíûì �óíêöèÿì ñîîòâåòñòâóþùåãî âåùåñòâåííîãî îòðèöàòåëüíîãî (K1 è K0)è âåùåñòâåííîãî ïîëîæèòåëüíîãî (I1 è I0) àðãóìåíòîâ [9℄ è äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòèðÿäà (13) âïîëíå àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñõîäèìîñòè ðÿäà (10).Íà ðèñ. 3 ñïëîøíîé ëèíèåé èçîáðàæåíî ðåøåíèå (18) ïðè Kz = az + b, ðîìáèêàìè �ðåøåíèå äëÿ ìîäåëè ýêìàíîâñêîãî òèïà. �åøåíèå íàéäåíî â âîäîåìå äëèíîé 1000 ì,ïðè ýòîì τ/ρ0 = 10−4 ì2/ñ2, êîý��èöèåíò ïðèäîííîãî òðåíèÿ kb = 2 ì/c, äëÿ êîý��è-öèåíòà âåðòèêàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà b = 0.02, a = 0.0009, ãëóáèíà H = 20 ì.�àññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà n0 = 40.

�èñ. 3. �àñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé ïðè a = 0.0009, Kx = 200 ì2/c, L = 1000 ì



52 Ë.À. Êîìïàíèåö, Ò.Â. ßêóáàéëèê, Î.Ñ. ÏèòàëüñêàÿÏðè ñðàâíåíèè âåòðîâîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè ñ ïîñòîÿííûì êîý��èöèåíòîì òóð-áóëåíòíîãî îáìåíà Kz = const (ñì. ðèñ. 2) è â ñëó÷àå åãî ëèíåéíîãî èçìåíåíèÿ ïîãëóáèíå Kz = az + b (ñì. ðèñ. 3), ïðè ïðî÷èõ îäèíàêîâûõ ïàðàìåòðàõ, ñêîðîñòè äâèæå-íèÿ æèäêîñòè íà ïîâåðõíîñòè è áëèæå êî äíó ðàçëè÷àþòñÿ ïî÷òè â 2 ðàçà. Äëÿ ìîäåëèñ ó÷åòîì ãîðèçîíòàëüíîé âÿçêîñòè ñêîðîñòü äâèæåíèÿ æèäêîñòè íà ïîâåðõíîñòè è áëè-æå êî äíó óâåëè÷èëàñü ïðèìåðíî â 1.5 ðàçà. Òàêæå èçìåíèëîñü ïîëîæåíèå òî÷êè, âêîòîðîé ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ íóëåâîé � îíà ñìåñòèëàñü âíèç êàê äëÿ ìîäåëèýêìàíîâñêîãî òèïà, òàê è äëÿ ìîäåëè ñ ó÷åòîì ãîðèçîíòàëüíîé âÿçêîñòè. Äîñòè÷ü òàêî-ãî ý��åêòà ïðè Kz = 
onst íåâîçìîæíî. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ìîäåëè ýêìàíîâñêîãîòèïà ïðè Kz = 
onst ýòà òî÷êà ïîñòîÿííà (íàïðèìåð, ïðè óñëîâèè ïðèëèïàíèÿ íà äíå,
H0 = −H/3).3. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïðè ýêñïîíåíöèàëüíîì èçìåíåíèè Kzïî ãëóáèíåÄëÿ ìîäåëè ñ ó÷åòîì ãîðèçîíòàëüíîé âÿçêîñòè ïðè Kz = deλz ïîëó÷èì óðàâíåíèå

Kx

∂2u

∂x2
+ dλeλz ∂u

∂z
+ λeλz ∂2u

∂z2
=

β − kbu|z=−H

H
. (19)Èùåì ðåøåíèå â âèäå (13), τ

ρ0

ïðåäñòàâëÿåì êàê ðàçëîæåíèå â ðÿä (11). Ïîäñòàâèìâûðàæåíèÿ (13), (11) â (19):
−Kx

(nπ

L

)2

Φn + dλeλz ∂Φn

∂z
+ λeλz ∂2Φn

∂z2
=

βn − kbΦn|z=−H

H
.Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé ξ = e−

λ
2
z, ïîñëå ÷åãî ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

−Kx

(nπ

L

)2

Φn − d
λ2

4

1

ξ

∂Φn

∂ξ
+ d

λ2

4

∂2Φn

∂ξ2
=

βn − kbΦn|
ξ=e

λ
2 H

H
(20)ñ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïðåîáðàçîâàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

−
dλ

2ξ

∂Φn

∂ξ

∣

∣

∣

∣

ξ=1

= βn, −
dλ

2ξ

∂Φn

∂ξ

∣

∣

∣

∣

ξ=e
λ
2 H

= kb Φn|
ξ=e

λ
2 H . (21)Óìíîæèì (20) íà ξ2 è ðàçäåëèì íà dλ2

4
:

−Kx

(nπ

L

)2 4

dλ2
ξ2Φn − ξ

∂Φn

∂ξ
+ ξ2

∂2Φn

∂ξ2
=

4

dλ2
ξ2

βn − kbΦn|
ξ=e

λ
2 H

H
. (22)Ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîäíîðîäíîå ìîäè�èöèðîâàííîå óðàâíåíèå Áåññåëÿ,ðåøåíèå êîòîðîãî âûïèñûâàåòñÿ â âèäå

Φn(ξ) = AnξI1

(

2nπ

Lλ

√

Kx

d
ξ

)

+ BnξK1

(

2nπ

Lλ

√

Kx

d
ξ

)

+ Dn. (23)
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�èñ. 4. �àñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé ïðè Kx = 200 ì2/ 
, d = 0.02, λ = 0.05, L = 1000 ì

�èñ. 5. �àñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé ïðè Kx = 200 ì2/ 
, d = 0.01, λ = 0.01, L = 1000 ì

�èñ. 6. Ñðàâíåíèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) è ëèíåéíîãî ðàñïðå-äåëåíèÿ (íåïðåðûâíàÿ ëèíèÿ) Kz ïî ãëóáèíå



54 Ë.À. Êîìïàíèåö, Ò.Â. ßêóáàéëèê, Î.Ñ. ÏèòàëüñêàÿÏîäñòàâëÿÿ äàííîå ðåøåíèå (23) â óðàâíåíèå (22) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (21), íàõîäèìêîý��èöèåíòû An, Bn è Dn. Cõîäèìîñòü ðÿäà (13) ñ Φn(ξ), íàéäåííûìè ïî �îðìóëàì(23), äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííûì ðàíåå ñëó÷àÿì.Íà ðèñ. 4 è 5 ñïëîøíîé ëèíèåé èçîáðàæåíî ðåøåíèå (23) ïðè Kz = deλz, ðîìáèêàìè �ðåøåíèå äëÿ ìîäåëè ýêìàíîâñêîãî òèïà. �àññìàòðèâàëñÿ âîäîåì äëèíîé 1000 ì, ïðèýòîì τ/ρ0 = 10−4 ì2/c2, êîý��èöèåíò ïðèäîííîãî òðåíèÿ kb = 2 ì/
, ãëóáèíà H = 20 ì.Ïðè ñðàâíåíèè ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ Kz(ñì. ðèñ. 4), ñ ðåøåíèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì ëèíåéíîìó ðàñïðåäåëåíèþ Kz (ñì. ðèñ. 3),âèäíî, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè èõ ìàêñèìàëüíûå ñêîðîñòè ñîâïàäàþò, à áëèæå êî äíó �ðàçëè÷àþòñÿ. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ïðè äàííûõ ïàðàìåòðàõ çíà÷åíèå êîý�-�èöèåíòà òóðáóëåíòíîãî îáìåíà Kz = deλz íà ïîâåðõíîñòè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñîçíà÷åíèåì ëèíåéíîãî êîý��èöèåíòà òóðáóëåíòíîãî îáìåíà Kz = az + b, à â íèæíåé÷àñòè îíè óæå ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû (ðèñ. 6).4. Îïðåäåëåíèå îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ìîäåëè Ýêìàíà â ñëó÷àåáåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ (Kz = 
onst)Ââåäåíèå áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ïîìîãàåò îöåíèòü êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêèïðèìåíèìîñòè ìîäåëåé ýêìàíîâñêîãî òèïà. Ïðîâåäåì îáåçðàçìåðèâàíèå óðàâíåíèé (8)è (9) ñëåäóþùèì îáðàçîì: x∗ = x/L, z∗ = z/H , w∗ = w/u0, u∗ = u/u0, ζ∗ = gζ/u2
0,

K∗

x = Kx/u0L, K∗

z = Kz/u0H , (τ/ρ0)
∗ = (τ/ρ0) /u2

0, k∗

b = kb/uo, ãäå u0 � õàðàêòåðíàÿñêîðîñòü çàäà÷è.Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèé ñ âÿçêîñòüþ çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
H

L
K∗

x

∂2u∗

∂x∗2
+ K∗

z

∂2u∗

∂z∗2
= β∗ − k∗

bu
∗|z∗=−1,

K∗

z

∂u∗

∂z∗

∣

∣

∣

∣

z∗=0

= β∗(x), β∗(x) = (τ/ρ0)
∗ ,

K∗

z

∂u∗

∂z∗

∣

∣

∣

∣

z∗=−1

= k∗

bu
∗|z∗=−1

,

u∗|x∗=0
= u∗|x∗=1

= 0,

w∗|z∗=0
= w∗|z∗=−1

= 0.Óðàâíåíèå ýêìàíîâñêîãî òèïà çàïèøåòñÿ â âèäå
∂

∂z∗

(

K∗

z

∂u∗

∂z∗

)

= β∗ − k∗

bu
∗|z∗=−1.Îäèí áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð H/L îïðåäåëÿåò îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ìîäåëè ýêìà-íîâñêîãî òèïà.Äàííàÿ çàäà÷à âîçíèêëà ïðè àíàëèçå âåòðîâîãî òå÷åíèÿ â îç. Øèðà, ïîòîìó â ýòîìðàçäåëå âûáîð îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ îáóñëîâëåí ãåîìåòðèåé îç. Øèðà è ìàñøòàáàìèïðîèñõîäÿùèõ â íåì ïðîöåññîâ.



Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îäíîé ìîäåëè âåòðîâîãî äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè 55

�èñ. 7. Îöåíêà îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ìîäåëèýêìàíîâñêîãî òèïà �èñ. 8. Ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ âáëèçè ãðàíèöûÏðè ýòîì áðàëîñü β = 0.0001 ì2/c2, ÷òî ïðèáëèçèòåëüíî ñîîòâåòñòâóåò ñêîðîñòèâåòðà 7 ì/
 è u0 = 0.02 ì/c. Êîý��èöèåíòû Kz = 0.02 ì2/c, kb = 2.0 ì/c è Kx = 10.0ì2/c âçÿòû èç ëèòåðàòóðû [10℄ (îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ýòè âåëè÷èíû â ðàçëè÷íûõ èñ-òî÷íèêàõ ðàçëè÷àþòñÿ íà ïîðÿäîê). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò áåçðàçìåðíûì êîý��èöèåíòàì
K∗

z = 0.05, k∗

b = 100.0, β∗ = 0.25. Íà ðèñ. 7 è 8 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîââ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ. Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè îò ãëóáèíûâ ñåðåäèíå áàññåéíà åäèíè÷íîé äëèíû. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ � ìîäåëü ñ âÿçêîñòüþ ïðè
H/L = 0.05 (K∗

x = 1.25); òî÷å÷íàÿ ëèíèÿ (êðåñòèêè) � ïðè H/L = 0.03 (K∗

x = 0.75);ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò H/L = 0.02 (K∗

x = 0.5) è ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ïî ìî-äåëè ýêìàíîâñêîãî òèïà. Óæå ïðè H/L < 0.05 ðàçëè÷èå ìåæäó ðåøåíèÿìè ìîäåëè ñâÿçêîñòüþ è ìîäåëè ýêìàíîâñêîãî òèïà ñîñòàâèò íå áîëåå 10%. Íà ðèñ. 8 èññëåäîâàíîïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ê ãðàíèöå îáëàñòè åäèíè÷íîé äëèíû. Çäåñü ðàñ-ñìîòðåí ñëó÷àé H/L = 0.004 (K∗

x = 0.1). Ñïëîøíîé ëèíèåé îáîçíà÷åíî ðåøåíèå ìîäåëèñ âÿçêîñòüþ â öåíòðå îáëàñòè, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ðàñ÷åòàìè ïî ìîäåëè ýêìàíîâñêîãîòèïà. Øòðèõîâîé ëèíèåé îáîçíà÷åíî ðåøåíèå ìîäåëè ñ âÿçêîñòüþ íà ðàññòîÿíèè 0.06îò ãðàíèöû, øòðèõïóíêòèðíîé ëèíèåé � íà ðàññòîÿíèè 0.02 îò ãðàíèöû. Âèäíî, ÷òî íàðàññòîÿíèÿõ, ìåíüøèõ 0.02 îò ãðàíèöû, ðàçëè÷èå ðåøåíèé ñîñòàâèò áîëåå 15%.Çàêëþ÷åíèåÏîëó÷åíî ðåøåíèå äâóìåðíîé ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè âåòðîâîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè ñó÷åòîì ãîðèçîíòàëüíîé âÿçêîñòè, ïîçâîëÿþùåå îöåíèòü îáëàñòü, â êîòîðîé äîñòîâåðíûðåçóëüòàòû äëÿ áîëåå ïðîñòîé ìîäåëè ýêìàíîâñêîãî òèïà.Èçìåíåíèå êîý��èöèåíòà òóðáóëåíòíîãî îáìåíà ïî ãëóáèíå ñîãëàñíî ëèíåéíîìó çà-êîíó Kz = az + b â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ (ñ óâåëè÷åíèåì ãëóáèíû) ïðèâîäèò ê âîç-ðàñòàíèþ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ æèäêîñòè íà ïîâåðõíîñòè è ê èçìåíåíèþ ïîëîæåíèÿëèíèè, íà êîòîðîé ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ íóëåâîé, ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì
Kz = 
onst = b. Òàêèå æå âûâîäû ìîæíî ñäåëàòü äëÿ ñëó÷àÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñ-ïðåäåëåíèÿ Kz = deλz ïî ãëóáèíå.
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