
Âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè Òîì 14, � 4, 2009
Èñïîëüçîâàíèå ïîëèíåéíîãî ðåêóððåíòíîãî ìåòîäàñ ïåðåìåííûì ïàðàìåòðîì êîìïåíñàöèèäëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèéË.Í. ÔîìèíàÊåìåðîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, �îññèÿe-mail:lubafomina�mail.ruÏðèâîäèòñÿ àëãîðèòì èòåðàöèîííîãî ïîëèíåéíîãî ðåêóððåíòíîãî ìåòîäà ðå-øåíèÿ ïÿòèäèàãîíàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ),âîçíèêàþùåé ïðè ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè äâóìåðíûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè âÿç-êîé æèäêîñòè è òåïëîìàññîïåðåíîñà. Òåñòîâàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìîäè�èöèðîâàí-íûì ïîëèíåéíûì è ïîëèíåéíûì ðåêóððåíòíûì ìåòîäàìè êàê ñ ïîñòîÿííûì, òàê è
 ïåðåìåííûì ïàðàìåòðàìè êîìïåíñàöèè. Àíàëèçèðóåòñÿ ý��åêòèâíîñòü èñïîëü-çîâàíèÿ ïåðåìåííîãî ïàðàìåòðà êîìïåíñàöèè â ñðàâíåíèè ñ ïîñòîÿííûì.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, èòåðàöèîííûéìåòîä ðåøåíèÿ, ïåðåìåííûé ïàðàìåòð êîìïåíñàöèè.ÂâåäåíèåÑîâðåìåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ èññëåäîâàíèåì ÿâëåíèé ãèä-ðîäèíàìèêè è òåïëîìàññîïåðåíîñà, ñâîäÿòñÿ, êàê ïðàâèëî, ê ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèèìíîãîìåðíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ïðèâîäèò ê ïîñòðî-åíèþ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ìàòðèöû êîòîðûõ èìåþò áîëüøóþðàçìåðíîñòü è ðàçðåæåííî-óïîðÿäî÷åííóþ ñòðóêòóðó [1, 2℄. Äëÿ îäíîìåðíûõ ïî ïðî-ñòðàíñòâó çàäà÷ ìàòðèöû ÑËÀÓ èìåþò òðåõäèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó, ðåøåíèå òàêèõçàäà÷ ëåãêî íàõîäèòñÿ ïðÿìûì ýêîíîìè÷íûì ìåòîäîì ñêàëÿðíîé ïðîãîíêè, â òî âðå-ìÿ êàê äëÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ ÷èñëî äèàãîíàëåé âîçðàñòàåò, êàê ïðàâèëî, äî ïÿòè, ÷òîñóùåñòâåííî îñëîæíÿåò ïðîöåäóðó ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòè îñëîæíå-íèÿ ñâÿçàíû ñ íåîáõîäèìîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ èòåðàöèîííûõ ïîäõîäîâ ïðè ïîñòðîåíèèìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ ÑËÀÓ [1�4℄.Ïîâûøåíèå ý��åêòèâíîñòè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ, ñîãëàñíî èäåå,âûñêàçàííîé åùå â ìîíîãðà�èè [3℄, îïðåäåëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè îòãðàíèö ðàñ÷åòíîé îáëàñòè êî âñåì åå âíóòðåííèì óçëàì. Â ñâîþ î÷åðåäü ñêîðîñòü ïåðå-äà÷è èí�îðìàöèè è, êàê ñëåäñòâèå, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè íàïðÿìóþ çàâèñÿò îò ñòåïåíèíåÿâíîñòè àëãîðèòìà ìåòîäà [1�5℄. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïîòî÷å÷íûå ìåòîäû, òàêèå êàê,íàïðèìåð, ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè, õîòÿ è ïîçâîëÿþò äîñòàòî÷íîíàäåæíî ñòðîèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ÑËÀÓ, íî äåëàþò ýòî ìåäëåííî, ïîñêîëüêó çàîäíó èòåðàöèþ èí�îðìàöèÿ ïåðåäàåòñÿ âñåãî íà îäèí óçåë ñåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà.Â ïîëèíåéíûõ ìåòîäàõ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè óäàåòñÿ ïîâûñèòü ïóòåì êîìáèíàöèèíåÿâíûõ ïðîãîíîê âäîëü ñåòî÷íûõ ëèíèé âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ è ïîòî÷å÷íîãî � ïî© ÈÂÒ ÑÎ �ÀÍ, 2009. 108



Èñïîëüçîâàíèå ïîëèíåéíîãî ðåêóððåíòíîãî ìåòîäà. . . 109îñòàëüíûì íàïðàâëåíèÿì [3℄. Îäíàêî èç-çà òîãî, ÷òî ëèøü ïî îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîéêîîðäèíàòå èí�îðìàöèÿ ïåðåäàåòñÿ çà îäíó èòåðàöèþ, à ïî îñòàëüíûì ïîïåðå÷íûì íà-ïðàâëåíèÿì äåéñòâóåò âñå òîò æå ìåõàíèçì ïîòî÷å÷íîé ïåðåäà÷è, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòèýòèõ ìåòîäîâ ïðîäîëæàåò îñòàâàòüñÿ îòíîñèòåëüíî íåâûñîêîé.Äðóãîé ïîäõîä, òàêæå ïîçâîëÿþùèé çàìåòíî ïîâûñèòü ý��åêòèâíîñòü èòåðàöèîí-íûõ ìåòîäîâ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàê íàçûâàåìûé ïðèíöèï êîìïåíñàöèè Áóëååâà [2℄.Ñîãëàñíî ýòîìó ïðèíöèïó êîìïîíåíòû âåêòîðà ðåøåíèÿ, âõîäÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòüèòåðàöèîííîé çàïèñè óðàâíåíèé è, ñëåäîâàòåëüíî, áåðóùèåñÿ ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè,ïðèáëèæåííî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû, îïðåäåëÿåìûå íà òåêóùåé èòåðàöèè. Òåìñàìûì óâåëè÷èâàåòñÿ ñòåïåíü íåÿâíîñòè ðàçðåøàþùåãî îïåðàòîðà è ñîîòâåòñòâåííî ïî-âûøàåòñÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèé.Â ðàáîòå [5℄ ïðåäëîæåíà ìîäè�èêàöèÿ ïîëèíåéíîãî ìåòîäà, ñóòü êîòîðîé çàêëþ-÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ âäîëü âûáðàííîé ñåòî÷íîé ëèíèè ñ ïîïå-ðå÷íîãî íàïðàâëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ íå ñàìè çíà÷åíèÿ èñêîìîé �óíêöèè ñ ïðåäûäóùåéèòåðàöèè, à êîý��èöèåíòû äâóõòî÷å÷íîé ñâÿçè, õàðàêòåðèçóþùèå âçàèìîîòíîøåíèÿçíà÷åíèé �óíêöèè. Ïîýòîìó, õîòÿ è ïðèáëèæåííî, èí�îðìàöèÿ î ðåøåíèè ñî âñåãî ïî-ïåðå÷íîãî íàïðàâëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ âäîëü âñåãî ïðîäîëüíîãîíàïðàâëåíèÿ â ïðåäåëàõ îäíîé èòåðàöèè. Òàêîé ïîäõîä â ñî÷åòàíèè ñ èñïîëüçîâàíèåìïðèíöèïà êîìïåíñàöèè ïîçâîëÿåò íà ïîðÿäîê ñîêðàòèòü íåîáõîäèìîå ÷èñëî èòåðàöèéïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì âàðèàíòîì ïîëèíåéíîãî ìåòîäà.Â ðàáîòå [6℄ òàêæå ðåøåíà ïðîáëåìà îäíîìîìåíòíîé ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè îò âñåõãðàíèö êî âñåì âíóòðåííèì óçëàì îáëàñòè çà îäíó èòåðàöèþ ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ïðàêòè-÷åñêè ïîëíîñòüþ íåÿâíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ÑËÀÓ. Íåñìîòðÿ íà ñâîþ îòíîñèòåëüíóþñëîæíîñòü, ïðè ðåøåíèè òåñòîâîé çàäà÷è ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïîçâîëÿåò íà ðàçëè÷íûõñåòêàõ ïîíèæàòü íà÷àëüíóþ íîðìó íåâÿçêè íà òðè-÷åòûðå ïîðÿäêà çà îäíó-äâå èòåðà-öèè.Â ðàáîòå [7℄ â öåëÿõ ïîâûøåíèÿ ý��åêòèâíîñòè ìîäè�èöèðîâàííîãî ïîëèíåéíîãîìåòîäà [5℄ èñïîëüçóåòñÿ òåõíîëîãèÿ ïîäáîðà êîìïåíñàöèîííîãî çíà÷åíèÿ èòåðàöèîííîãîïàðàìåòðà èíäèâèäóàëüíî äëÿ êàæäîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ íà êàæäîì èòåðàöèîí-íîì øàãå. Ñóòü èäåè çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè âëèÿíèÿ î÷åðåäíîãî ïðèáëèæåíèÿðåøåíèÿ ñ ïðåäûäóùåãî èòåðàöèîííîãî øàãà íà ïîñòðîåíèå ñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿðåøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî â ïðàâîé ÷àñòè êàæäîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ âûäåëÿåòñÿ ñóììàñëàãàåìûõ, êîòîðàÿ âîçíèêàåò âñëåäñòâèå èòåðàöèîííîãî õàðàêòåðà çàïèñè óðàâíåíèÿ èñîîòâåòñòâåííî ñâÿçàíà ñ ïðèáëèæåíèåì ðåøåíèÿ íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Ýòà ñóììàïðèðàâíèâàåòñÿ ê íóëþ, à èç ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðàêîìïåíñàöèè. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ òåñòîâîé çàäà÷è ïîêàçûâàþò, ÷òî â çàâèñèìîñòè îòñåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ÷èñëî èòåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ óìåíüøåíèÿ íà÷àëüíîé íîðìûíåâÿçêè íà ÷åòûðå ïîðÿäêà, ñíèæàåòñÿ â 3�10 ðàç ïî îòíîøåíèþ ê ñîîòâåòñòâóþùèìðàñ÷åòàì ñ ïîñòîÿííûì ïàðàìåòðîì.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïî àíàëîãèè ñ [7℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ òåõíîëîãèÿ èñïîëüçîâàíèÿïåðåìåííîãî ïàðàìåòðà êîìïåíñàöèè ïðèìåíèòåëüíî ê ìåòîäó [6℄ è àíàëèçèðóþòñÿ ðå-çóëüòàòû åå ïðèìåíåíèÿ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìàòðèâàåòñÿ åäèíè÷íàÿ îáëàñòü Ω = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}, âíóòðèêîòîðîé ñòàöèîíàðíîå ïîâåäåíèå èñêîìîé �óíêöèè Φ îïèñûâàåòñÿ îáîáùåííûì äè�-
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�èñ. 1. Òðè òèïà øàáëîíîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ è ãðà-íè÷íûõ óñëîâèé�åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:
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� èçâåñòíûå âåëè÷èíû, à n � íîðìàëü ê ãðàíèöå.�àçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ (1) ïðîèçâîäèòñÿ, â îáùåì ñëó÷àå, ïî ïÿòèòî÷å÷íîìóøàáëîíó (ðèñ. 1) ìåòîäîì êîíòðîëüíîãî îáúåìà [3℄ è èìååò ñëåäóþùèé âèä:

aPij
Φij = aEij

Φi+1j + aWij
Φi−1j + aNij

Φij+1 + aSij
Φij−1 + bij . (3)Çäåñü 1 < i < n, 1 < j < m, ãäå n, m � êîëè÷åñòâî óçëîâ ñåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ Ω ïîêîîðäèíàòàì x, y ñîîòâåòñòâåííî. �àçíîñòíîå óðàâíåíèå íà ãðàíèöå îáëàñòè ïîëó÷àåòñÿïóòåì àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (1) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïîòîê Ô ïî íîðìàëè ê ãðàíèöåâûðàæàåòñÿ ÷åðåç (2).Â îáùåì ñëó÷àå ýòî áóäåò óðàâíåíèå, ðàñïèñàííîå ïî ÷åòûðåõòî÷å÷íîìó øàáëîíó(ðèñ. 1). Íàïðèìåð, íà ãðàíè÷íîé ëèíèè x = 0 èëè (i = 1) îíî èìååò âèä

aP1j
Φ1j = aE1j

Φ2j + aN1j
Φ1j+1 + aS1j

Φ1j−1 + b1j . (4)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå â óãëîâûõ óçëàõ îáëàñòè Ω ðàñïèñûâà-åòñÿ, â îáùåì ñëó÷àå, ïî òðåõòî÷å÷íîìó øàáëîíó (ðèñ. 1). Íàïðèìåð, â óãëó (0,0) èëè(i = 1, j = 1) ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå èìååò âèä
aP11

Φ11 = aE11
Φ21 + aN11

Φ12 + b11.Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ðàçðåæåííîéïÿòèäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé.



Èñïîëüçîâàíèå ïîëèíåéíîãî ðåêóððåíòíîãî ìåòîäà. . . 1112. Îáùàÿ èäåÿ ìåòîäà ðåøåíèÿ�àññìàòðèâàåìûé ìåòîä ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñâîäèòñÿ ê ðåàëèçàöèè ñëåäóþùèõ ïÿòè øàãîâ.1. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ èçíà÷àëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîöåäóðàóñòîé÷èâûõ ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèé ñèñòåìû, ðàñïèñàííûõ ïî øàáëîíàì ñ öåíòðàëü-íûìè óçëàìè íà ëèíèÿõ i = 1 è i = 2 (ïðè ýòîì 1 ≤ j ≤ m), òàêàÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó-÷èòü óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå øàáëîíàì ñ öåíòðàëüíûìè óçëàìè íà ëèíèè i = 2.Ïðè÷åì ñòðóêòóðà ýòèõ íîâûõ øàáëîíîâ èäåíòè÷íà ñòðóêòóðå ãðàíè÷íûõ øàáëîíîâèñõîäíûõ óðàâíåíèé íà ëèíèè i = 1 (ðèñ. 2). Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàííàÿ ñèñòåìàìîæåò áûòü ðàçäåëåíà íà äâå ïîäñèñòåìû: ïåðâàÿ ïîäñèñòåìà � ýòî óðàâíåíèÿ íà ëèíèè
i = 1, 1≤ j ≤ m, à âòîðàÿ ïîäñèñòåìà ñîñòîèò èç óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ øàáëî-íàì ñ öåíòðàëüíûìè óçëàìè (i, j): 2 ≤ i ≤ n, 1≤ j ≤ m, � è ýòà âòîðàÿ ïîäñèñòåìàáóäåò çàìêíóòîé, ïîñêîëüêó â íåé ïðèñóòñòâóþò âíîâü âûâåäåííûå �ãðàíè÷íûå� òðåõ-è ÷åòûðåõòî÷å÷íûå óðàâíåíèÿ íà ëèíèè i = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ìîæåò áûòü ðåøåíàíåçàâèñèìî îò óðàâíåíèé íà ãðàíè÷íîé ëèíèè i = 1.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ï.1 àëãîðèòìà âäîëü îñè x (óâåëè÷åíèå èíäåêñà i,ïðÿìîé õîä) ïóòåì êîìáèíàöèè �ãðàíè÷íûõ� óðàâíåíèé íà ëèíèè i ñ �ïðèãðàíè÷íû-ìè� íà ëèíèè i+1 ïîçâîëÿåò ïîñòåïåííî óìåíüøàòü ÷èñëî óðàâíåíèé â ïîñëåäóþùèõçàìêíóòûõ ïîäñèñòåìàõ, ñîñòîÿùèõ èç óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíèÿì i . . . n.3. Â èòîãå ïðè i = n − 1 â ïîäñèñòåìå îñòàíåòñÿ 2m óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõøàáëîíàì, ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñ. 3. Ïîñëåäíåå ïðèìåíåíèå ïðåäïîëàãàåìîé ïðîöåäó-ðû ïðåîáðàçîâàíèé ê óðàâíåíèÿì ñ øàáëîíàìè íà ëèíèÿõ n−1 è n ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòüçàìêíóòóþ ñèñòåìó òðåõòî÷å÷íûõ ïî j óðàâíåíèé âäîëü ëèíèè i = n. Òðåõòî÷å÷íàÿñòðóêòóðà ýòîé ñèñòåìû îáóñëîâëåíà åñòåñòâåííûì óñå÷åíèåì èñõîäíûõ ðàçíîñòíûõóðàâíåíèé íà ãðàíèöå îáëàñòè x = 1 (i = n). Òàêàÿ ïîäñèñòåìà ìîæåò áûòü ðåøåíàòðåõòî÷å÷íîé ñêàëÿðíîé ïðîãîíêîé íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ óðàâíåíèé ïðåîáðàçîâàí-íîé ÑËÀÓ.

�èñ. 2. Ñõåìà ïîëèíåéíîãî ðåêóððåíòíîãî ïðå-îáðàçîâàíèÿ íà ðàçíîñòíûå øàáëîíû, ïîäîá-íûå ãðàíè÷íûì �èñ. 3. Ñõåìà çàìûêàíèÿ ïîëèíåéíîãî ðåêóð-ðåíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ïðàâîé ãðàíèöåðàñ÷åòíîé îáëàñòè



112 Ë.Í. Ôîìèíà4. Íàéäåííûå êîìïîíåíòû ïîäâåêòîðà ðåøåíèÿ {Φnj}, j = 1, m ïîäñòàâëÿþòñÿ âóðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå, â îáùåì ñëó÷àå, ÷åòûðåõòî÷å÷íûì øàáëîíàì íà ëèíèè
i = n−1 ïðåîáðàçîâàííîé ÑËÀÓ, ÷òî çàíîâî ïðèâîäèò ê çàìêíóòîé ñèñòåìå òðåõòî÷å÷-íûõ ïî j óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ñíîâà ðåøàåòñÿ ïðîãîíêîé.5. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ï. 4 àëãîðèòìà âäîëü îñè x (óìåíüøåíèå èíäåêñà i,îáðàòíûé õîä) ïîçâîëÿåò, â èòîãå, îïðåäåëèòü âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà ðåøåíèÿ {Φij}.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èçëîæåííàÿ ïÿòèøàãîâàÿ èäåÿ ìåòîäà êðàòêî ìîæåò áûòüñ�îðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå óñòîé÷èâîãî ïðå-îáðàçîâàíèÿ èñõîäíîé ÑËÀÓ, â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ êîòîðîãî ñòðóêòóðà ìàòðèöûñèñòåìû ïðèìåò âåðõíèé áëî÷íîòðåóãîëüíûé âèä. �àçìåðíîñòü áëîêîâ â äàííîì ñëó÷àåáóäåò ðàâíà m. Ïðè ýòîì äèàãîíàëüíûå áëîêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîäìàòðèöû ñ íåíó-ëåâûìè ýëåìåíòàìè íà ãëàâíîé è ïðèëåãàþùèõ ê íåé äèàãîíàëÿõ. Áëîêè, ïðèëåãàþùèåñâåðõó ê äèàãîíàëüíûì áëîêàì, � ýòî äèàãîíàëüíûå ïîäìàòðèöû ñ íåíóëåâûìè ýëåìåí-òàìè íà ãëàâíûõ äèàãîíàëÿõ. Âñå îñòàëüíûå áëîêè ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàííîé ÑËÀÓ �íóëåâûå.3. Ïðîöåäóðà ïðåîáðàçîâàíèÿÄëÿ âûâîäà ïðåäïîëàãàåìîãî â ï. 1 ðàçä. 2 ïðåîáðàçîâàíèÿ ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàþòñÿïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ èñõîäíîé ÑËÀÓ:

aP11
Φ11 = aE11

Φ21 + aN11
Φ12 + b11; (5)

aP12
Φ12 = aE12

Φ22 + aN12
Φ13 + aS12

Φ11 + b12; (6)
aP13

Φ13 = aE13
Φ23 + aN13

Φ14 + aS13
Φ12 + b13. (7)Êîìáèíàöèÿ âûðàæåíèé (5) è (6) ñ öåëüþ èñêëþ÷åíèÿ Φ11 ïîçâîëÿåò çàïèñàòü óðàâ-íåíèå

αP12
Φ12 = aN12

Φ13 + aE12
Φ22 + αSE12

Φ21 + β12, (8)ãäå αP12
= aP12

− aN11
aS12

/aP11
, αSE12

= aE11
aS12

/aP11
, β12 = (aS12

/aP11
)b11 + b12.Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå óñòîé÷èâî, ïîñêîëüêó äåëåíèå ïðîèçâîäèòñÿ íà ýëåìåíò ãëàâ-íîé äèàãîíàëè ìàòðèöû ÑËÀÓ, êîòîðûé âñåãäà: 1) îòëè÷åí îò íóëÿ; 2) ïî ìîäóëþ áîëü-øå ñóììû ìîäóëåé îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñòðîêè ìàòðèöû èëè ðàâåí ýòîé ñóììå [1�3℄.Êîìáèíàöèÿ âûðàæåíèé (7) è (8) ñ öåëüþ èñêëþ÷åíèÿ Φ12 ïîçâîëÿåò çàïèñàòü óðàâíå-íèå

αP13
Φ13 = aN13

Φ14 + aE13
Φ23 + α̃SE13

Φ22 + αSSE13
Φ21 + β̃13, (9)ãäå αP13

= aP13
− aN12

aS13
/αP12

, α̃SE13
= aE12

aS13
/αP12

, αSSE13
= αSE12

aS13
/αP12

,
β̃13 = (aS13

/αP12
)β12 + b13.Ïîñêîëüêó çàòðóäíèòåëüíî ïðåäëîæèòü ïðÿìîå óñòîé÷èâîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîçâî-ëÿþùåå èñêëþ÷èòü èç (9) ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå Φ21, íå ïðèâëåêàÿ íîâûõ íåèçâåñò-íûõ, ñëåäóåò ïðèìåíèòü êîìïåíñàöèîííûé ïîäõîä. Ïóñòü ∆Φk+1

ij = Φk+1
ij − Φk

ij � ïî-ïðàâêà êîìïîíåíòû âåêòîðà ðåøåíèÿ â óçëå (i, j) ìåæäó k è k+1 èòåðàöèÿìè. Ëè-íåéíàÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ ∆Φk+1
21 ÷åðåç ∆Φk+1

22 è ∆Φk+1
23 äëÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè èìååò âèä

∆Φk+1
21 = θ

(

2∆Φk+1
22 − ∆Φk+1

23

) èëè
Φk+1

21 = Φk
21 + θ

[

2 Φk+1

22 + Φk+1

23 − 2 Φk
22 − Φk

23

]

. (10)



Èñïîëüçîâàíèå ïîëèíåéíîãî ðåêóððåíòíîãî ìåòîäà. . . 113Çäåñü θ � ïàðàìåòð êîìïåíñàöèè. Â ñèëó òîãî, ÷òî êîìïåíñàöèÿ íå ìîæåò áûòü áîëåå÷åì ïîëíîé [2℄, ïàðàìåòð θ èìååò åñòåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå: 0 ≤ θ ≤ 1.Ïîäñòàíîâêà (10) â (9) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü óðàâíåíèå
αP13

Φk+1

13 = aN13
Φk+1

14 + αE13
Φk+1

23 + αSE13
Φk+1

22 + β13, (11)ãäå
αP13

= aP13
− αN12

aS13
/αP12

, αE13
= aE13

− θ αSE12
aS13

/αP12
,

αSE13
= (aE12

+ 2θ αSE12
)(aS13

/αP12
),

β13 = b13 +
[

β12 + αSE12
(Φk

21 − 2θ Φk
22 + θ Φk

23)
]

(aS13
/αP12

).Êàê è ïðè âûâîäå (8), äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì. Âìå-ñòî ëèíåéíîé �îðìóëû äëÿ ïîïðàâêè ðåøåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êâàäðàòè÷íîé,êîòîðàÿ, â îáùåì ñëó÷àå, áóäåò òî÷íåå è ñîîòâåòñòâåííî ìîæåò ïîâûñèòü ñêîðîñòü ñõî-äèìîñòè:
∆Φk+1

21 = θ
[

3
(

∆Φk+1

22 − ∆Φk+1

23

)

+ ∆Φk+1

24

]èëè
Φk+1

21 = Φk
21 + θ

[

3
(

Φk+1

22 − Φk+1

23

)

+ Φk+1

24 − 3
(

Φk
22 − Φk

23

)

− Φk
24

]

. (12)Ïîäñòàíîâêà (12) â (9) ïîçâîëÿåò âìåñòî (11) çàïèñàòü óðàâíåíèå
αP13

Φk+1

13 = aN13
Φk+1

14 + αNE13
Φk+1

24 + αE13
Φk+1

23 + αSE13
Φk+1

22 + β13, (13)ãäå
αP13

= aP13
− aN12

aS13
/αP12

, αNE13
= θαSE12

aS13
/αP12

,

αE13
= aE13

− 3θαSE12
aS13

/αP12
, αSE13

= (aE12
+ 3θαSE12

)(aS13
/αP12

),

β13 = b13 +
[

β12 + αSE12

(

Φk
21 + 3θ Φk

23 − 3θ Φk
22 − θ Φk

24

)]

(aS13
/αP12

).Äëÿ îïðåäåëåííîñòè äàëüíåéøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ äëÿ âàðèàíòà ìåòîäà ñëèíåéíîé ýêñòðàïîëÿöèåé ïîïðàâêè ðåøåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ âàðèàíòà ñ êâàäðàòè÷íîéýêñòðàïîëÿöèåé õîòÿ è íåñêîëüêî áîëåå ãðîìîçäêèå, íî ïðèíöèïèàëüíîãî îòëè÷èÿ îòëèíåéíîãî ñëó÷àÿ íå èìåþò.Êîìáèíàöèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ öåíòðàëüíîé òî÷êîé â óçëå (1, 4)
aP14

Φk+1

14 = aE14
Φk+1

24 + aN14
Φk+1

15 + aS14
Φk+1

13 + b14ñ óðàâíåíèåì (11) ñ öåëüþ èñêëþ÷åíèÿ Φk+1
14 è ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì �îðìóëûëèíåéíîé ýêñòðàïîëÿöèè (10) âíîâü ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ òèïà (11). Â îáùåì ñëó÷àåäëÿ ïðîèçâîëüíîãî j áóäåò èìåòü ìåñòî óðàâíåíèå

αP1j
Φk+1

1j = aN1j
Φk+1

1j+1 + αE1j
Φk+1

2j + αSE1j
Φk+1

2j−1 + β1j, (14)ãäå êîý��èöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî (11).Ïîâòîðåíèå ïîäîáíîé öåïî÷êè ïðåîáðàçîâàíèé, íî óæå íå ïî âîçðàñòàíèþ èíäåêñà jîò íèæíåé ãðàíèöû j = 1, à ïî åãî óáûâàíèþ îò âåðõíåé ãðàíèöû j = m ïîçâîëÿåòâûïèñàòü ïîäîáíîå (14) óðàâíåíèå âèäà
γP1j

Φk+1

1j = aS1j
Φk+1

1j−1 + γE1j
Φk+1

2j + γNE1j
Φk+1

1j+1 + δ1j . (15)
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�èñ. 4. Ñõåìû êîìáèíàöèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè â öåëÿõ ïîëó÷åíèÿ óðàâ-íåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî �çåðêàëüíîìó� øàáëîíó: à � ëèíåéíàÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ, á � êâàäðà-òè÷íàÿ ýêñòðàïîëÿöèÿÂ èòîãå, äëÿ îäíîãî è òîãî æå öåíòðàëüíîãî óçëà (1, j) èìåþò ìåñòî òðè óðàâíåíèÿ:(4), (14), (15). Ïðè÷åì â ýòèõ óðàâíåíèÿõ çàëîæåíà èí�îðìàöèÿ, êîòîðàÿ, âî-ïåðâûõ,ñîäåðæèòñÿ â óðàâíåíèÿõ ñ öåíòðàëüíûìè óçëàìè òîëüêî íà ëèíèè i = 1, âî-âòîðûõ,ïåðåäàíà ñ ãðàíèö y = 0 (óðàâíåíèå (14)) è y = 1 (óðàâíåíèå (15)).Âû÷èòàíèå èç (4) óðàâíåíèé (14) è (15) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ âèäà
pP1j

Φk+1

1j = pE1j
Φk+1

2j + pSE1j
Φk+1

1j−1 + pNE1j
Φk+1

1j+1 + q1j , (16)ðàçíîñòíûé øàáëîí êîòîðîãî �çåðêàëåí� øàáëîíó (4) çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî åãîöåíòðàëüíûé óçåë (1, j), â îòëè÷èå îò (4), ðàñïîëîæåí �íà êðàþ� øàáëîíà. Íà ðèñ. 4ïðåäñòàâëåíû øàáëîíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ âàðèàíòîâ êàê ñ ëèíåé-íîé ýêñòðàïîëÿöèåé ïîïðàâêè ðåøåíèÿ (ðèñ. 4, à), òàê è ñ êâàäðàòè÷íîé (ðèñ. 4, á).Êîìáèíàöèÿ (16) ñ óðàâíåíèåì (3), çàïèñàííûì äëÿ i = 2, ñ öåëüþ èñêëþ÷åíèÿ Φk+1
1jïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ âèäà

āP2j
Φk+1

2j = āN2j
Φk+1

2j+1 + āE2j
Φk+1

3j + āS2j
Φk+1

2j−1 + b̄2j , (17)ñòðóêòóðà êîòîðîãî èäåíòè÷íà ñòðóêòóðå óðàâíåíèÿ (4), ÷òî è òðåáîâàëîñü âûïîëíèòüñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ ï. 1 ðàçä. 2 àëãîðèòìà ïðåîáðàçîâàíèé.Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî îáùàÿ èäåÿ ìåòîäà ðåøåíèÿ èçëîæåíà äëÿ ñëó÷àÿ, êî-ãäà ãëîáàëüíîå óìåíüøåíèå ÷èñëà óðàâíåíèé ïîäñèñòåìû (ïðÿìîé õîä) è âû÷èñëåíèÿïîäâåêòîðîâ ðåøåíèÿ (îáðàòíûé õîä) ïðîèçâîäÿòñÿ âäîëü îñè x, à ëîêàëüíûå ïðåîáðàçî-âàíèÿ óðàâíåíèé � âäîëü îñè y. Ïîñêîëüêó àëãîðèòì ìîæíî ñèììåòðè÷íî ðàçâåðíóòü,ñäåëàâ êîîðäèíàòó y ãëîáàëüíîé, à x � ëîêàëüíîé, ïîä îäíîé èòåðàöèåé â äàëüíåéøåìáóäåò ïîíèìàòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâóõ ãëîáàëüíûõ ïðîõîäîâ ïî îáåèì êîîðäèíà-òàì. Ïðè÷åì ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîå ïðè ïðîõîæäåíèè âäîëü ïåðâîé êîîð-äèíàòû, èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå èçâåñòíîãî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîïðàâêè ðåøåíèÿ ïðèïðîõîæäåíèè âäîëü âòîðîé êîîðäèíàòû.Ïîäðîáíûå ðàñ÷åòíûå �îðìóëû âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà è îáîñíîâàíèå êîððåêò-íîñòè ìåòîäà èçëîæåíû â [6℄.



Èñïîëüçîâàíèå ïîëèíåéíîãî ðåêóððåíòíîãî ìåòîäà. . . 1154. Îöåíêà ý��åêòèâíîñòè ìåòîäàÝ��åêòèâíîñòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà îöåíèâàåòñÿ ïóòåì ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðåøå-íèÿ çàäà÷è Äèðèõëå ðàçíûìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Çàäà÷à �îðìóëèðóåòñÿ â åäèíè÷-íîé îáëàñòè Ω óðàâíåíèåì (1) ïðè óñëîâèè
νx = 1 + 2

[

(x − 0.5)2 + (y − 0.5)2
]

, νy = 1 + 2
[

0.5 − (x − 0.5)2 − (y − 0.5)2
]

.Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ âûáèðàåòñÿ ïðîáíàÿ �óíêöèÿ
u (x, y) = 256 [xy (1 − x) (1 − y)] 2, (18)êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ïðîáíîé �óíêöèè èç ðàáîò [1, 5℄ w (x, y) = 
onst x y (1 − x) (1 − y)òåì, ÷òî èìååò ÷åòâåðòóþ ñòåïåíü çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàò, à íå âòîðóþ. Äåëî â òîì,÷òî äëÿ ñëó÷àÿ êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò êîîðäèíàò ýêñòðàïîëÿöèîííàÿ�îðìóëà (12) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì âûðàæåíèåì. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäëàãàåìûé ìåòîä â âà-ðèàíòå êâàäðàòè÷íîé ýêñòðàïîëÿöèè ïîïðàâêè ðåøåíèÿ áóäåò ïðÿìûì, ÷òî è ïîêàçàëèïðîâåðî÷íûå ðàñ÷åòû, êîãäà íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, ñåòêè è òðåáóåìîéòî÷íîñòè ðåøåíèå �ñõîäèëîñü� çà îäíó èòåðàöèþ. Ïî òîé æå ïðè÷èíå âàðèàíò ìåòîäà ñëèíåéíîé ýêñòðàïîëÿöèåé ïîïðàâêè ðåøåíèÿ (�îðìóëà (10)), êàê è ìîäè�èöèðîâàííûéïîëèíåéíûé ìåòîä [5℄, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîãî ðåøåíèÿ.Êàê ñëåäñòâèå èç (18) êðàåâîå óñëîâèå ïåðâîãî ðîäà çàäà÷è èìååò âèä Φ

Γ
= 0.Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîé çàäà÷èñõåìîé âèäà (3) íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì óçëîâ ïî êàæäîé êîîðäèíà-òå. Ïðè ýòîì âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû ðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöûêîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû íà âåêòîð òî÷íîãî ðåøåíèÿ {uij}, êîìïîíåíòû êîòîðîãî âû-÷èñëåíû â óçëàõ ñåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ïî �îðìóëå (18). Äèíàìèêà ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿîòñëåæèâàåòñÿ ïî çíà÷åíèþ îòíîøåíèÿ íîðì âåêòîðîâ íåâÿçîê ∥∥∥Rk

∥

∥

∥ / ‖R0‖, ãäå
∥

∥

∥Rk
∥

∥

∥ =
{

∑

ij

[

aPij
Φk

ij −
(

aEij
Φk

i+1j + aWij
Φk

i−1j + aNij
Φk

ij+1 + aSij
Φk

ij−1 + bij

)]2}1/2

. (19)Ñóììèðîâàíèå â (19) ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì óçëàì ñåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ðàñ÷åòíîéîáëàñòè. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ áåðåòñÿ åäèíè÷íûé âåêòîð Φ0
ij = 1. �åøå-íèå ñ÷èòàåòñÿ íàéäåííûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ∥∥∥Rk

∥

∥

∥ / ‖R0‖ < ε, ãäå ε � çàäàííàÿòî÷íîñòü.Äëÿ ñðàâíåíèÿ áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå ìåòîäû: ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàê-ñàöèè (SOR) [1℄, ïîëèíåéíûé (LL) [3℄, ìîäè�èöèðîâàííûé ïîëèíåéíûé ìåòîä (mLL) [5℄.Ïîñêîëüêó ý��åêòèâíîñòü èñïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ, âêëþ÷àÿ ïðåäëàãàåìûé, ñóùåñòâåí-íî çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà ðåëàêñàöèè θ, êàæäûé ðàñ÷åò êàæäûì ìåòîäîìïðîâîäèëñÿ ïðè îïòèìàëüíîì äëÿ äàííîãî ìåòîäà çíà÷åíèè θopt. Äåëàëîñü ýòî äëÿ òî-ãî, ÷òîáû ñðàâíèòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ñõîäèìîñòè áûëè ïîëó÷åíû ïðè íàèëó÷øèõäëÿ êàæäîãî ìåòîäà óñëîâèÿõ (ò. å. ïðîâîäèëàñü ñâîåîáðàçíàÿ �îöåíêà ñâåðõó� âîçìîæ-íîñòåé êàæäîãî ìåòîäà). Ïîäáîð θopt ïðîèçâîäèëñÿ ñåðèåé ïðîáíûõ ðàñ÷åòîâ ñ öåëüþìèíèìèçàöèè ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè.Ïî àíàëîãèè ñ àááðåâèàòóðîé òåñòîâûõ ìåòîäîâ äëÿ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ââåäåíûñîêðàùåííûå íàèìåíîâàíèÿ: ïîëèíåéíûé ðåêóððåíòíûé ìåòîä ñ ëèíåéíîé ýêñòðàïîëÿ-öèåé � LR1, ñ êâàäðàòè÷íîé ýêñòðàïîëÿöèåé � LR2.
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�èñ. 5. Ïîâåäåíèå îòíîøåíèé íîðì íåâÿçîê â çàâèñèìîñòè îò íîìåðà èòåðàöèè: 1 � SOR,2 � LL, 3 � mLL, 4 � LR1, 5 � LR2 lg�àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà ñåòêå 101 × 101 ïðè ε = 5 · 10−14. Ïîâåäåíèå îòíîøåíèéíîðì íåâÿçîê â çàâèñèìîñòè îò íîìåðà èòåðàöèè k ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 5. Âèäíî, ÷òîçà ïåðâûé èòåðàöèîííûé øàã ìåòîä LR2 ïîíèæàåò íà÷àëüíóþ íîðìó íåâÿçêè áîëåå ÷åìíà ÷åòûðå ïîðÿäêà, LR1 � ïðèìåðíî íà 3 ïîðÿäêà, mLL � ïðèìåðíî íà äâà ïîðÿäêà.Êëàññè÷åñêèå ìåòîäû SOR è LL äàþò çà ïåðâóþ èòåðàöèþ ïîíèæåíèå îòíîøåíèÿ íîðìûíåâÿçêè îêîëî îäíîãî ïîðÿäêà. Îáùåå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî èòåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿäîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè, òàêæå ðàçëè÷àåòñÿ íà ïîðÿäêè: äëÿ SOR è LL òî÷íîñòüòÿãîòååò ê âåëè÷èíå 103, äëÿ mLL � ê 102, à äëÿ LR1 è LR2 � ê ïåðâîìó ïîðÿäêó. Òàêîéðåçóëüòàò îäíîçíà÷íî äåìîíñòðèðóåò ïðåèìóùåñòâî ìåòîäîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ ïåðåäà÷óèí�îðìàöèè îò îäíîãî ðàñ÷åòíîãî óçëà ê äðóãîìó ïðàêòè÷åñêè çà îäíó èòåðàöèþ, íàäìåòîäàìè ñ ìåõàíèçìîì ïîòî÷å÷íî-ïîëèíåéíîé ïåðåäà÷è.5. Àíàëèç ïðèìåíåíèÿ ïåðåìåííîãî èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðàÂ ðàáîòå [7℄ �îðìóëà âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà êîìïåíñàöèè ïðèïðîõîäå âäîëü x-êîîðäèíàòû ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèÿ 0 ≤ θij ≤ 1 èìååò âèä
θij = max

{

0, min
{

1,
[

a
Eij

Φk
i+1 j + a

Wij
Φk

i−1 j

] / [

(aEij
+ aWij

)Φk
i j

]}}

.Íåñêîëüêî ðàñøèðÿÿ äàííóþ òåõíîëîãèþ âû÷èñëåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà,ìîæíî ïðèíÿòü θij = θ0θ
v
ij , ãäå θ0 � 
onst, ïàðàìåòð çàäà÷è, à θv

ij ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïîòåõíîëîãèè [7℄. Ïðè ýòîì çäåñü è äàëåå θ0 ∈ [0, 1].Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ ïîëèíåéíîãî ðåêóððåíòíîãî ìåòîäà ìîæíî ïîñòðîèòü àë-ãîðèòì âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîãî ïàðàìåòðà äëÿ êàæäîãî èòåðàöèîííîãî óðàâ-íåíèÿ ÑËÀÓ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî â óðàâíåíèÿõ òèïà (11) èëè (13), íî âûïèñàííûõ âîáùåì ñëó÷àå äëÿ óçëà (i, j), ïðèðàâíÿòü íóëþ ìíîãî÷ëåíû â êðóãëûõ ñêîáêàõ, èñïîëü-çóåìûõ â âûðàæåíèÿõ äëÿ ðàñ÷åòà âåëè÷èí βij è δij . Íàïðèìåð, äëÿ óðàâíåíèÿ
αPij

Φk+1

ij = aNij
Φk+1

ij+1 + αEij
Φk+1

i+1j + αSEij
Φk+1

i+1j−1 + βij ,
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[

βij−1 + αSEij−1

(

Φk
i+1j−2 − 2θ Φk

i+1j−1 + θ Φk
i+1j

)]

(aSij
/αPij−1

), íåîá-õîäèìî ïîëîæèòü Φk
i+1j−2 − 2θ Φk

i+1j−1 + θ Φk
i+1j = 0, îòêóäà ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿâû÷èñëåíèÿ θv

ij .Òîãäà, ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ 0 ≤ θij ≤ 1, ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ñ ëèíåéíîé ýêñ-òðàïîëÿöèåé ïîïðàâêè ðåøåíèÿ (LR1) â ñëó÷àå ãëîáàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ âäîëü îñè x(èíäåêñ i) íåòðóäíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåííîãî ïàðàìåòðà êîì-ïåíñàöèè:� ïðè âîçðàñòàíèè j

θij = θ0 · min
{

1, max
{

0, Φk
i+1 j−2

/(

2Φk
i+1 j−1 − Φk

i+1 j

)}}

, (20)� ïðè óáûâàíèè j

θij = θ0 · min
{

1, max
{

0, Φk
i+1 j+2

/(

2Φk
i+1 j+1 − Φk

i+1 j

)}}

. (21)Ïîäîáíûì æå îáðàçîì äëÿ âàðèàíòà ìåòîäà ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàäðàòè÷íîé ýêñòðà-ïîëÿöèè ïîïðàâêè ðåøåíèÿ (LR2) â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ðàñ÷åòíûåâûðàæåíèÿ:� ïðè âîçðàñòàíèè j

θij = θ0 · min
{

1, max
{

0 Φk
i+1 j−2

/(

3
(

Φk
i+1 j−1 − Φk

i+1 j

)

+ Φk
i+1 j+1

)}}

, (22)� ïðè óáûâàíèè j

θij = θ0 · min
{

1, max
{

0, Φk
i+1 j+2

/(

3
(

Φk
i+1 j+1 − Φk

i+1 j

)

+ Φk
i+1 j−1

)}}

. (23)Ïîñêîëüêó â ïðèãðàíè÷íûõ óçëàõ â ìåòîäå LR2 ïðèìåíÿåòñÿ ëèíåéíàÿ ýêñòðàïîëÿ-öèÿ ïîïðàâêè ðåøåíèÿ, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà êîìïåíñàöèè â ýòîì ñëó÷àå íåîá-õîäèìî èñïîëüçîâàòü �îðìóëû òèïà (20) è (21).Àíàëîãè÷íûå �îðìóëû âûïèñûâàþòñÿ è äëÿ ãëîáàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ âäîëü îñè y(èíäåêñ j) ñ åñòåñòâåííûì ó÷åòîì òîãî, ÷òî â êà÷åñòâå èçâåñòíûõ çíà÷åíèé ïðèáëè-æåíèÿ ðåøåíèÿ áåðóòñÿ âåëè÷èíû, ïîëó÷åííûå ïðè ïðîõîæäåíèè âäîëü ãëîáàëüíîãîíàïðàâëåíèÿ îñè x.Äëÿ âûÿñíåíèÿ ý��åêòèâíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïåðåìåííîãî ïàðàìåòðà êîìïåíñàöèèáûëè ïðîâåäåíû ñðàâíèòåëüíûå ðàñ÷åòû çàäà÷è ðàçä. 4 ñ òî÷íîñòüþ ε = 5 · 10−14 íàñåòêàõ 101×101, 201×201 è 401×401 ìåòîäàìè mLL, LR1 è LR2. Ïðè ýòîì â ïîëîâèíåðàñ÷åòîâ ïàðàìåòð θ0 ïîëàãàëñÿ ðàâíûì 1 (íå îïòèìèçèðîâàëñÿ), à â äðóãîé ïîëîâèíå �ïîäáèðàëñÿ èñõîäÿ èç òðåáîâàíèÿ ìèíèìèçàöèè ÷èñëà èòåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ äî-ñòèæåíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè.Â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ÷èñëó çàòðà÷åííûõ èòåðàöèé. Äëÿìåòîäà LR2 â ñèëó òîãî, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îïòèìàëüíûå ðåçóëüòàòû äîñòèãà-ëèñü ïðè θ0 = 1.0, ýòè ðåçóëüòàòû îòíåñåíû ê êîëîíêàì ñ îïòèìèçèðîâàííûì θ0, à âñîîòâåòñòâóþùèõ êîëîíêàõ ñ íå îïòèìèçèðîâàííûì θ0 ïðîñòàâëåíû ïðî÷åðêè.Ïî ðåçóëüòàòàì âèäíî, ÷òî ïðèìåíåíèå ïåðåìåííîãî ïàðàìåòðà õîðîøî ïðîÿâëÿåòñåáÿ äëÿ ìåòîäîâ mLL è LR1 ïðè îòñóòñòâèè îïòèìèçàöèè, êîãäà θ ëèáî θ0 ïðèíèìàëñÿðàâíûì 1 íà âñåõ ðàñ÷åòíûõ ñåòêàõ. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâèë ðàñ÷åò ìåòîäîì mLL ñ ïåðå-ìåííûì ïàðàìåòðîì íà ñåòêå 401×401, â êîòîðîì îòíîøåíèå ∥∥∥Rk
∥

∥

∥ / ‖R0‖ â ëó÷øåì ñëó-÷àå äîñòèãàëî ïðèìåðíî 10−3. Â òî æå âðåìÿ äëÿ ìåòîäà LR2 ïðèìåíåíèå ïåðåìåííîãîïàðàìåòðà íå äàåò ñêîëüêî-íèáóäü çàìåòíîãî ý��åêòà êàê äëÿ íå îïòèìèçèðîâàííîãî θ
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(ëèáî θ0), òàê è äëÿ îïòèìèçèðîâàííîãî. Â öåëîì äëÿ ìåòîäîâ mLL è LR1 íåòðóäíî çà-ìåòèòü, ÷òî äëÿ îïòèìèçèðîâàííûõ θ (ëèáî θ0) ÷èñëî èòåðàöèé ñîêðàùàåòñÿ â 2�3 ðàçàè áîëåå è ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò òîãî, èñïîëüçîâàí ïåðåìåííûé ïàðàìåòð èëè íåò.Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî â ýòèõ ñëó÷àÿõ îïòèìèçèðîâàííûå çíà÷åíèÿ θ è θ0 ïðàêòè÷åñêèñîâïàäàþò.

à á�èñ. 6. Äèíàìèêà îòíîøåíèé íîðì íåâÿçîê ïðè ðàñ÷åòàõ ìåòîäîì mLL: à � ñåòêà 101 × 101,á � ñåòêà 401×401; ïàðàìåòð êîìïåíñàöèè ïîñòîÿííûé: 1 � θ = 1.0, 3 � θ = θopt; ïåðåìåííûé:2 � θ0 = 1.0, 4 � θ0 = θopt
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∥

∥

∥ / ‖R0‖ â çàâèñèìîñòè îò íîìåðàèòåðàöèè íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà mLL. Èç ïîâåäåíèÿ ãðà�èêîâõîðîøî âèäíî, ÷òî âî âñåì äèàïàçîíå òðåáîâàíèÿ ïî òî÷íîñòè ïðèìåíåíèå ïåðåìåííîãîïàðàìåòðà êîìïåíñàöèè íå èñ÷åðïûâàåò âñåãî ïîòåíöèàëà óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòîâ, à â ñëó-÷àå îïòèìèçàöèè θ èíûì ñïîñîáîì � ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.Îá ýòîì ãîâîðèò çàìåòíîå ðàçëè÷èå ìåæäó êðèâûìè 1 è 2, â òî âðåìÿ êàê êðèâûå 3 è 4ïðàêòè÷åñêè ñëèâàþòñÿ. Ê òîìó æå çäåñü âûÿâëÿåòñÿ åùå îäíà ëþáîïûòíàÿ äåòàëüïðèìåíåíèÿ ïåðåìåííîãî ïàðàìåòðà: îíî ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïîíèæåíèþ óñòîé÷èâîñòèâû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà íà íà÷àëüíûõ èòåðàöèÿõ ëèáî âîîáùå íå ïîçâîëÿåò äîñòèã-íóòü íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòè (ðèñ. 6, á).Ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû íà âñåì äèàïàçîíå òî÷íîñòè íàáëþäàþòñÿ è ïðè èñïîëüçîâà-íèè ìåòîäà LR1 (ðèñ. 7) çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî â äàííûõ ðàñ÷åòàõ íå âûÿâëåíîíåãàòèâíîãî âëèÿíèÿ ïðèìåíåíèÿ ïåðåìåííîãî ïàðàìåòðà íà óñòîé÷èâîñòü âû÷èñëåíèé.

à á�èñ. 7. Äèíàìèêà îòíîøåíèé íîðì íåâÿçîê ïðè ðàñ÷åòàõ ìåòîäîì LR1: à � ñåòêà 101 × 101,á � ñåòêà 401×401; ïàðàìåòð êîìïåíñàöèè ïîñòîÿííûé: 1 � θ = 1.0, 3 � θ = θopt; ïåðåìåííûé:2 � θ0 = 1.0, 4 � θ0 = θopt

à á�èñ. 8. Äèíàìèêà îòíîøåíèé íîðì íåâÿçîê ïðè ðàñ÷åòàõ ìåòîäîì LR2: à � ñåòêà 101 × 101,á � ñåòêà 401×401; ïàðàìåòð êîìïåíñàöèè ïîñòîÿííûé: 1 � θ = 1.0, 3 � θ = θopt; ïåðåìåííûé:2 � θ0 = 1.0, 4 � θ0 = θopt



120 Ë.Í. ÔîìèíàÈ, íàêîíåö, íà ðèñ. 8 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì LR2. Ïëîòíî ïðèìû-êàþùèå äðóã ê äðóãó êðèâûå ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà êîìïåí-ñàöèè áëèçêî ê 1, à èñïîëüçîâàíèå ïåðåìåííîãî ïàðàìåòðà ïðàêòè÷åñêè íå ñêàçûâàåòñÿíà ïîâûøåíèè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.Çàêëþ÷åíèåÏî ðåçóëüòàòàì èçëîæåííîãî ìàòåðèàëà ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.1. Ïðèìåíåíèå ïåðåìåííîãî ïàðàìåòðà êîìïåíñàöèè íå èñ÷åðïûâàåò âñåãî ïîòåíöè-àëà îïòèìèçàöèè.2. Íå äëÿ êàæäîãî ìåòîäà èñïîëüçîâàíèå ïåðåìåííîãî ïàðàìåòðà ý��åêòèâíî: ìåòîäLR2 ïðàêòè÷åñêè íå ÷óâñòâèòåëåí ê íåìó.3. Îïòèìèçàöèÿ ïàðàìåòðà êîìïåíñàöèè, êàê ïîñòîÿííîãî, òàê è ïåðåìåííîãî, äàåò�àêòè÷åñêè îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò ïî äèíàìèêå ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ.4. Ïðèìåíåíèå ïåðåìåííîãî ïàðàìåòðà ìîæåò çàìåòíî ïîíèæàòü óñòîé÷èâîñòü èòå-ðàöèîííîãî àëãîðèòìà, à ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íå ïîçâîëÿåò äîñòèãíóòü ñõîäè-ìîñòè ðåøåíèÿ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ñàìàðñêèé À.À., Íèêîëàåâ Å.Ñ. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé. Ì.: Íàóêà,1978.[2℄ Èëüèí Â.Ï. Ìåòîäû íåïîëíîé �àêòîðèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Ì.:Ôèçìàòëèò, 1995.[3℄ Ïàòàíêàð Ñ. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ òåïëîìàññîáìåíà è äèíàìèêè æèäêîñòè.Ì.: Ýíåðãîàòîìèçäàò, 1984.[4℄ Àíäåðñîí Ä., Òàííåõèëë Äæ., Ïëåò÷åð �. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ãèäðîäèíàìèêà è òåïëî-îáìåí. Ò. 1. Ì.: Ìèð, 1990.[5℄ Çâåðåâ Â.�. Ìîäè�èöèðîâàííûé ïîëèíåéíûé ìåòîä ðåøåíèÿ ðàçíîñòíûõ ýëëèïòè÷åñêèõóðàâíåíèé // ÆÂÌ è ÌÔ. 1998. Ò. 38, � 9. C. 1553�1562.[6℄ Ôîìèí À.À., Ôîìèíà Ë.Í. Ïîëèíåéíûé ðåêóððåíòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ ðàçíîñòíûõ ýë-ëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ. 2007. � 385-Â2007.[7℄ Zverev V.G. About the iteration method for solving di�eren
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