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Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ â çàäà÷å ÷èñëåííîãîìîäåëèðîâàíèÿ òóðáóëåíòíîãî ñëåäà çà áóêñèðóåìûìòåëîì â ñòðàòè�èöèðîâàííîé æèäêîñòè∗Í.Ï. ÌîøêèíÓ÷ðåæäåíèå �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóêÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: nikolay.moshkin�gmail.omÏîñòðîåíû ïàðàáîëèçèðîâàííûå òðåõìåðíûå ÷èñëåííûå ìîäåëè äàëüíèõ òóð-áóëåíòíûõ ñëåäîâ çà áóêñèðóåìûì òåëîì. ×èñëåííûå ìîäåëè îñíîâàíû íà ñõåìàõðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì è ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ, òóðáóëåíòíûé ñëåä, áóêñèðóåìîå òåëî,ñòðàòè�èöèðîâàííàÿ æèäêîñòü.ÂâåäåíèåÒóðáóëåíòíûå ñëåäû çà òåëàìè âðàùåíèÿ â ñòðàòè�èöèðîâàííîé æèäêîñòè ðàññìàòðè-âàëèñü âî ìíîãèõ ïóáëèêàöèÿõ, ãäå ñîäåðæèòñÿ äîñòàòî÷íî ïîëíûé îáçîð ññûëîê ïîýòîé ïðîáëåìå. Óêàæåì ëèøü íåñêîëüêî ïîñëåäíèõ, íå ïðåòåíäóÿ íà ïîëíîòó [1 � 4℄.Àíàëèçèðóÿ öèòèðîâàííóþ ëèòåðàòóðó, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î íåäîñòàòî÷íîé ïîëíîòå÷èñëåííûõ ìîäåëåé äèíàìèêè òóðáóëåíòíîãî ñëåäà çà áóêñèðóåìûì òåëîì â ëèíåéíîñòðàòè�èöèðîâàííîé ñðåäå (ïðåæäå âñåãî äëÿ ðàññòîÿíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âðåìåíàìïîñëå ïðîõîäà òåëà t ≤ 10T , T � ïåðèîä Âÿéñÿëÿ�Áðåíòà). Íåäîñòàòî÷íî è ñîïîñòàâëå-íèå ïàðàìåòðîâ òóðáóëåíòíûõ ñëåäîâ çà áóêñèðóåìûì è ñàìîäâèæóùèìñÿ òåëàìè â ëè-íåéíî ñòðàòè�èöèðîâàííîé ñðåäå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ÷èñëåííûé ïîäõîä, îñíîâàííûéíà êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ìåòîäàõ ðàñùåïëåíèÿ, èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõìîäåëåé äàëüíåãî òóðáóëåíòíîãî ñëåäà çà áóêñèðóåìûì òåëîì â ëèíåéíî ñòðàòè�èöè-ðîâàííîé ñðåäå.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÄëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ â äàëüíåì òóðáóëåíòíîì ñëåäå çà îñåñèììåòðè÷íûì òåëîì âñòðàòè�èöèðîâàííîé ñðåäå èñïîëüçóåòñÿ òðåõìåðíàÿ ïàðàáîëèçîâàííàÿ ñèñòåìà îñðåä-íåííûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè â ïðèáëèæåíèè Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà:
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. (5)Â óðàâíåíèÿõ (1)�(5) âåëè÷èíà Ud = U0 − U � äå�åêò îñðåäíåííîé ïðîäîëüíîéêîìïîíåíòû ñêîðîñòè; U, V, W � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè îñðåäíåííîãî äâèæåíèÿ â íà-ïðàâëåíèè îñåé x, y, z ñîîòâåòñòâåííî; 〈p1〉 � îòêëîíåíèå äàâëåíèÿ îò ãèäðîñòàòè÷å-ñêîãî, îáóñëîâëåííîãî ñòðàòè�èêàöèåé ρs(z); U0 � ñêîðîñòü íàáåãàþùåãî íåâîçìóùåí-íîãî ïîòîêà; g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè; 〈ρ1〉 � îñðåäíåííûé äå�åêò ïëîòíîñòè:

ρ1 = ρ − ρs, ρs = ρs(z) � ïëîòíîñòü íåâîçìóùåííîé æèäêîñòè, êîòîðàÿ ïîëàãàåòñÿëèíåéíîé: ρs(z) = ρ0(̇1 − az), a = const > 0; øòðèõîì îáîçíà÷åíû ïóëüñàöèîííûå êîì-ïîíåíòû; ñèìâîë 〈 〉 � îñðåäíåíèå. Ïëîòíîñòü æèäêîñòè ñ÷èòàåòñÿ ëèíåéíîé �óíêöèåéòåìïåðàòóðû, ñòðàòè�èêàöèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ñëàáîé. Ñèñòåìà êîîðäèíàò ñâÿçàíà ñ ïå-ðåìåùàþùèìñÿ òåëîì òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñêîðîñòü åãî äâèæåíèÿ ðàâíà −U0 è îñü zíàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ ïðîòèâîïîëîæíî ñèëå òÿæåñòè. Â óðàâíåíèÿõ (1)�(4) îò-áðîøåíû â ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè ÷ëåíû ñ ìîëåêóëÿðíîé âÿçêîñòüþ è äè��óçèåé.Îòáðîøåíû òàêæå ïðîèçâîäíûå ïî x â ïðàâûõ ÷àñòÿõ.Äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû (1)�(5) èñïîëüçóåòñÿ èåðàðõèÿ ìîäåëåé òóðáóëåíòíîñòè âòî-ðîãî ïîðÿäêà. Â ìîäåëè 1 íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû êîìïîíåíò òåíçîðà ðåéíîëüäñîâûõ íà-ïðÿæåíèé 〈u′
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.Çäåñü è íèæå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Äëÿ îïðå-äåëåíèÿ çíà÷åíèé ýíåðãèè òóðáóëåíòíîñòè e, ñêîðîñòè äèññèïàöèè ε è êàñàòåëüíîãî
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.Ìîäåëè 1�3 àíàëîãè÷íû ìîäåëÿì, ðàññìîòðåííûì â [4℄.Ìàðøåâàÿ ïåðåìåííàÿ x â óðàâíåíèÿõ (1)�(4), (12)�(17) èãðàåò ðîëü âðåìåíè. Íàðàññòîÿíèè x = x0 îò òåëà áûëè çàäàíû ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:
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r2 = y2 + z2, 0 ≤ r < ∞; −∞ < z < ∞, −∞ < y < ∞, x = x0.Çäåñü Θ1(r), Θ2(r) è Θ3(r) � �óíêöèè, ñîãëàñîâàííûå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìèËèíÿ è Ïàî [6, 7℄ â îäíîðîäíîé æèäêîñòè. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïîêàçàíû òîëüêî äëÿìîäåëåé 1 è 2 (äëÿ ïðèìåðà).Ïðè r2 = y2 + z2 → ∞ ñòàâèëèñü óñëîâèÿ íåâîçìóùåííîãî ïîòîêà
Ud = V = W = 〈ρ1〉 = e = ε = 〈v′w′〉 = 0, x ≥ x0. (18)Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ðåøåíèå îòûñêèâàåòñÿ ëèøü â ïåðâîì êâàäðàíòå ïëîñêîñòè

(y, z) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà îñÿõ ñèììåòðèè:
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= 0, z = 0, y ≥ 0.Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è íóëåâûå êðàåâûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå r → ∞,ñíîñèëèñü íà ãðàíèöû äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ïðÿìîóãîëüíèêà 0 ≤ y ≤ y∗; 0 ≤ z ≤ z∗.Ïåðåìåííûå çàäà÷è ìîãóò áûòü îáåçðàçìåðåíû ñ ïðèìåíåíèåì ìàñøòàáà äëèíû D� äèàìåòðà òåëà è ìàñøòàáà U0 � ñêîðîñòè íåâîçìóùåííîãî ïîòîêà. Â ðåçóëüòàòå âîáåçðàçìåðåííûõ óðàâíåíèÿõ âìåñòî g ïîÿâèòñÿ âåëè÷èíà 4π2/Fr2, ãäå Fr � ïëîòíîñòíîå÷èñëî Ôðóäà, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì

Fr =
U0T

D
, T =

2π√
ag

=
1

N
,



Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ â çàäà÷å ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. . . 85
a = −

(
1

ρ0

)
dρs

dz
,ãäå T , N � ïåðèîä è ÷àñòîòà Âÿéñÿëÿ�Áðåíòà. Äëÿ óäîáñòâà èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòà-òîâ ðàñ÷åòîâ íèæå èñïîëüçóåòñÿ âðåìÿ t, ñâÿçàííîå ñ ðàññòîÿíèåì îò òåëà ñëåäóþùèìñîîòíîøåíèåì:

t =
x

U0

, t∗ =
t

T
=

xD

U0DT
=

x∗

Fr
.2. Àëãîðèòì ðåøåíèÿÄëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïî àíàëîãèè ñ [4℄,ââåäåì íîâûå íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå

x′ = x, ξ = χ1(y), η = χ2(z) (x = x′, y = φ1(ξ), z = φ2(η)). (19)Ýòî íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü íåðàâíîìåðíóþ ñåòêó â �èçè÷åñêèé îáëàñòè
(x, y, z) â ðàâíîìåðíóþ ïðÿìîóãîëüíóþ ñåòêó â âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè (x′, ξ, η). Óðàâ-íåíèÿ (1)�(5) è (12)�(17) ïðåîáðàçóþòñÿ ñîãëàñíî (19). Ôóíêöèè φ1 è φ2 óñòàíàâëèâàþòâçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå óçëîâ ðàâíîìåðíîé ñåòêè â âû÷èñëèòåëüíîé îáëà-ñòè è óçëîâ íåðàâíîìåðíîé ñåòêè â �èçè÷åñêîé îáëàñòè. Ôóíêöèè φ1(ξ), φ2(η) çàäà-þòñÿ òàáëè÷íî. Âûáîð ýòèõ �óíêöèé ïîçâîëÿåò ñãóùàòü ðàñïîëîæåíèå óçëîâ ñåòêè âîêðåñòíîñòè òóðáóëåíòíîãî ñëåäà. Ìåòðè÷åñêèå êîý��èöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ñ èñïîëü-çîâàíèåì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Â âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè (x′, ξ, η) óçëû ñåòêè â (ξ, η)-ïëîñêîñòè ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî: ξi = i·△ξ, ηj = j ·△η, i = 0, . . . , M1, j = 0, . . . , M2,
ϕ1(ξM1

) = y∗, ϕ2(ηM2
) = z∗.Íåèçâåñòíûå �óíêöèè îïðåäåëÿëèñü â óçëàõ ðàçíåñåííîé ñåòêè:� ñêàëÿðíûå �óíêöèè, òàêèå êàê 〈p1〉, 〈ρ1〉, Ud, e, ε è êîìïîíåíòû ðåéíîëüäñîâûõíàïðÿæåíèé 〈u′

lu
′

k〉, ðàñïîëîæåíû â óçëàõ îñíîâíîé ñåòêè (â öåíòðå ÿ÷ååê) (ξi, ηj) =
(i · △ξ, j · △η);� çíà÷åíèÿ ãîðèçîíòàëüíîé (V ) è âåðòèêàëüíîé (W ) êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòèðàñïîëîæåíû â óçëàõ ñåòîê, ñäâèíóòûõ íà ïîëîâèíó øàãà â ãîðèçîíòàëüíîì è â âåðòè-êàëüíîì íàïðàâëåíèÿõ ñîîòâåòñòâåííî (äðóãèìè ñëîâàìè, çíà÷åíèÿ ãîðèçîíòàëüíîé èâåðòèêàëüíîé êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè îòíåñåíû ê ñåðåäèíàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòî-ðîí ÿ÷ååê ðàçíîñòíîé ñåòêè).Óñëîâèìñÿ, ÷òî âåðõíèé èíäåêñ n áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñå÷åíèþ x = xn = xn−1 +
△xn, à íèæíèå èíäåêñû i, j � óçëó ñåòêè (ξi, ηj) â ñå÷åíèè x = const (ñîîòâåòñòâåííîíèæíèå èíäåêñû i + 1/2, j + 1/2 � óçëó ñäâèíóòîé ñåòêè ξi+1/2 = (i + 1/2)△ξ, ηj+1/2 =
(j + 1/2)△η). Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåí ïðèìåð ðàñ÷åòíîé ñåòêè è ïîêàçàíî ðàñïîëîæåíèåíåèçâåñòíûõ â óçëàõ ñäâèíóòîé ñåòêè.Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è îñíîâàí íà íåÿâíîì ìåòîäå ðàñùåïëåíèÿ ïî ïðîñòðàí-ñòâåííûì ïåðåìåííûì äëÿ óðàâíåíèé (1), (4), (12)�(17) è íà ÿâíîì ìåòîäå ðàñùåïëåíèÿïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2), (3) è (5). Ïóñòü âñå íåèçâåñò-íûå �óíêöèè óæå îïðåäåëåíû â ñå÷åíèè xn. �åøåíèå íà ñëåäóþùåì ìàðøåâîì ñå÷åíèè
x = xn+1 íàõîäèòñÿ ïî ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó.1. Èç óðàâíåíèÿ (1) ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ äå�åêòà îñåâîé ñêîðîñòè Ud

n+1

i,j . Ïðè ýòîìèñïîëüçóåòñÿ íåÿâíàÿ ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì [8℄. Âñåîñòàëüíûå íåèçâåñòíûå áåðóòñÿ ñ ïðåäûäóùåãî ñëîÿ n.
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W

V f

W W

W

i, j+1/2 i+ , j+1 1/2

i+ j -1, 1/2i, j - 1/2

VVi j- 1/2, i+ j1/2, i+ j3/2,
f

i, j i+ , j1

i + 1i

j

2

1.5

1

0.5

0 1 2 3 4 5à á�èñ. 1. Ïðèìåð ðàñ÷åòíîé ñåòêè (a) è ðàñïîëîæåíèå íåèçâåñòíûõ â óçëàõ ñäâèíóòîé ñåòêè (á)2. Êîìïîíåíòû ñêîðîñòè îñðåäíåííîãî äâèæåíèÿ V n+1, W n+1 è îòêëîíåíèå äàâëåíèÿîò ãèäðîñòàòè÷åñêîãî, 〈p1〉n+1, âû÷èñëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé (2), (3) è (5).Çäåñü ìû èñïîëüçóåì èäåþ ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ, â êîòîðîì âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññðàçäåëåí íà òðè ñòàäèè [9, 10℄. Ïåðâàÿ ñòàäèÿ ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè ïðåäâàðèòåëü-íûõ çíà÷åíèé êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè V ∗, W ∗ ñ ïîìîùüþ ÿâíîé àïïðîêñèìàöèèóðàâíåíèé (2), (3). Çàòåì, âî âòîðîé ñòàäèè, âû÷èñëÿåì 〈p1〉n+1 êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿÏóàññîíà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà íà îñÿõ ñèììåòðèè è ãðàíè÷íûìè óñëîâè-ÿìè Äèðèõëå íà óäàëåííûõ ãðàíèöàõ. Ìåòîä ñòàáèëèçèðóþùåé ïîïðàâêè [8℄ èñïîëüçó-åòñÿ íà ýòîé ñòàäèè. Íàêîíåö, íà òðåòüåé ñòàäèè íîâûå êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè
V n+1, W n+1 âû÷èñëÿþòñÿ èç òðåáîâàíèÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé íåñæèìàåìîñòè (5).3. Ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì [8℄ èçóðàâíåíèé (4), (12)�(17) ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿþòñÿ ñåòî÷íûå �óíêöèè 〈ρ1〉n+1

i,j ,

en+1

i,j , εn+1

i,j , 〈v′w′〉n+1

i,j .Èç ñîîáðàæåíèé ïðîñòîòû ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà èñïîëüçóåòñÿ èçâåñòíàÿ èäåÿ ìå-òîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ èòåðàöèé �àóññà�Çåéäåëÿ. Ïðè âû÷èñëåíèè �óíêöèé 〈ρ1〉n+1,
en+1, εn+1, 〈v′w′〉n+1 ìû èñïîëüçîâàëè âåëè÷èíû, óæå èçâåñòíûå â ýòîì ñå÷åíèè x = xn+1,îñòàëüíûå �óíêöèè âçÿòû ñ ïðåäûäóùåãî ñå÷åíèÿ x = xn.Êàê ïðèìåð ïðèâåäåì äåòàëè âðåìåííîé è ïðîñòðàíñòâåííîé àïïðîêñèìàöèé, èñïîëü-çóåìûõ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïåðåíîñà (1), (4), (12)�(17) ïî ñõåìå ðàñ-ùåïëåíèÿ. �àññìîòðèì òèïè÷íîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà, çàïèñàííîå â íîâûõ êîîðäèíà-òàõ (19):

∂f

∂x
+

1

J

(
∂zηV f

∂ξ
+

∂yξWf

∂η

)
=

1

J

(
∂

∂ξ

(
zηKy

yξ

∂f

∂ξ

)
+

∂

∂η

(
yξKz

zη

∂f

∂η

))
+ Q. (20)Çäåñü zη, yξ îáîçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå ïî íèæíèì èíäåêñàì; J =

∂(x, y, z)

∂(x′, ξ, η)
� ÿêîáèàíïðåîáðàçîâàíèÿ (19); f îáîçíà÷àåò îäíó èç íåèâåñòíûõ �óíêöèé Ud, e, ε, 〈ρ1〉 è ò. ä.;

Q � ïðàâûå ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ââåäåì îáîçíà-÷åíèÿ äëÿ âåëè÷èí â óçëàõ ðàçíåñåííûõ ñåòîê, ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè:
fi,j+1/2 = (fi,j+1 + fi,j) × 0.5, fi+1/2,j = (fi+1,j + fi,j) × 0.5. Òàêæå ââåäåì îáîçíà÷åíèÿïðîèçâîäíûõ îò ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò (zη)i,j+1/2

=
zj+1 − zj

hη
, (yξ)i+1/2,j =

yi+1 − yi

hξ
.
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f

n+1/2

i,j − fn
i,j

hx
+

1

Ji,j

(zηV
nfn+1/2)i+1/2,j − (zηV

nfn+1/2)i−1/2,j

hξ
=

1

Ji,j

K̂y
i+1/2,j

(
f

n+1/2

i+1,j − f
n+1/2

i,j

)
− K̂y

i−1/2,j

(
f

n+1/2

i,j − f
n+1/2

i−1,j

)

h2
ξ

+ Qi,j , (21)
fn+1

i,j − f
n+1/2

i,j

hx

+
1

Ji,j

(yξW
nfn+1)i,j+1/2 − (yξW

nfn+1)i,j−1/2

hη

=

1

Ji,j

K̂z
i,j+1/2

(
fn+1

i,j+1 − fn+1

i,j

)
− K̂z

i,j−1/2

(
fn+1

i,j − fn+1

i,j−1

)

h2
η

. (22)Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ K̂y =
zη

yξ

Ky, K̂z =
yξ

zη

Kz. Óðàâíåíèÿ (21) è (22) ðåøà-þòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ïðîãîíêè äëÿ ðåøåíèÿ òðåõäèàãîíàëü-íîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [8℄).Óðàâíåíèÿ (2), (3) è (5) äëÿ ïîëÿ äå�åêòà äàâëåíèÿ è êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòèâ ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ñëåäà ïîäîáíû äâóõìåðíûì íåñæèìàåìûì óðàâíåíèÿì Íàâüå�Ñòîêñà, â êîòîðûõ ïåðåìåííàÿ x èãðàåò ðîëü âðåìåíè. Â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îáåç-ðàçìåðåííûå óðàâíåíèÿ (2), (3) è (5) ïðèíèìàþò ñëåäóþùóþ �îðìó
∂V

∂x
+

1

J

∂(zηV
2)

∂ξ
+

1

J

∂(yξWV )

∂η
= −∂zη 〈p1〉

∂ξ
+ F1(〈ρ1〉 , e, ε, 〈v′w′〉), (23)

∂W

∂x
+

1

J

∂(zηV W )

∂ξ
+

1

J

∂(yξW
2)

∂η
= −∂yξ 〈p1〉

∂η
+ F2(〈ρ1〉 , e, ε, 〈v′w′〉), (24)

1

J

∂

∂ξ
(zηV ) +

1

J

∂

∂η
(yξW ) =

∂Ud

∂x
. (25)Çäåñü F1, F2 èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (2), (3). ×àñòíûåïðîèçâîäíûå ∂Ud

∂x
â (25) àïïðîêñèìèðóþòñÿ îäíîñòîðîííåé ðàçíîñòüþ âïåðåä

(
∂Ud

∂x

)n+1

i,j

≃
(Ud)

n+1

i,j − (Ud)
n
i,j

hn+1
x

= αn+1

i,j .�àññìîòðèì òðè ñòàäèè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà.� Ñíà÷àëà óðàâíåíèÿ (23), (24) ðåøàþòñÿ áåç ó÷åòà ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ. Âûðàæåíèÿ
F1, F2, ñòîÿùèå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ, âû÷èñëÿþòñÿ ïî çíà÷åíèÿì íåèçâåñòíûõ íà n-ì ñëîåïî ïåðåìåííîé x:

∼

V i+1/2,j −V n
i+1/2,j

hn+1
x

+
1

Ji+1/2,j

(zηV
2)n

i+1,j − (zηV
2)n

i,j

hξ

+

+
1

Ji+1/2,j

(yξWV )n
i+1/2,j+1/2

− (yξWV )n
i+1/2,j−1/2

hη
= (F1)i+1/2,j , (26)
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∼

W i,j+1/2 −W n
i,j+1/2

hx
+

1

Ji,j+1/2

(zηV W )n
i+1/2,j+1/2

− (zηV W )n
i−1/2,j+1/2

hξ
+

+
1

Ji,j+1/2

(yξW
2)n

i,j+1 − (yξW
2)n

i,j

hη
= (F2)i,j+1/2. (27)� Íà âòîðîì ýòàïå ïîëå äå�åêòà äàâëåíèÿ 〈p1〉n+1 âû÷èñëÿåòñÿ èç ðàçíîñòíîãî àíà-ëîãà óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

∂

∂ξ

[
zη

yξ

∂〈pn+1

1 〉
∂ξ

]
+

∂

∂η

[
yξ

zη

∂〈pn+1

1 〉
∂η

]
=

1

hx

{
∂zη

∼

V

∂ξ
+

∂yξ

∼

W

∂η
− Jαn+1

}

. (28)Êàê óïîìÿíóòî âûøå, óðàâíåíèå (28) ðåøàåòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì èòåðàöèîííîé ñõåìû ñòà-áèëèçèðóþùåé ïîïðàâêè. Â êà÷åñòâå êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ äå�åêòà äàâëåíèÿ íà óäà-ëåííîé ãðàíèöå z = z∗, y = y∗ çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ 〈p1〉i,Nz
= 0, 〈p1〉Ny,j = 0. Íàîñÿõ ñèììåòðèè y = 0, z = 0 ñòàâèëèñü êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå àíàëîãè óñëîâèé Íåéìàíà,ÿâëÿþùèåñÿ ñëåäñòâèåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2), (3) è àïïðîêñèìèðîâàííûåñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈p1〉2,j − 〈p1〉1,j

hξ
= 0,

〈p1〉i,2 − 〈p1〉i,1
hη

= 0.� Íà ïîñëåäíåé (òðåòüåé) ñòàäèè çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè W n+1, V n+1îïðåäåëåíû èç òðåáîâàíèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ðàçíîñòíîìó àíàëîãó óðàâíåíèÿ íåñæèìà-åìîñòè (5)
V n+1

i+1/2,j =
∼

V i+1/2,j −hn+1

x

1

Ji+1/2,j

(
(zη 〈p1〉)n+1

i+1,j − (zη 〈p1〉)n+1

i,j

hξ

)

,

W n+1

i,j+1/2
=

∼

W i,j+1/2 −hn+1

x

1

Ji,j+1/2

(
(yξ 〈p1〉)n+1

i,j+1 − (yξ 〈p1〉)n+1

i,j

hη

)
.3. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèéÑ öåëüþ ïðîâåðêè ý��åêòèâíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ÷èñëåííîãî àëãîðèòìàâûïîëíåí ðÿä ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü íà ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè ñåòîê è ñðàâíèâàëèñü ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè Äæ. Ëèíÿ è Þ. Ïàî [6, 7℄ïî âûðîæäåíèþ áåçûìïóëüñíîãî ñëåäà è ñëåäà çà áóêñèðóåìûì òåëîì â ëèíåéíî ñòðà-òè�èöèðîâàííîé ñðåäå. Îñíîâíûå âû÷èñëåíèÿ áûëè âûïîëíåíû íà ñåòêå ðàçìåðíîñòüþ

71 × 36 óçëîâ â yz-ïëîñêîñòè. Èçìåëü÷åíèå ðàçìåðîâ ÿ÷ååê ñåòêè â äâà ðàçà â îêðåñò-íîñòè ñëåäà ïðèâîäèëî ê îòêëîíåíèÿì âåëè÷èí √
e0, UD0, íå ïðåâûøàþùèì 1�3%. �å-çóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ïëîòíîñòíîãî ÷èñëà Ôðóäà Fr = 31 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2è 3. Èçìåíåíèå âî âðåìåíè îáåçðàçìåðåííûõ îñåâûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè òóðáóëåíòíî-ñòè e0(x) = e(x, 0, 0) è äå�åêòà ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè UD(x) = Ud(x, 0, 0) âáåçûìïóëüñíîì òóðáóëåíòíîì ñëåäå è ñëåäå çà áóêñèðóåìûì òåëîì òàêæå ïîêàçàíû íàýòèõ ðèñóíêàõ.�åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äåìîíñòðèðóþò ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæ-äó ðàçâèòèåì òóðáóëåíòíûõ ñëåäîâ çà áóêñèðóåìûì è ñàìîäâèæóùèìñÿ òåëàìè.
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à á�èñ. 2. Ñîïîñòàâëåíèå ðàññ÷èòàííûõ ñ ïðèìåíåíèåì ìîäåëåé 1�3 îñåâûõ çíà÷åíèé ýíåðãèèòóðáóëåíòíîñòè e0(x) = e(x, 0, 0) (à) è äå�åêòà ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè UD(x) =
Ud(x, 0, 0) (á) â òóðáóëåíòíîì ñëåäå çà ñàìîäâèæóùèìñÿ òåëîì ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìèÄæ. Ëèíÿ è Þ. Ïàî è ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ Ñ. Õåññèäà

à á�èñ. 3. Ñîïîñòàâëåíèå ðàññ÷èòàííûõ ñ ïðèìåíåíèåì ìîäåëåé 1�3 îñåâûõ çíà÷åíèé ýíåðãèèòóðáóëåíòíîñòè e0(x) = e(x, 0, 0) (à) è äå�åêòà ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè UD(x) =
Ud(x, 0, 0) (á) â áóêñèðóåìîì òóðáóëåíòíîì ñëåäå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè Äæ. Ëèíÿè Þ. Ïàî è ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ Ñ. ÕåññèäàÍà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ëèíèè ðàâíîé ýíåðãèè e/e0 = const. Îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ òóð-áóëåíòíûì ñëåäîì çà áóêñèðóåìûì òåëîì, çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì îáëàñòü òóðáóëåíò-íîãî ñëåäà çà ñàìîäâèæóùèìñÿ òåëîì. Ýòî ÿâëåíèå îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî â òóðáóëåíò-íîì ñëåäå çà áóêñèðóåìûì òåëîì èìååòñÿ ïîðîæäåíèå çà ñ÷åò ãðàäèåíòîâ îñðåäíåííîéïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè. Â áåçûìïóëüñíîì ñëåäå âêëàä ïîðîæäåíèÿ çà ñ÷åòãðàäèåíòîâ îñðåäíåííîé ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè íåñóùåñòâåí. Â ñëåäå çàñàìîäâèæóùèìñÿ òåëîì âûðîæäåíèå òóðáóëåíòíîñòè ïðîèñõîäèò áûñòðåå ïî ñðàâíå-íèþ ñî ñëåäîì çà áóêñèðóåìûì òåëîì. Â ðåçóëüòàòå, â ñëåäå çà áóêñèðóåìûì òåëîì



90 Í.Ï. Ìîøêèíâ ñòðàòè�èöèðîâàííîé æèäêîé ñðåäå òóðáóëåíòíîñòü ïîðîæäàåò ïåðåìåøèâàíèå áîëü-øåãî îáúåìà æèäêîñòè, è âîçäåéñòâèå ñèëû òÿæåñòè ñòàíîâèòñÿ ïðè÷èíîé ãåíåðàöèèâíóòðåííèõ âîëí áîëüøåé àìïëèòóäû [11℄.Òå÷åíèå â áåçûìïóëüñíîì ñëåäå â ëèíåéíî ñòðàòè�èöèðîâàííîé ñðåäå õàðàêòåðèçó-åòñÿ àíèçîòðîïíûì âûðîæäåíèåì èíòåíñèâíîñòåé òóðáóëåíòíûõ �ëóêòóàöèé ïðîäîëü-íîé è âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíò ñêîðîñòè [4, 6℄. Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû òàêæå äåìîí-ñòðèðóþò àíèçîòðîïèþ âûðîæäåíèÿ òóðáóëåíòíîñòè è â ñëåäå çà áóêñèðóåìûì òåëîì âëèíåéíî ñòðàòè�èöèðîâàííîé æèäêîñòè. Â íàñòîÿùèõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ àíè-çîòðîïèÿ èëëþñòðèðóåòñÿ ðèñ. 5.

�èñ. 4. Èçîëèíèè e/e0 = const, e0 = e(t, 0, 0) äëÿ òóðáóëåíòíûõ ñëåäîâ çà ñàìîäâèæóùèìèñÿ èáóêñèðóåìûìè òåëàìè, Fr = 280, t/T = 1, 6

à á�èñ. 5. Ïîâåäåíèå îñåâûõ çíà÷åíèé äèñïåðñèé òóðáóëåíòíûõ �ëóêòóàöèé ãîðèçîíòàëüíîé èâåðòèêàëüíîé êîìïîíåíò ñêîðîñòè äëÿ áåçûìïóëüñíîãî ñëåäà (à) è ñëåäà çà áóêñèðóåìûì òå-ëîì (á); ìîäåëü 3 (avt) ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ ïî ìîäåëè 3 ñ àâòîìîäåëüíûìèíà÷àëüíûìè äàííûìè, ñîãëàñîâàííûìè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè; ìîäåëü 2 äàåò ðå-çóëüòàòû, áëèçêèå ê ìîäåëè 1; â áåçûìïóëüñíîì ñëåäå 〈u′2〉 ≈ 〈v′2〉
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à á�èñ. 6. Èçìåíåíèå âî âðåìåíè (t/T = 1.0; 3.0; 5.0) ëèíèé 〈p1〉∗(y∗, z∗0 , t), z∗0 = 2 â áåçûìïóëüñíîìñëåäå (à) è â ñëåäå çà áóêñèðóåìûì òåëîì (á); ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû ïî ìîäåëè 1; ìîäåëè 2 è 3äàþò áëèçêèå çíà÷åíèÿÄèíàìèêà òóðáóëåíòíûõ ñëåäîâ â ëèíåéíî ñòðàòè�èöèðîâàííîé æèäêîñòè õàðàê-òåðèçóåòñÿ ðèñ. 6, íà êîòîðîì èçîáðàæåíî èçìåíåíèå âî âðåìåíè (t/T = 1.0; 3.0; 5.0)ëèíèé 〈p1〉∗(y∗, z∗0 , t), z∗0 = 2 â áåçûìïóëüñíîì ñëåäå è ñëåäå çà áóêñèðóåìûì òåëîì.Èçîëèíèè èçáûòî÷íîãî äàâëåíèÿ íîñÿò �âîëíîâîé� õàðàêòåð. Îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìà-íèå òîò �àêò, ÷òî áóêñèðóåìîìó òåëó ñîîòâåòñòâóþò áîëüøèå çíà÷åíèÿ 〈p1〉∗(y∗, z∗0 , t)è ýòî îáóñëîâëåíî áîëüøèìè âîçìóùåíèÿìè, âíîñèìûìè òóðáóëåíòíûì ñëåäîì çà áóê-ñèðóåìûì òåëîì â ñòðàòè�èöèðîâàííóþ æèäêîñòü. Ïîñëåäíåå, êàê îòìå÷àëîñü âûøå,ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì â ñëåäå çà áóêñèðóåìûì òåëîì ïîðîæäåíèÿ ýíåðãèè òóðáóëåíòíîñòèçà ñ÷åò ãðàäèåíòîâ ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè.Çàêëþ÷åíèåÎñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì.� Ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ý��åêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ðàñùåïëåíèÿ ïðè ïîñ-òðîåíèè ÷èñëåííûõ ìîäåëåé äèíàìèêè òóðáóëåíòíîãî ñëåäà çà áóêñèðóåìûì òåëîì â ëè-íåéíî ñòðàòè�èöèðîâàííîé ñðåäå. Ïîñòðîåíû ÷èñëåííûå ìîäåëè, îñíîâàííûå íà òðåõ-ìåðíîé ñèñòåìå ïàðàáîëèçîâàííûõ îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè, äëÿ çàìû-êàíèÿ êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ èåðàðõèÿ ïîëóýìïèðè÷åñêèõ ìîäåëåé òóðáóëåíòíîñòè âòî-ðîãî ïîðÿäêà.� Îñóùåñòâëåíî òåñòèðîâàíèå ÷èñëåííûõ ìîäåëåé. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷å-òîâ, äåìîíñòðèðóþùèå äèíàìèêó äàëüíåãî òóðáóëåíòíîãî ñëåäà çà áóêñèðóåìûì òåëîìâ ñîïîñòàâëåíèè ñ äèíàìèêîé äàëüíåãî ñëåäà çà ñàìîäâèæóùèìñÿ òåëîì â ëèíåéíî ñòðà-òè�èöèðîâàííîé æèäêîñòè.� Ïîêàçàíî, ÷òî òóðáóëåíòíûé ñëåä çà áóêñèðóåìûì òåëîì õàðàêòåðèçóåòñÿ ñóùå-ñòâåííî áîëüøèìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ðàçìåðàìè. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî â òóðáóëåíò-íîì ñëåäå çà áóêñèðóåìûì òåëîì èìååòñÿ ïîðîæäåíèå çà ñ÷åò ãðàäèåíòîâ îñðåäíåííîéïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè.



92 Í.Ï. Ìîøêèí� �àññìîòðåí âîïðîñ îá àíèçîòðîïíîì âûðîæäåíèè òóðáóëåíòíîñòè â ñëåäå çà áóê-ñèðóåìûì òåëîì â ëèíåéíî ñòðàòè�èöèðîâàííîé ñðåäå.Àâòîð ïðèçíàòåëåí �.�. ×åðíûõ è À.Â. Ôîìèíîé çà ïîìîùü ïðè âûïîëíåíèè ðàáîòû.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Meunier P., Spedding G.R. Strati�ed propelled wakes // J. Fluid Meh. 2006. Vol. 552.P. 229�256.[2℄ Dommermuth D.G., Rottman J.W., Innis G.E., Novikov E.A. Numerial simulationof the wake of a towed sphere in a weakly strati�ed �uid // J. Fluid Meh. 2002. Vol. 473.P. 83�101.[3℄ Gourlay M.J., Arendt S.C., Fritts D.C., Werne J. Numerial modelling of initiallyturbulent wakes with net momentum // Physis of Fluids. 2001. Vol. 13, N. 12. P. 3783�3802.[4℄ Chernykh G.G., Voropayeva O.F. Numerial modelling of momentumless turbulent wakedynamis in a linear strati�ed medium // Comput. and Fluids. 1999. Vol. 28. P. 281�306.[5℄ Rodi W. Examples of alulation method for �ow and mixing in strati�ed �uids // J. Geophys.Res. 1987. Vol. 92, N. 5. P. 5305�5328.[6℄ Lin J.T., Pao Y.H. Wakes in strati�ed �uids // Annu. Rev. Fluid Meh. 1979. Vol. 11.P. 317�336.[7℄ Hassid S. Collapse of turbulent wakes in strati�ed media // J. Hydronautis. 1980. Vol. 14.P. 25�32.[8℄ ßíåíêî Í.Í. Ìåòîä äðîáíûõ øàãîâ ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �è-çèêè. Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1967.[9℄ Áåëîöåðêîâñêèé Î.Ì. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä. Ì.: Íà-óêà, 1977.[10℄ Äàíèëåíêî À.Þ., Êîñòèí Â.È., Òîëñòûõ À.È. Î íåÿâíîì àëãîðèòìå ðàñ÷åòà òå÷å-íèé îäíîðîäíîé è íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè. Ì., 1985 (Ïðåïðèíò/ÂÖ ÀÍ ÑÑÑ�).[11℄ Âîðîïàåâà Î.Ô., Ìîøêèí Í.Ï., ×åðíûõ �.�. Âíóòðåííèå âîëíû, ãåíåðèðóåìûå òóð-áóëåíòíûìè ñëåäàìè çà áóêñèðóåìûì è ñàìîäâèæóùèìñÿ òåëàìè â ëèíåéíî ñòðàòè�èöè-ðîâàííîé ñðåäå // Ìàòåìàò. ìîäåëèðîâàíèå. 2000. Ò. 12, � 1. C. 77�94.Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 2 íîÿáðÿ 2008 ã.


