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Îäíîìåðíîå èñòå÷åíèå â âàêóóì íîðìàëüíîãî ãàçà,ãðàâèòèðóþùåãî ïî Íüþòîíó∗Ñ.Ë. Äåðÿáèí, À.Â. ÌåçåíöåâÓðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ, Åêàòåðèíáóðã, �îññèÿe-mail: SDeryabin�math.usurt.ru, ÀMezentsev�math.usurt.ru�àññìàòðèâàþòñÿ îäíîìåðíûå òå÷åíèÿ ãàçà â ïðåäïîëîæåíèè, ó÷èòûâàþùåì�åíîìåí ãðàâèòàöèè. Èññëåäóþòñÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ íîðìàëüíîãî ãàçà ñ ðàç-ëè÷íûìè îñîáåííîñòÿìè è ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, íàèáîëååòî÷íî îïèñûâàþùåå �èçè÷åñêèé ïðîöåññ. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðàñïàäå ðàçðû-âà, ðåøåíèå êîòîðîé ñòðîèòñÿ âî âñåé îáëàñòè òå÷åíèÿ äî âàêóóìà âêëþ÷èòåëüíî.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íîðìàëüíûé ãàç, ãðàâèòèðóþùèé ïî Íüþòîíó, ñâîáîäíàÿ ïî-âåðõíîñòü ãàç�âàêóóì, ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû.ÂâåäåíèåÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ çàäà÷è îá îäíîìåðíîì è ìíîãîìåðíîì èñòå÷åíèè â âàêóóì èäåàëü-íîãî ïîëèòðîïíîãî ãàçà, â òîì ÷èñëå ïðè ó÷åòå âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë è â óñëîâèÿõñàìîãðàâèòàöèè, äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èññëåäîâàíû. Òàêæå èçó÷àëèñü îäíîìåðíûå òå-÷åíèÿ íîðìàëüíîãî ãàçà äëÿ îäíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ è áåç ó÷åòàãðàâèòàöèè. Îáçîð ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî íàéòè â [1�3℄.Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíîìåðíûå òå÷åíèÿ íîðìàëüíîãî ãàçà ñ óðàâíå-íèåì ñîñòîÿíèÿ, ïîçâîëÿþùèì ó÷èòûâàòü ãðàâèòàöèþ ïî Íüþòîíó.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è èññëåäîâàíèå óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿÏóñòü â ìîìåíò t = 0 ñ�åðà èëè öèëèíäð Γ ðàäèóñà R > 0 îòäåëÿåò íîðìàëüíûé, ãðà-âèòèðóþùèé ïî Íüþòîíó ãàç îò âàêóóìà. Â çàäà÷å î ñõëîïûâàíèè îäíîìåðíîé ïîëîñòèïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãàç íàõîäèòñÿ ñíàðóæè, à âíóòðè ïîëîñòè � âàêóóì (ðèñ. 1).Åñëè âíóòðè öèëèíäðà íàõîäèòñÿ ãàç, à ñíàðóæè � âàêóóì, òî ýòî çàäà÷à î ðàçëåòåãàçà (ðèñ. 2).Ïðè ýòîì â ìîìåíò t = 0 èçâåñòíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ãàçà: u = u0(x) �ñêîðîñòü ãàçà; S = S0(x) � ýíòðîïèÿ; ρ = ρ0(x) � ïëîòíîñòü ãàçà, ãäå x � ðàññòîÿíèåäî îñè èëè öåíòðà ñèììåòðèè. Ôóíêöèè u0, S0, ρ0 ïðåäïîëàãàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè, àïëîòíîñòü ãàçà âñþäó áîëüøå íóëÿ, â òîì ÷èñëå ρ0(x)|Γ > 0. Â ìîìåíò t = 0 íà÷èíàåòñÿäâèæåíèå ãàçà, îïðåäåëÿåìîå çàäàííûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè u0, S0, ρ0, è ýòî äâèæåíèå âäàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü �îíîâûì òå÷åíèåì.
∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñëåäîâàíèé(ãðàíò � 08-01-00052).
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�èñ. 1 �èñ. 2Êðîìå ýòîãî, â ìîìåíò t = 0 ïîâåðõíîñòü Γ ìãíîâåííî ðàçðóøàåòñÿ è íà÷èíàåò-ñÿ èñòå÷åíèå ãàçà â âàêóóì. Âîçìóùåíèÿ, âîçíèêøèå â �îíîâîì òå÷åíèè â ðåçóëüòàòåìãíîâåííîãî ðàçðóøåíèÿ ïîâåðõíîñòè Γ, ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïî ãàçó â âèäå âîëíû ðàçðå-æåíèÿ, îòäåëåííîé îò �îíîâîãî òå÷åíèÿ ãðàíèöåé Γ1 � ïîâåðõíîñòüþ ñëàáîãî ðàçðûâà.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âîëíà ðàçðåæåíèÿ ïðèìûêàåò ê âàêóóìó: ρ0(x)|Γ0 = 0, ãäå Γ0 � ñâî-áîäíàÿ ïîâåðõíîñòü, îòäåëÿþùàÿ âîëíó ðàçðåæåíèÿ îò âàêóóìà. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòüêàê �îíîâîå òå÷åíèå, òàê è âîëíó ðàçðåæåíèÿ, à òàêæå íàéòè çàêîíû äâèæåíèÿ Γ1 è

Γ0. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à åñòü çàäà÷à î ðàñïàäå ðàçðûâà â ñëó÷àå, êîãäàâ íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íåïîäâèæíàÿ ñòåíêà Γ îòäåëÿåò ãàç îò âàêóóìà.Îäíîìåðíûå òå÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ãàçà îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé [4℄:
ρt + ρxu + ρ

(

ux + ν
u

x

)

= 0,

ut + uux +
1

ρ
px = F (x, t),

St + uSx = 0,

(1.1)
ãäå

F (x, t) = −2νπ
G

xν

x
∫

a

rνρ(r, t)dr, G = 6, 67 · 10−11H · ì2êã2
.Çäåñü p � äàâëåíèå, G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, ν � ïîêàçàòåëü ñèììåòðèè(ν = 1 � öèëèíäðè÷åñêàÿ; ν = 2 � ñ�åðè÷åñêàÿ). Åñëè ãàçîâûé öèëèíäð (øàð) ðàçëå-òàåòñÿ, òî a = 0. Åñëè ïðîèñõîäèò ñõëîïûâàíèå îäíîìåðíîé ïîëîñòè, òî a = x0(t), ãäå

x0(t) � íåèçâåñòíûé çàêîí äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè Γ0.Ñèñòåìà (1.1) íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé, ïîñêîëüêó íåèçâåñòíûõ �óíêöèé ÷åòûðå
(ρ, u, S, p), à óðàâíåíèé òðè. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî çàäàòü óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, îïðåäå-ëÿþùåå òåðìîäèíàìè÷åñêóþ ïðèðîäó ãàçà. Â ðàáîòàõ [1, 5, 6℄ èññëåäîâàíî îäíîìåðíîåèñòå÷åíèå â âàêóóì èäåàëüíîãî ïîëèòðîïíîãî ãàçà â óñëîâèÿõ ñàìîãðàâèòàöèè ñ óðàâ-íåíèåì ñîñòîÿíèÿ

p =
S2ργ

γ
, γ = 
onst > 1.Â ðàáîòå [3℄ èññëåäîâàëèñü îäíîìåðíûå òå÷åíèÿ íîðìàëüíîãî ãàçà ñ óðàâíåíèåì ñî-ñòîÿíèÿ, èìåþùèì ñòåïåííóþ îñîáåííîñòü, áåç ó÷åòà ãðàâèòàöèè:

p =
ργ

γ
f(ρ, S), γ = 
onst > 1.



Îäíîìåðíîå èñòå÷åíèå â âàêóóì íîðìàëüíîãî ãàçà 27Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíèÿ áóäóò ïðîâîäèòüñÿ äëÿ íîðìàëüíîãî ãàçà â óñëîâèÿõñàìîãðàâèòàöèè è ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ
p =

ργ

γ
f(ρ, S), γ = 
onst > 1,ãäå f(ρ, S) � àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè {0 ≤ ρ ≤ ρ∗, S∗ < S < S∗}.Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ îò ñèñòåìû èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé (1.1) äåëàåòñÿ ïåðåõîä ê ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïóòåì ââåäå-íèÿ äîïîëíèòåëüíîé íåèçâåñòíîé �óíêöèè F (x, t). Äè��åðåíöèðóÿ F ïî t è x, ó÷èòû-âàÿ óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè, ïîëó÷èì, êàê è â [6℄, äâà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿäëÿ F :

Fx = −ν

x
F − 2νπρG, Ft = 2νπρGu. (1.2)Ïîëó÷èâøàÿñÿ ñèñòåìà (1.1), (1.2) ïåðåîïðåäåëåíà: ïÿòü óðàâíåíèé äëÿ ÷åòûðåõíåèçâåñòíûõ �óíêöèé, îäíàêî ïåðåêðåñòíûì äè��åðåíöèðîâàíèåì ìîæíî óáåäèòüñÿ,÷òî ñèñòåìà (1.1), (1.2) ñîâìåñòíà.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ �îíîâîãî òå÷åíèÿ íåîáõîäèìî äëÿ ñèñòåìû (1.1), (1.2) ðåøèòü çà-äà÷ó Êîøè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè ïðè t = 0:

u|t=0 = u0(x), S|t=0 = S0(x), ρ|t=0 = ρ0(x),

F |t=0 = F0(x) = −2νπ
G

xν

x
∫

a0

rνρ0(r)dr,
(1.3)ãäå a0 = 0, åñëè ãàç ðàçëåòàåòñÿ; a0 = R, åñëè ïðîèñõîäèò ñõëîïûâàíèå îäíîìåðíîéïîëîñòè.Åñëè ρ0(x)� àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, òî, êàê è â [6℄, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî F0(x)åñòü àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, íå èìåþùàÿ îñîáåííîñòåé ïðè x = 0. Ïîñêîëüêó ðàñ-ñìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé òèïà Êîâàëåâñêîé, à íà÷àëüíûå äàííûå �àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè, òî çàäà÷à Êîøè èìååò [7℄ ïðè ìàëûõ t àíàëèòè÷åñêîå ðåøå-íèå, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü, íàïðèìåð, â âèäå ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì t ñêîý��èöèåíòàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ àíàëèòè÷åñêèìè �óíêöèÿìè îò x â îêðåñòíîñòè òî÷êè

x = R. Ýòî ðåøåíèå â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü �îíîâûì òå÷åíèåì:
ρ = ρ00(x, t), u = u00(x, t), S = S00(x, t), F = F00(x, t).Çíàÿ �îíîâîå òå÷åíèå, ïî ñòàíäàðòíîé ìåòîäèêå [8℄ ïîëó÷àåì óðàâíåíèå çâóêîâîé õà-ðàêòåðèñòèêè êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ-íåíèÿ:

dx

dt
= u00 ± c00, x(0) = R,ãäå c00 = c2 =

∂p

∂ρ
� ñêîðîñòü çâóêà �îíîâîãî òå÷åíèÿ, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìàÿ ïî

ρ00(x, t).Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à Êîøè èìååò åäèíñòâåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå x = x1(t). Ïîä-ñòàâëÿÿ x = x1(t) â ãàçîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû �îíîâîãî òå÷åíèÿ, ïîëó÷àåì óñëîâèÿíà õàðàêòåðèñòèêå Γ1:
ρ|Γ1 = ρ00(x1(t), t) = ρ0(t), u|Γ1 = u00(x1(t), t) = u0(t), (1.4)

S|Γ1 = S00(x1(t), t) = S0(t), F |Γ1 = F00(x1(t), t) = F 0(t).
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h0(ρ, S) =

√

γf(ρ, S) + ρfρ(ρ, S).Äîïîëíèòåëüíî áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî �óíêöèÿ h0(ρ, S) àíàëèòè÷íà â îáëàñòè {0 ≤
ρ ≤ ρ0(0), S∗ < S < S∗}.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âîëíû ðàçðåæåíèÿ ñäåëàåì, êàê è â [6℄, çàìåíó ïåðåìåííûõ: çà íåçà-âèñèìûå ïåðåìåííûå âîçüìåì t, ρ, à çà íåèçâåñòíûå �óíêöèè x, u, S, F . ßêîáèàí òàêîãîïðåîáðàçîâàíèÿ J = xρ. Â ðåçóëüòàòå ýòîé çàìåíû ïîëó÷èì ñèñòåìó:

xt = u + ρ
(

uρ + νxρ

u

x

)

,

xρut − ρu2
ρ − νρxρ

u

x
uρ + ργ−2h2(ρ, S) + fSργ−1Sρ = xρF,

xρSt − ρ
(

uρ + νxρ

u

x

)

Sρ = 0,

Ft = −ν
xt

x
F + 2νπGρ(u − xt).

(1.5)
Òå÷åíèå â îáëàñòè ìåæäó Γ1 è Γ0 (â îáëàñòè âîëíû ðàçðåæåíèÿ) áóäåì ñòðîèòü êàêðåøåíèå ñèñòåìû (1.5) ñ äàííûìè (1.4) íà õàðàêòåðèñòèêå Γ1. Ïîñêîëüêó Γ1 � õàðàê-òåðèñòèêà êðàòíîñòè îäèí, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ åäèíñòâåííîãî ëîêàëüíî-àíàëèòè÷åñêîãîðåøåíèÿ íåîáõîäèìî çàäàòü îäíî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå [1℄. Åñëè áû ïîâåðõíîñòü Γóáèðàëàñü ìåäëåííî, òî òàêèì óñëîâèåì áûëî áû óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ íà ñòåíêå. Åñëèæå ïîâåðõíîñòü Γ óáèðàåòñÿ ìãíîâåííî, ýòèì óñëîâèåì â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (ρ, t)ñëóæèò [1℄ ñîîòíîøåíèå

x(0, ρ) = R. (1.6)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïèñàíèÿ âîëíû ðàçðåæåíèÿ ìåæäó Γ1 è Γ0 èìååì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó (1.4)�(1.6), êîòîðàÿ â äàëüíåéøåì è áóäåò íàçûâàòüñÿ çàäà÷åé î ðàñïàäåñïåöèàëüíîãî ðàçðûâà.2. Ïîñòðîåíèå âîëíû ðàçðåæåíèÿÒåîðåìà 2.1. Ñóùåñòâóåò t0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè 0 < t < t0, ρ∗ ≤ ρ ≤ ρ0(0) â íåêî-òîðîé îêðåñòíîñòè Γ1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ëîêàëüíî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèåçàäà÷è (1.4)�(1.6) î ðàñïàäå ñïåöèàëüíîãî ðàçðûâà.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñîñòîèò, êàê è â [6℄, â ñâåäåíèè ê òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèèåäèíñòâåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîé çàäà÷è Êîøè ñòàíäàðò-íîãî âèäà [1℄. Ïîñêîëüêó òåîðåìà 2.1 íîñèò ëîêàëüíûé õàðàêòåð, îíà íå ãàðàíòèðóåò,÷òî ρ = 0 ïîïàäåò â èíòåðâàë [ρ∗; ρ
0(0)] (ðèñ. 3).Äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñà î òîì, âõîäèò ëè ïîâåðõíîñòü Γ0 (ρ = 0) â îáëàñòü ïðèìå-íèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.4)�(1.6), ðàçëîæèì åãî â ðÿä ïî ñòåïåíÿì t

f(t, ρ) =











x
u
S
F











=
∞
∑

k=0











xk

uk

Sk

Fk











tk

k!
=

∞
∑

k=0

fk(ρ)
tk

k!
, (2.1)
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�èñ. 3 �èñ. 4÷òî ïðè ìàëûõ t âîçìîæíî â ñèëó àíàëèòè÷íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà âíåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Γ1.Â �èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà (2.1) ïî òåîðåìå 2.1 ïðèâåäåíàíà ðèñ. 4.Èç íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî x0(ρ) = R;
F0(ρ) = F0 =



















0 ïðè ñõëîïûâàíèè îäíîìåðíîé ïîëîñòè,
−2νπ

G

Rν

R
∫

0

rνρ0(r)dr = 
onst 6= 0 ïðè ðàçëåòå ãàçà.Â ñèñòåìå (1.5) ïîëîæèì t = 0, è, ó÷èòûâàÿ (1.6), áóäåì èìåòü:
1) x1 = u0 + ρu0ρ;

2) − ρu2
0ρ + ργ−2h2

0(ρ, S0) + fSργ−1S0ρ = 0;

3) S0ρu0ρ = 0;

4) F1 = 2νπGρ(u0 − x1) − ν
x1

x0

F0 � ïðè ðàçëåòå ãàçà;
5) F1 = 2νπGρ(u0 − x1) � ïðè ñõëîïûâàíèè ïîëîñòè.

(2.2)
Èíòåãðèðóÿ òðåòüå óðàâíåíèå è ïðåîáðàçóÿ âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.2), ïîëó÷èì

S0 = S0(R) = S00(0) = 
onst,
u0ρ = ±ρ

γ−3
2

√

γf + ρfρ = ±ρ
γ−3

2 h0(ρ, S0) = ±ρ
γ−3

2 h(ρ).Çíàê ïëþñ â âûðàæåíèè äëÿ u0ρ âûáèðàåòñÿ ïðè ñõëîïûâàíèè îäíîìåðíîé ïîëîñòè, àçíàê ìèíóñ � ïðè ðàçëåòå ãàçà.Ïðîèíòåãðèðóåì âûðàæåíèå äëÿ u0ρ íà îòðåçêå 0 ≤ ρ ≤ ρ0 (ρ0 = ρ0(0)) è ïîñëåïðåîáðàçîâàíèé èìååì
u0 = u00 ±

ρ
∫

ρ0

ρ
γ−3

2 h(ρ)dρ = u00 ∓
ρ0
∫

0

ρ
γ−3

2 h(ρ)dρ ±
ρ
∫

0

ρ
γ−3

2 h(ρ)dρ.



30 Ñ.Ë. Äåðÿáèí, À.Â. ÌåçåíöåâÇäåñü è äàëåå â ïîëó÷àåìûõ �îðìóëàõ áóäåì ñ÷èòàòü âåðõíèé çíàê â ñèìâîëàõ ±, ∓ñîîòâåòñòâóþùèì ñõëîïûâàíèþ îäíîìåðíîé ïîëîñòè, à íèæíèé � ðàçëåòó ãàçà.Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ
u∗ = u0(x)|Γ ∓

ρ0
∫

0

ρ
γ−3

2 h(ρ)dρ, H(ρ) =

ρ
∫

0

ρ
γ−3

2 h(ρ)dρ

ρ
γ−1

2

,áóäåì èìåòü
u0 = u∗ ± ρ

γ−1
2 H(ρ).Êàê ïîêàçàíî â [1℄, �óíêöèè f(ρ, S0), h(ρ), √h(ρ), 1/

√

h(ρ), à òàêæå H(ρ) ÿâëÿþòñÿàíàëèòè÷åñêèìè â îáëàñòè 0 ≤ ρ ≤ ρ0.Äëÿ íàõîæäåíèÿ x1, F1 ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â ïåðâîå è ÷åòâåðòîåóðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.2):
x1 = u∗ − ρ

γ−1
2 H(ρ) − ρ

γ−1
2 h(ρ) = u∗ − ρ

γ−1
2 [h(ρ) + H(ρ)],

F1 = −2νπGh(ρ)ρρ
γ−1

2 − ν
F0

x0

[

u∗ − ρ
γ−1

2 H(ρ)
]

.Ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ x1ρ. Äëÿ ýòîãî âûðàçèì H
′

(ρ) ÷åðåç h(ρ) è H(ρ):
x1ρ = ±ρ

γ−3
2

[

γ + 1

2
h(ρ) + ρh

′

(ρ)
]

.Îêîí÷àòåëüíî èìååì ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó íà÷àëüíûõ êîý��èöèåíòîâ ðÿäîâ (2.1)
x1 = u∗ ± ρ

γ−1
2 [h(ρ) + H(ρ)];

u0 = u∗ ± ρ
γ−1

2 H(ρ);

S0 = S00(0);

F1 = ∓F1(ρ)ρρ
γ−1

2 ∓ F2(ρ)ρ
γ−1

2 − γ
u∗

R
F0;

u0ρ = ±ρ
γ−3

2 h(ρ);

x1ρ = ±ρ
γ−3

2

[

γ + 1

2
h(ρ) + ρh

′

(ρ)
]

.

(2.3)
Çäåñü F1(ρ), F2(ρ) � �óíêöèè àíàëèòè÷åñêèå îò ρ, ñ òåì æå ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè, ÷òîè ó h(ρ).



Îäíîìåðíîå èñòå÷åíèå â âàêóóì íîðìàëüíîãî ãàçà 31Ïðîäè��åðåíöèðóåì ñèñòåìó (1.5) ïî t, ïîëîæèì t = 0, è, ó÷èòûâàÿ (1.6) è ðàíååïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, èìååì:
1) x2 = u1 + ρu1ρ + νρx1ρ

u0

x0

;

2) x1ρu1 − 2ρu0ρu1ρ = νρx1ρ

u0

x0

u0ρ − 2ργ−2h0(ρ, S0)h0S(ρ, S0)S1−

−fS(ρ, S0)ρ
γ−1S1ρ + x1ρF0;

3) x1ρS1 − ρu0ρS1ρ = 0;

4) F2 = 2νπGρ(u1 − x2) − ν
x1

x0
F1 − ν

x2x0 − x2
1

x2
0

F0.

(2.4)
Èíòåãðèðóÿ òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.4), áóäåì èìåòü

S1 = S10ρ
γ+1
2 h(ρ).Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ çàïèøåì åãî â ñëåäóþùåì âèäå:

x1ρu1 − 2ρu0ρu1ρ = G21(ρ),

G21(ρ) = νρx1ρ

u0

x0
u0ρ − 2ργ−2h(ρ)hS(ρ, s0)s1 − fsρ

γ−1s1ρ + x1ρF0.Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
u1ρ −

[

γ + 1

4ρ
+

h
′

(ρ)

2h(ρ)

]

u1 = −G21(ρ)

2ρu0ρ

.Èíòåãðèðóÿ, áóäåì èìåòü
u1 = ρ

γ+1
4

√

h(ρ)(u10 +

ρ
∫

ρ0

−G21(ρ)dρ

2ρ
γ+1
4

+1u0ρ

√

h(ρ)
).Ïîñëå äåòàëüíîãî àíàëèçà â ñëó÷àå γ 6= 5

3
, γ 6= 3 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðóêîý��èöèåíòà u1(ρ):

u1 = U1(ρ)ρ
γ+1

4 + U2(ρ)ρ
γ−1

2 + U3(ρ)ργ−1 + ρU4(ρ) + d2
1,ãäå U1(ρ), U2(ρ), U3(ρ), U4(ρ) � íåêîòîðûå àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè, d2

1 = 
onst 6= 0.Åñëè γ =
5

3
, òî

u1 = U1(ρ)ρ
2
3 + U2(ρ)ρ

1
3 + U3(ρ) ln(ρ)ρ

2
3 + ρU4(ρ) + U5(ρ)ρ

5
3 + d2

1.Åñëè γ = 3, òî
u1 = U1(ρ)ρ + U2(ρ) ln(ρ)ρ + U3(ρ)ρ2 + U4(ρ)ρ3 + ρU5(ρ) + d2

1.



32 Ñ.Ë. Äåðÿáèí, À.Â. ÌåçåíöåâÏîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â ïåðâîå è ÷åòâåðòîå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.4),îïðåäåëÿåì x2 è F2. Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ x2(ρ) è F2(ρ) èìåþò òàêóþ æå ñòðóê-òóðó, êàê è u1(ρ). Îêîí÷àòåëüíî èìååì
g1(ρ) =











x2

u1

S1

F2











= g1
1(ρ)ρ

γ+1
4 + g2

1(ρ)ρ
γ−1

2 + g3
1(ρ)ργ−1 + ρg4

1(ρ) + d1,

ãäå d1(ρ) =











d1
1

d2
1

d3
1

d4
1











=















F0

F0

0

γ2 u2
∗

R2
F0 − γ

F0R − u2
∗

R2
F0















.Äàëåå ñèñòåìà (1.5) äè��åðåíöèðóåòñÿ k ðàç ïî t, ïîëàãàåòñÿ t = 0. Ó÷èòûâàÿ óñëî-âèå (1.6) è ðàíåå ïîëó÷åííûå êîý��èöèåíòû ðÿäà (2.1), èìååì
xk+1 = uk + ρukρ + G1k(ρ),

kx1ρuk − 2ρu0ρukρ = G2k(ρ),

kx1ρSk − ρu0ρSkρ = G3k(ρ),

Fk+1 = G4k(ρ).Çäåñü G1k, G2k, G3k, G4k � �óíêöèè, èçâåñòíûì îáðàçîì çàâèñÿùèå îò xl+1, ul, Sl,
Fl+1 (l < k). Èõ âèä èç-çà ãðîìîçäêîñòè íå ïðèâîäèòñÿ. Èíòåãðèðóÿ òðåòüå è âòîðîåóðàâíåíèÿ ñèñòåìû, áóäåì èìåòü

uk = ρ
γ+1
4

k[
√

h(ρ)]k



uk0 −
1

2

ρ
∫

ρ0

G2k(ρ)ρ−
γ−1

2
(αk+1)[h(ρ)]−

k
2
−1dρ



 ,

Sk = ρ
γ+1
2

khk(ρ)



Sk0 −
ρ
∫

ρ0

G3k(ρ)ρ−
γ−1

2
(2αk+1)[h(ρ)]−k−1dρ



 , α =
γ + 1

2(γ − 1)
.Ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå uk0, Sk0 îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè óñëîâèé (1.4).Ëåììà 2.1. Êîý��èöèåíòû ðÿäîâ (2.1) äëÿ k > 1 èìåþò âèä

xk+1 = d1
k + P 1

k

(

ρ, ρ
γ+1

4 , ρ
γ−1

2 , ρ
γ+1
4 ln ρ

)

, Sk = P 3
k

(

ρ, ρ
γ+1
4 , ρ

γ−1
2 , ρ

γ+1
4 ln ρ

)

,

uk = d2
k + P 2

k

(

ρ, ρ
γ+1

4 , ρ
γ−1

2 , ρ
γ+1
4 ln ρ

)

, Fk+1 = d4
k + P 4

k

(

ρ, ρ
γ+1

4 , ρ
γ−1
2 , ρ

γ+1
4 ln ρ

)� ïðè ðàçëåòå ãàçà,
xk+1 = P 1

k

(

ρ, ρ
γ+1

4 , ρ
γ−1

2 , ρ
γ+1

4 ln ρ
)

, Sk = P 3
k

(

ρ, ρ
γ+1
4 , ρ

γ−1
2 , ρ

γ+1
4 ln ρ

)

,

uk = P 2
k

(

ρ, ρ
γ+1
4 , ρ

γ−1
2 , ρ

γ+1
4 ln ρ

)

, Fk+1 = P 4
k

(

ρ, ρ
γ+1
4 , ρ

γ−1
2 , ρ

γ+1
4 ln ρ

)
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k � ìíîãî÷ëåíû îò óêàçàííûõ àð-ãóìåíòîâ ñòåïåíè íå âûøå Ak, êîý��èöèåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè�óíêöèÿìè îò ρ ñ îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè {0 ≤ ρ ≤ ρ0(0)}. Ïðè÷åì limρ→0 Pk = 0.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùåìó äîêàçàòåëüñòâó èç [1, 6℄ è ïðî-âîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî k. Ñíà÷àëà äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Glk(ρ) îáëàäàþò íóæíîé ñòðóêòó-ðîé, à çàòåì íåïîñðåäñòâåííûì èíòåãðèðîâàíèåì âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî xk+1, uk, Sk, Fk+1 îá-ëàäàþò óêàçàííîé ñòðóêòóðîé. Íà îñíîâàíèè ëåììû ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñòðóêòóðàðåøåíèÿ â çàäà÷å î ðàçëåòå ãàçà ñëåäóþùàÿ:

u = U0(t) + U1(t, ρ), x = x0(t) + x1(t, ρ),

F = F 0(t) + F 1(t, ρ), S = S1(t, ρ) + S00(0),ãäå
x0(t) =

∞
∑

k=0
d1

k

tk

k!
, U0(t) =

∞
∑

k=0

d2
k

tk

k!
, F 0(t) =

∞
∑

k=0

d4
k

tk

k!
. (2.5)Ïðè÷åì limρ→0 x1(t, ρ) = 0, limρ→0 U1(t, ρ) = 0, limρ→0 S1(t, ρ) = 0, limρ→0 F 1(t, ρ) = 0.Äëÿ U0(t), x0(t), F 0(t) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿËåììà 2.2. �ÿäû (2.5) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è

x0
t = U0, x0(0) = R,

U0
t = F 0, U0(0) = u∗,

F 0
t = −ν

x
U0F 0, F 0(0) = F0,

(2.6)ãäå u∗, F0 áåðóòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà (1.4)�(1.6).Ëåììà äîêàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì â ðÿä ïî ñòåïåíÿì t ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.6) è ñðàâ-íåíèåì ïîëó÷åííûõ ðÿäîâ ñ ðÿäàìè (2.5). �ÿäû îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè.Ñèñòåìà (2.6) íå èìååò îñîáåííîñòåé (x(0) = R > 0), ïîýòîìó çàäà÷à (2.6) èìå-åò åäèíñòâåííîå ëîêàëüíî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðÿäàìè(2.5). Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿäû (2.5) ñõîäÿòñÿ.Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ ëåìì äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 2.2. Ïðè 0 ≤ t < t∗ îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (2.1), à òàêæå ðÿäîâ ft, ρfρïîêðûâàåò âñþ çîíó òå÷åíèÿ îò Γ1 äî Γ0 âêëþ÷èòåëüíî. Ïðè ýòîì çàêîí äâèæåíèÿñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïðè ðàçëåòå ãàçà îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîéçàäà÷è (2.6). Ïðè ñõëîïûâàíèè îäíîìåðíîé ïîëîñòè ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü äâèæåòñÿñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ u∗.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó èç [6℄ è ïðîâîäèòñÿ ïî ìåòî-äèêå [1℄, ïîçâîëÿþùåé óñòàíîâèòü íåîãðàíè÷åííîñòü îáëàñòè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ïî ñî-îòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóþòñÿ òåîðåìà 2.1 è ïîëèíî-ìèàëüíàÿ ñòðóêòóðà êîý��èöèåíòîâ ðÿäà. Ïîñêîëüêó ðÿäû (2.1) ëîêàëüíî ñõîäÿòñÿ, àêîý��èöèåíòû ðÿäîâ ìíîãî÷ëåíû îò ρ, ρ
γ+1

4 ln ρ, ρ
γ+1
4 , ρ

γ−1
2 è ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ íåâûøå Ak, òî, êàê è â [1℄, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ M > 0 òàêàÿ, ÷òîðÿäû (2.1) ñõîäÿòñÿ â îáëàñòè

ξ = maxρ∈[0; ρ0]

{

ρ, |ργ+1
4 ln ρ|, ρ

γ+1
4 , ρ

γ−1
2

}

,

Mξ|t| < 1.Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íàõîäèòñÿ t∗.
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�èñ. 5 �èñ. 6Ïîýòîìó òî÷êà ρ = 0, îïðåäåëÿþùàÿ çàêîí äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè Γ0,âêëþ÷àåòñÿ â îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (2.1) (ðèñ. 5).Â �èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäîâ âûãëÿäèò òàê, êàê ïîêàçàíîíà ðèñ. 6.Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2.2 ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå ñïåöè-àëüíîãî ðàçðûâà â âèäå ðÿäîâ (2.1), ñõîäÿùèõñÿ âî âñåé îáëàñòè âîëíû ðàçðåæåíèÿ îò
Γ1 äî Γ0 âêëþ÷èòåëüíî, à òàêæå óñòàíîâëåíû çàêîíû äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè.3. Óñëîâèÿ íîðìàëüíîñòè ãàçà ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ,ñîäåðæàùèì ëîãàðè�ìè÷åñêóþ îñîáåííîñòüÂ çàêëþ÷åíèå ðàáîòû ðàññìîòðèì åùå îäíî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, ïðåäëàãàåìîå �èçè-êàìè äëÿ îïèñàíèÿ íîðìàëüíîãî ãàçà [9℄.Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ãàçà èìååò îäíîâðåìåííî è ëîãàðè�ìè÷åñêóþ, è ñòåïåííóþîñîáåííîñòè:

p = ργ ln ρ f(ρ, S), γ = 
onst > 1.Èññëåäóåì ãàç ñ òàêèì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ íà íîðìàëüíîñòü.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èñïîëüçóþòñÿ äâà îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî ãàçà, ðàçëè÷àþùè-åñÿ �àêòè÷åñêè òîëüêî â îäíîì ìîìåíòå [8, 10℄. Ïåðâîå îïðåäåëåíèå íîðìàëüíîñòè ãàçà� ïî Îâñÿííèêîâó [8℄:
p > 0, pρ > 0, pρρ > 0. (3.1)Âî âòîðîì îïðåäåëåíèè íîðìàëüíîãî ãàçà, ïî Âåéëþ [10℄, òðåòüå íåðàâåíñòâî èçóñëîâèé (3.1) èìååò èíîé âèä:

2pρ + ρpρρ > 0. (3.2)�àçëè÷èå â îïðåäåëåíèÿõ èìååò ãàçîäèíàìè÷åñêóþ ïðèðîäó. Ó íîðìàëüíîãî ãàçà,óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì (3.1), ñêîðîñòü çâóêà ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì ïëîò-íîñòè. Åñëè óñëîâèÿ (3.1) íå âûïîëíÿþòñÿ, íî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3.2), òî ãàç îñòàåò-ñÿ íîðìàëüíûì, ïî òåðìèíîëîãèè Âåéëÿ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñêîðîñòü çâóêà ñòàíîâèòñÿíåìîíîòîííîé �óíêöèåé îò ρ.�àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, êîãäà f(ρ, S) = 
onst. Ïîñêîëüêóíà èíòåðâàëå (0, 1) ln ρ < 0, òî â ñèëó óñëîâèé (3.1) � f(ρ, S) < 0. Ïóñòü f(ρ, S) = −a2,òîãäà pρ áóäåò èìåòü âèä
pρ = a2ργ−1(−γ ln ρ − 1).Ýòî âûðàæåíèå áóäåò áîëüøå íóëÿ íà èíòåðâàëå (0; e−

1
γ

)

.
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pρρ = a2ργ−2[−γ(γ − 1) ln ρ + 1 − 2γ].Òîãäà pρρ > 0 íà èíòåðâàëå (0; e−
1
γ e−

1
(γ−1)

)

.Ïåðâûé èíòåðâàë â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà γ = 1, èìååò âèä (0;
1

e

)

, ïðè óâåëè-÷åíèè γ(γ > 1) åãî ïðàâàÿ ãðàíèöà òîæå óâåëè÷èâàåòñÿ. Âòîðîé èíòåðâàë ñóùåñòâåííîìåíüøå, ÷åì ïåðâûé, è â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà γ = 1, èñ÷åçàåò. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
γ > 1 ñóùåñòâóåò èíòåðâàë íîðìàëüíîñòè ãàçà ñ ìîíîòîííîé ñêîðîñòüþ çâóêà, íî ïðè
γ → 1 + 0 îí ïðàêòè÷åñêè èñ÷åçàåò.Íàéäåì èíòåðâàë çíà÷åíèé ïëîòíîñòè ãàçà, íà êîòîðîì âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3.2),ò. å.

a2ργ−1[2(−γ ln ρ − 1) − γ(γ − 1) ln ρ + 1 − 2γ] > 0.Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå, ïîëó÷èì
a2ργ−1[−γ(γ + 1) ln ρ − 1 − 2γ] > 0.�åøàÿ íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì èñêîìûé èíòåðâàë (0; e−

1
γ e−

1
(γ+1) ) (ðèñ. 7). Â ïðåäåëüíîìñëó÷àå, êîãäà γ = 1, èíòåðâàë èìååò âèä (0;

1

e
√

e

)

, ïðè óâåëè÷åíèè γ(γ > 1) åãî ïðàâàÿãðàíèöà òîæå óâåëè÷èâàåòñÿ.Çàìå÷àíèå 3.1. Â ñëó÷àå ãàçà ñ ìîíîòîííîé ñêîðîñòüþ çâóêà â çàâèñèìîñòè îò ρ,íå çàäàâ êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ γ(γ > 1), íåëüçÿ âûáðàòü íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ρ0(0).Çàìå÷àíèå 3.2. Â ñëó÷àå ãàçà ñ íåìîíîòîííîé ñêîðîñòüþ çâóêà ïðè ïîñòàíîâêåçàäà÷è çàâåäîìî ìîæíî âçÿòü ρ0(0) èç èíòåðâàëà (0;
1

e
√

e

)

.ÂûâîäûÍîðìàëüíûé ãàç, èìåþùèé ëîãàðè�ìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü â óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ, ÿâ-ëÿåòñÿ ðàçðåæåííûì ãàçîì: (ρ0(0) ∈
(

0;
1

e
√

e

)). Â ðàáîòàõ [1, 6℄ ïîêàçàíî, ÷òî ãðàâè-òàöèÿ íà÷èíàåò ñêàçûâàòüñÿ, åñëè ãàç èìååò î÷åíü áîëüøóþ ïëîòíîñòü (ρ ∼ 1011). Ïî-ýòîìó èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ äëÿ ãàçà,ãðàâèòèðóþùåãî ïî Íüþòîíó, íå ïðèâîäèò ê ñîäåðæàòåëüíûì ðåçóëüòàòàì.Âñå ïîëó÷åííûå â ñòàòüå ðåçóëüòàòû äîêàçàíû ñòðîãî, íî íîñÿò ëîêàëüíûé õàðàê-òåð. Ïîýòîìó îíè íå ó÷èòûâàþò îñîáåííîñòåé, âîçìîæíî, âîçíèêàþùèõ â ñðåäíåé ÷àñòèòå÷åíèÿ.Àâòîðû áëàãîäàðÿò Ñ.Ï. Áàóòèíà çà ïîëåçíîå îáñóæäåíèå äàííîé ðàáîòû.
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