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Î ïîñòðîåíèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ çàäà÷è Ñòîêñàñ ðàçðûâíûì êîý��èöèåíòîì âÿçêîñòè∗À.Â. �óêàâèøíèêîâÕàáàðîâñêîå îòäåëåíèå Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÄÂÎ �ÀÍ, �îññèÿe-mail: alexeyruk�mail.ruÄëÿ çàäà÷è Ñòîêñà ñ ðàçðûâíûì êîý��èöèåíòîì âÿçêîñòè ïðèìåíåí ìåòîä äå-êîìïîçèöèè îáëàñòè â ñî÷åòàíèè ñ àïïðîêñèìàöèåé çàäà÷è íà ïîäîáëàñòÿõ ïðèïîìîùè íåêîí�îðìíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõóðàâíåíèé ïîñòðîåí èòåðàöèîííûé ìåòîä ñ áëî÷íûì ïåðåîáóñëîâëèâàíèåì ìàòðè-öû ñèñòåìû.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä äåêîìïîçèöèè îáëàñòè, íåêîí�îðìíûå êîíå÷íûå ýëå-ìåíòû, çàäà÷à Ñòîêñà, ðàçðûâíûå êîý��èöèåíòû, ïåðåîáóñëîâëèâàòåëü.ÂâåäåíèåÈñïîëüçîâàíèå íåêîí�îðìíîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [1, 2℄ íà äåêîìïîçèöèîí-íîé îáëàñòè â ñî÷åòàíèè ñ ìîðòàðíûìè ñêëåéêàìè íà èíòåð�åéñå ìåæäó ïîäîáëàñòÿìèìîæåò áûòü âåñüìà ý��åêòèâíûì ïðè âû÷èñëåíèè òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèä-êîñòè ñ íåîäíîðîäíûì (êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì) êîý��èöèåíòîì â ýëëèïòè÷åñêîé ÷àñòèóðàâíåíèÿ [3℄.Ìåòîä ìîðòàðíûõ ýëåìåíòîâ âïåðâûå áûë ïðåäñòàâëåí â [4℄ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿÏóàññîíà. Îñíîâíûå èäåè ìåòîäà çàêëþ÷åíû â ñëåäóþùåì:1) â êà÷åñòâå óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ íà èíòåð�åéñå èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ ñëàáîéíåïðåðûâíîñòè;2) íåîáõîäèìî ïðàâèëüíî âûáèðàòü êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ïðîñòðàíñòâà íà îáùåé ãðà-íèöå ïîäîáëàñòåé.Îá îöåíêàõ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó äëÿ çàäà÷ ýë-ëèïòè÷åñêîãî òèïà ìîæíî óçíàòü, íàïðèìåð, èç ðàáîòû [5℄. Òåîðåòè÷åñêîìó èññëåäîâà-íèþ çàäà÷è Ñòîêñà ñ îäíîðîäíûì (ïîñòîÿííûì) êîý��èöèåíòîì êèíåìàòè÷åñêîé âÿç-êîñòè íà äåêîìïîçèöèîííîé îáëàñòè ñ íåñòûêóþùèìèñÿ ñåòêàìè íà èíòåð�åéñå ìåæäóïîäîáëàñòÿìè ïîñâÿùåíû ðàáîòû [6, 7℄.Â îòëè÷èå îò âûøåóïîìÿíóòûõ ðàáîò â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìîòðåí ñëó÷àé ðàçðûâ-íîãî (êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî) êîý��èöèåíòà êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè â ýëëèïòè÷åñêîé÷àñòè óðàâíåíèÿ. Èñõîäíàÿ îáëàñòü, â íàøåì ñëó÷àå, ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäîáëàñòè òàê,
∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðåçèäèóìà ÄÂÎ �ÀÍ (ïðîåêò � 06-III-À-01-001),�îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò � 07-01-00210-a) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �ÔÌÊ-2092.2007.1.
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Î ïîñòðîåíèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ çàäà÷è Ñòîêñà ñ ðàçðûâíûì... 111÷òîáû íà êàæäîé èç íèõ êîý��èöèåíò âÿçêîñòè áûë ïîñòîÿííûé. Äëÿ òàêîé äåêîì-ïîçèöèè îáëàñòè ïðåäëîæåíà íîâàÿ âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ó÷èòûâàþùàÿñëåäóþùèå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íà ëèíèè ðàçðûâà ìíîæèòåëÿ:1) óñëîâèå ñëàáîé íåïðåðûâíîñòè êîìïîíåíò âåêòîð-�óíêöèè ñêîðîñòè;2) ðàâåíñòâî ïîòîêîâ ñêîðîñòåé ñ äàâëåíèåì íà �óíêöèîíàëàõ.Ïîäõîä íàñòîÿùåé ñòàòüè áîëåå îáùèé ïî ñðàâíåíèþ ñ [6℄, òàê êàê ïîçâîëÿåò êà÷å-ñòâåííî ó÷èòûâàòü îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Ñòîêñà íà èíòåð�åéñå ìåæäó ïîäîá-ëàñòÿìè â ñëó÷àå ðàçðûâíîãî êîý��èöèåíòà êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè. Â ðàáîòàõ [8, 9℄ïîëó÷åíû àïðèîðíûå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííîãî ïî ìåòîäó êîíå÷íûõýëåìåíòîâ ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ â ðàçëè÷íûõ íîðìàõ ñïåöèàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîñòðîåí è ðåàëèçîâàí èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, ñîñòîÿùèé èç ÷åòû-ðåõ ýòàïîâ, ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
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]ñ ïåðåîáóñëîâëèâàíèåì ìàòðèö A è S = BTA−1B.Ïðåäëîæåííóþ â ðàáîòå ìåòîäèêó, à èìåííî: 1) ðàçáèåíèå îáëàñòè íà ïîäîáëàñòè,íà êîòîðûõ êîý��èöèåíò âÿçêîñòè ïîñòîÿíåí; 2) èñïîëüçîâàíèå ñåòîê íà ïîäîáëàñòÿõ,íå ñòûêóþùèõñÿ íà îáùåì èíòåð�åéñå, â ñî÷åòàíèè ñ ìîðòàðíûìè ñêëåéêàìè ðåøåíèÿíà îáùåé ãðàíèöå ñ ïîìîùüþ óñëîâèé ñëàáîé íåïðåðûâíîñòè; 3) ïîñòðîåíèå áëî÷íîãîïåðåîáóñëîâëèâàíèÿ, ìîæíî ïåðåíåñòè íà çàäà÷ó òå÷åíèÿ äâóõ�àçíîé âÿçêîé íåñæèìàå-ìîé æèäêîñòè (íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà), êîãäà èíòåð�åéñ ìåæäó �àçàìèïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâóþ ëèíèþ [10 � 12℄.�àáîòà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ðàçäåëîâ è çàêëþ÷åíèÿ. Â ðàçä. 1 îáñóæäàåòñÿ ïîñòà-íîâêà çàäà÷è Ñòîêñà ñ ðàçðûâíûì êîý��èöèåíòîì êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè íà äåêîì-ïîçèöèîííîé îáëàñòè. �àçäåë 2 ïîñâÿùåí èçëîæåíèþ àëãîðèòìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿçàäà÷è Ñòîêñà ñ èñïîëüçîâàíèåì íåêîí�îðìíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è �óíêöèé ñêëåé-êè íà ãðàíèöå ìåæäó ïîäîáëàñòÿìè (ìîðòàðíûå ýëåìåíòû). Ïîñòðîåíèå èòåðàöèîííîãîìåòîäà ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îïèñàíî âðàçä. 3. Â ðàçä. 4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ ìîäåëüíîé çàäà÷è. Â çà-êëþ÷åíèè äåëàþòñÿ âûâîäû îá ý��åêòèâíîñòè èñïîëüçîâàííîãî ïîäõîäà.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÏóñòü Ω ⊂ R2 � ïðÿìîóãîëüíèê
Ω = Ω1 ∪ Ω2 = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 2π, 0 ≤ y ≤ π}ñ ãðàíèöåé Γ =

4
⋃

i=1

Γi, ãäå Γ1 è Γ3 � íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà, à Γ2 è
Γ4 � ïðàâàÿ è ëåâàÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ïîäîáëàñòè Ω1 è Ω2 = Ω\Ω1 ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè,ãäå Ω1 = {(x, y) : 0 < x < π, 0 < y < π}. ×åðåç Γ12 îáîçíà÷èì îáùóþ ÷àñòü ãðàíèöû(èíòåð�åéñ) Ω1 è Ω2.Òðåáóåòñÿ íàéòè âåêòîð-�óíêöèþ ñêîðîñòè w = (u, v) è ñêàëÿðíóþ �óíêöèþ äàâ-ëåíèÿ p, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (çàäà÷àÑòîêñà):
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− div (a0(x, y)∇w) + ∇p = f , div w = 0 â Ω,

w · n = 0 íà Γ, w · τ = gi íà Γi, i = 1, 2, 3, 4,
∫

Ω

p dx dy = 0,

(1)ãäå f = (f1, f2) è gi (i = 1, 2, 3, 4)� çàäàííûå �óíêöèè, à n è τ � åäèíè÷íûå íîðìàëüíûéè êàñàòåëüíûé âåêòîðû ê ãðàíèöå.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîëîæèòåëüíûé êîý��èöèåíò a0(x, y) êóñî÷íî-ïîñòîÿíåí:
a0(x, y) =

{

a1, (x, y) ∈ Ω1,

a2, (x, y) ∈ Ω2.×åðåç V(Ω) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-�óíêöèé, êàæäàÿ èç êîìïîíåíò êîòî-ðûõ ïðèíàäëåæèò L2(Ω), èõ ñóæåíèå íà k-þ ïîäîáëàñòü ïðèíàäëåæèò H1(Ωk), k =
1, 2, è óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1). ×åðåç L2/R(Ω) îáîçíà÷èì ïðîñòðàí-ñòâî �óíêöèé èç L2(Ω), îðòîãîíàëüíûõ åäèíèöå, à ÷åðåç V0(Ω) îïðåäåëèì ïðîñòðàí-ñòâî âåêòîð-�óíêöèé, êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò L2(Ω), èõ ñóæåíèåíà êàæäóþ ïîäîáëàñòü Ωk ïðèíàäëåæèò H1(Ωk), k = 1, 2, è óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîä-íûì óñëîâèÿì Äèðèõëå íà Γ. Êðîìå ýòîãî, ââåäåì ïðîñòðàíñòâî M(Γ12) êàê ìíîæåñòâîâåêòîð-�óíêöèé, êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó, äóàëüíîìóê H1/2(Γ12) (îòíîñèòåëüíî L2(Γ12)).×åðåç sk îáîçíà÷èì ñóæåíèå �óíêöèè s íà k-þ ïîäîáëàñòü, à ÷åðåç [s]|Γ12 � �óíê-öèþ ðàçíîñòè äâóõ ñëåäîâ (ñêà÷îê) íà îáùåé ãðàíèöå äâóõ ïîäîáëàñòåé, ò. å. [s]|Γ12 :=
s1|Γ12∩Ω1

− s2|Γ12∩Ω2
. Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåêòîð-�óíêöèè s : sk è

[s]|Γ12 .Ïóñòü äàíû âåêòîð-�óíêöèè z = (z1, z2) è q = (q1, q2), òîãäà
∇z : ∇q =









∂z1
∂x

∂q1
∂x

+
∂z1
∂y

∂q1
∂y

∂z2
∂x

∂q2
∂x

+
∂z2
∂y

∂q2
∂y









è z · q =

(

z1q1
z2q2

)

.Îïðåäåëèì îáîáùåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé âàðèàöèîííîéçàäà÷è: íàéòè òðîéêó (w, p,λ) ∈ V(Ω) × L2/R(Ω) × M(Γ12) òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáûõ
(φ, ψ, ν) ∈ V0(Ω) × L2(Ω) × M(Γ12) âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

a(w, φ) + b(φ, p) + d(φ, λ) =< f , φ >,

b(w, ψ) = 0, d(w, ν) = 0,
(2)ãäå áèëèíåéíûå è ëèíåéíàÿ �îðìû â (2) èìåþò âèä

a(w, φ) =

2
∑

k=1

ak(w, φ), ak(w, φ) =

∫

Ωk

ak ∇wk : ∇φk dxdy,

b(w, ψ) =

2
∑

k=1

bk(w, ψ), bk(w, ψ) =

∫

Ωk

−ψk divwk dxdy,



Î ïîñòðîåíèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ çàäà÷è Ñòîêñà ñ ðàçðûâíûì... 113
d(w, ν) =

2
∑

k=1

dk(w, ν), dk(w, ν) =

∫

Γ12

(−1)k+1 wk|Γ12∩Ωk
· ν dy,

< f , φ >=
2

∑

k=1

lk(φ), lk(φ) =

∫

Ωk

fk · φk dxdy.Äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ðåøåíèÿ â (2) íà Γ12 èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1) ñëàáîé íåïðåðûâíîñòè âåêòîðà ñêîðîñòåé
∫

Γ12

(w1|Γ12∩Ω1
− w2|Γ12∩Ω2

) · µ dy = 0 äëÿ ëþáîé µ ∈ M(Γ12); (3)2) ðàâåíñòâà ïîòîêîâ ñêîðîñòåé ñ äàâëåíèåì íà �óíêöèîíàëàõ
∫

Γ12

(−a1
∂w1

∂n1
+ p1n1) · ϕ dy =

∫

Γ12

−(−a2
∂w2

∂n2
+ p2n2) · ϕ dy äëÿ ëþáîé ϕ ∈ L2(Γ12), (4)

nk � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê Γ12 � êóñêó ãðàíèöû îáëàñòè Ωk, k = 1, 2.Äëÿ òîãî ÷òîáû çàìêíóòü ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (4) ïîëó÷åííûå íà ïîäîáëàñòÿõ Ω1è Ω2 óðàâíåíèÿ, â (2) ââåäåíà âñïîìîãàòåëüíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ λ, îïðåäåëåííàÿ èçñîîòíîøåíèÿ
∫

Γ12

λ · ϕ dy =

∫

Γ12

(−a1
∂w1

∂n1

+ p1n1) · ϕ dy äëÿ ëþáîé ϕ ∈ L2(Γ12). (5)2. ×èñëåííîå ðåøåíèåÂûïîëíèì òðèàíãóëÿöèþ Th îáëàñòè Ω. Ñíà÷àëà êàæäóþ èç ïîäîáëàñòåé Ω1 è Ω2 âåð-òèêàëüíûìè è ãîðèçîíòàëüíûìè ëèíèÿìè ðàçáèâàåì íà ýëåìåíòàðíûå êâàäðàòû ñî ñòî-ðîíîé 2 h1 è 2 h2 ñîîòâåòñòâåííî. Çàòåì êàæäûé èç êâàäðàòîâ äèàãîíàëÿìè äåëèì íà÷åòûðå òðåóãîëüíèêà, êîòîðûå îáîçíà÷èì ñèìâîëîì e è íàçîâåì êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè.Äàëåå, ââåäåì T
(1)
h è T (2)

h � òðèàíãóëÿöèè ïîäîáëàñòåé Ω1 è Ω2, à ÷åðåç Ωh =
⋃

e∈Th

e,
Ω1h =

⋃

e∈T
(1)
h

e è Ω2h =
⋃

e∈T
(2)
h

e îáîçíà÷èì ðàçáèåíèÿ Ω, Ω1 è Ω2 ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì,÷òî ïîñòðîåííàÿ òðèàíãóëÿöèÿ êâàçèðàâíîìåðíà íà ïîäîáëàñòÿõ (ñì. [2℄). Â êà÷åñòâåóçëîâ àïïðîêñèìàöèè {a
(k)
j } äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû âåêòîð-�óíêöèè ñêîðîñòè íà Ωkâûáåðåì ñåðåäèíû ñòîðîí êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ e, ñîâîêóïíîñòü êîòîðûõ îáîçíà÷èì ÷å-ðåç S(k)

. Ïîäìíîæåñòâî óçëîâ, ïðèíàäëåæàùèõ Ωk

⋃

Γ12, îïðåäåëèì êàê S(k), k = 1, 2.Âûáîð óçëîâ àïïðîêñèìàöèè äëÿ ñêàëÿðíîé �óíêöèè äàâëåíèÿ íå ïðèíöèïèàëåí.Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ïîëàãàòü h = 2 h1 = 4 h2; òîãäà ïîäìíîæåñòâà óçëîâàïïðîêñèìàöèè S(1) è S(2) äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòåé w íà Γ12

⋂

Ω1 è Γ12

⋂

Ω2íå ñîâïàäàþò, ò. å. ñåòêè íå ñòûêóþòñÿ íà èíòåð�åéñå Γ12.Ââåäåì êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ïðîñòðàíñòâà íà Ωkh.1. V (k)
h (Ωkh) � ïîäïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ íà e êîíå÷íî-ýëå-ìåíòíûõ �óíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà L2(Ωkh), áàçèñíûå �óíêöèè â êîòîðîì îïðåäåëåíû
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i , ñîîòâåòñòâóþùàÿ óçëó a(k)

i ∈ S(k), ðàâ-íà åäèíèöå è íóëþ â îñòàëüíûõ óçëàõ. Ïðè ýòîì φ
(k)
i òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ âíåêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõ óçåë a(k)

i .2. X(k)
h (Ωkh) � ïîäïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ �óíêöèéèç ïðîñòðàíñòâà L2(Ωkh), áàçèñíûå �óíêöèè ψ(k)

i êîòîðîãî ðàâíû åäèíèöå íà îäíîì èçòðåóãîëüíèêîâ ei è íóëþ � íà îñòàëüíûõ.Ñåòî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) íà ïîäîáëàñòÿõ Ωk èùåì â âèäå
uk

h(x, y) =
∑

{i;a
(k)
i

∈S(k)}

uk
i φ

(k)
i (x, y), vk

h(x, y) =
∑

{i;a
(k)
i

∈S(k)}

vk
i φ

(k)
i (x, y),

pk
h(x, y) =

∑

{i;ei∈T
(k)
h

}

pk
i ψ

(k)
i (x, y), k = 1, 2.Ââåäåì ìîðòàðíîå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî íà Γ12. Îòðåçêè

∆0 = [(π, 0), (π, h1)],

∆j = [(π, h1 + 2 (j − 1) h1), (π, h1 + 2 j h1)], j = 1, ..., N − 1,

∆N = [(π, h1 + 2 (N − 1) h1), (π, π)], N =
π

h
∈ N,îáðàçóþò ðàçáèåíèå Γ12h =

N
⋃

i=0

∆i è íàçûâàþòñÿ ìîðòàðíûìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè(ñì. [4℄). Â êà÷åñòâå óçëîâ àïïðîêñèìàöèè âûáåðåì ïîäìíîæåñòâî óçëîâ S(1) íà Γ12:
S̃ = {b̃j}

N−1
j=0 = {(π, h1 + 2 j h1), j = 0, ..., N − 1}.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λh(Γ12h) ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íà ∆j , j = 1, ..., N−1, è ïîñòî-ÿííûõ íà ∆0, ∆N íåïðåðûâíûõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ �óíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà L2(Γ12h),áàçèñíûå �óíêöèè νj êîòîðîãî èìåþò ñëåäóþùèé âèä:1) ν0(b̃0) = 1, ν0(b̃j) = 0 ∀j = 1, ..., N − 1, ν0(π, y) = 1 ïðè y ∈ ∆0, ν0(π, y)ïðè y ∈ ∆1 � ëèíåéíàÿ, ν0(π, y) = 0 ïðè y ∈ ∆j ∀j = 2, ..., N ;2) νj(b̃j) = 1, νj(b̃i) = 0 ∀i 6= j, νj(π, y) ïðè y ∈ ∆j , νj(π, y) ïðè y ∈ ∆j+1 � ëèíåéíàÿ,

νj(π, y) = 0 ïðè y ∈ ∆i ∀i 6= j, j + 1, ∀j = 1, ..., N − 2;3) νN−1(b̃N−1) = 1, νN−1(b̃j) = 0 ∀j = 0, ..., N − 2, νN−1(π, y) = 1 ïðè y ∈ ∆N ,
νN−1(π, y) ïðè y ∈ ∆N−1 � ëèíåéíàÿ, νN−1(π, y) = 0 ïðè y ∈ ∆j ∀j = 0, ..., N − 2.Ôóíêöèè ñêëåéêè â ïðîñòðàíñòâå Λh(Γ12h) èùåì â âèäå

λk
h(y) =

N−1
∑

i=0

λk
i νi(π, y), βk

h(y) =
N−1
∑

i=0

βk
i νi(π, y).Êàê è â ðàáîòå [13℄, ïîëàãàåì λh = λ1

h = −λ2
h, βh = β1

h = −β2
h, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿñåòî÷íûìè àíàëîãàìè êîìïîíåíò λ (ñì. (5)) è îïðåäåëÿþò êîíå÷íî-ýëåìåíòíóþ âåêòîð-�óíêöèþ ñêëåéêè λh = (λh, βh), à Mh(Γ12h) = Λh(Γ12h) × Λh(Γ12h).Äàëåå, îïðåäåëèì ñåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà íà Ωh.1. Äëÿ êîìïîíåíò âåêòîð-�óíêöèè ñêîðîñòè (u è v): ïðîñòðàíñòâî Vh(Ωh) � ïîäïðî-ñòðàíñòâî �óíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà L2(Ωh), óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì óñëîâèÿì çàäà-÷è (1) â óçëàõ íà ãðàíèöå Γ, ñóæåíèå êàæäîãî ïðåäñòàâèòåëÿ îïðåäåëÿåìîãî ïðîñòðàí-ñòâà íà k-þ ïîäîáëàñòü ïðèíàäëåæèò V (k)

h (Ωkh), k = 1, 2, Vh(Ωh) = Vh(Ωh) × Vh(Ωh).



Î ïîñòðîåíèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ çàäà÷è Ñòîêñà ñ ðàçðûâíûì... 1152. Äëÿ �óíêöèè äàâëåíèÿ (p): ïðîñòðàíñòâî Xh(Ωh) � ïîäïðîñòðàíñòâî �óíêöèéèç ïðîñòðàíñòâà L2(Ωh), ñóæåíèå êàæäîãî ïðåäñòàâèòåëÿ êîòîðîãî íà k-þ ïîäîáëàñòüïðèíàäëåæèò X(k)
h (Ωkh).Êðîìå ýòîãî, ââåäåì ïðîñòðàíñòâî V 0

h (Ωh) êàê ïîäïðîñòðàíñòâî �óíêöèé èç ïðî-ñòðàíñòâà L2(Ωh), óäîâëåòâîðÿþùèõ îäíîðîäíîìó óñëîâèþ Äèðèõëå â óçëàõ íà ãðàíè-öå Γ è òàêèõ, ÷òî èõ ñóæåíèå íà k-þ ïîäîáëàñòü ïðèíàäëåæèò V
(k)
h (Ωkh), V

0
h(Ωh) =

V 0
h (Ωh) × V 0

h (Ωh).Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî Vh(Ωh) íå âëîæåíî â èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî V(Ω), òî, ñëå-äóÿ [2℄, ìåòîä íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) áóäåì íàçûâàòü íåêîí�îðìíûì ìåòîäîìêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.Ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) ïî ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ áóäåì íàçûâàòüòðîéêó (wh, ph,λh) ∈ Vh ×Xh × Mh, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñèñòåìå óðàâíåíèé
ah(wh,φh) + bh(φh, ph) + dh(φh,λh) =< f ,φh >h,

bh(wh, ψh) = 0, dh(wh,νh) = 0
(6)äëÿ ëþáûõ (φh, ψh, νh) ∈ Vh ×Xh ×Mh è óñëîâèþ ∫

Ω

ph dxdy = 0. Çäåñü
ah(wh,φh) =

2
∑

k=1

akh(wh,φh) =

2
∑

k=1

∑

e∈T
(k)
h

∫

e

ak ∇wk
h : ∇φk

h dxdy,

bh(wh, ψh) =
2

∑

k=1

bkh(wh, ψh) =
2

∑

k=1

∑

e∈T
(k)
h

∫

e

−ψk
h divwk

h dxdy,

dh(φh,λh) =

2
∑

k=1

dkh(φh,λh) =

2
∑

k=1

∫

Γ12

λ
k

h · φ
k
h|Γ12∩Ωk

dy,

< f ,φh >h=

2
∑

k=1

lkh(φh) =

2
∑

k=1

∫

Ωk

fk · φk
h dxdy.Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ çàäà÷à (6) ïîðîæäàåò ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-íåíèé, èìåþùóþ ñåäëîâóþ ìàòðèöó:

[

A B
BT 0

] [

ζ

η

]

=

[

ω

z

]

, (7)ãäå
A =











A
(u)
1h 0 0 0

0 A
(u)
2h 0 0

0 0 A
(v)
1h 0

0 0 0 A
(v)
2h











, B =











B
(u)
1h 0 D1h 0

0 B
(u)
2h D2h 0

B
(v)
1h 0 0 D1h

0 B
(v)
2h 0 D2h











, (8)

ζ =











u1
h

u2
h

v1
h

v2
h











, η =









p1
h

p2
h

λh

βh









, ω =













F
(u)
1h

F
(u)
2h

F
(v)
1h

F
(v)
2h













, z =









0
0
0
0









.



116 À.Â. �óêàâèøíèêîâ3. Ïîñòðîåíèå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññàÄëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (7), (8) ïîñòðîèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñ ïåðåîáó-ñëîâëèâàíèåì ìàòðèöû ñèñòåìû, ñîñòîÿùèé èç ÷åòûðåõ ýòàïîâ. Îòìåòèì, ÷òî A � ñèì-ìåòðè÷íàÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, àB � ïðÿìîóãîëüíàÿ (íåêâàäðàòíàÿ)ìàòðèöà ïîëíîãî ðàíãà.Íà ïåðâîì ýòàïå íàõîäèì ðåøåíèå ñèñòåìû Aζ0 = ω ïî �îðìóëå
ζn+1

0 = ζn
0 + α1

n Ã
−1(ω −Aζn

0 ). (9)Íà âòîðîì ýòàïå âû÷èñëÿåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû Sη = BT ζ0 − z:
ηn+1 = ηn + α2

n S̃
−1(BT ζ0 − z − Sηn). (10)Çäåñü S = BTA−1B � äîïîëíåíèå ïî Øóðó ìàòðèöû ñèñòåìû (7).Äàëåå, íà òðåòüåì ýòàïå, èùåì ïîïðàâêó τ ê ζ0 ñ ïîìîùüþ íàéäåííîãî âåêòîðà ηêàê ðåøåíèå ñèñòåìû Aτ = Bη:

τ n+1 = τ n + α3
n Ã

−1(Bη −Aτ n). (11)Íà ïîñëåäíåì ýòàïå âû÷èñëÿåì âåêòîð ζ:
ζ = ζ0 − τ .Çäåñü ïàðà âåêòîðîâ (ζ, η) � ðåøåíèå ñèñòåìû (7); α1

n, α
2
n, α

3
n � ïàðàìåòðû ïðîöåññîâ(9)�(11); ζ0

n+1, ηn+1, τ n+1 è ζn
0 , η

n, τ n � çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ íà (n+1)-é è n-é èòåðàöèè(9)�(11) ñîîòâåòñòâåííî; ζ0
0, η0, τ 0 � çàäàâàåìûå íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ïðîöåññîâ(9)�(11). Ã è S̃ � ïåðåîáóñëîâëèâàþùèå ìàòðèöû äëÿ A è S ñîîòâåòñòâåííî.Íà êàæäîé èòåðàöèè äëÿ âñåõ èç ïåðå÷èñëåííûõ ýòàïîâ, çà èñêëþ÷åíèåì ïîñëåäíåãî,òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü âåêòîð íåâÿçêè rn è âåêòîð K̃−1 rn. Íåâÿçêó rn äëÿ àáñòðàêòíîãîèòåðàöèîííîãî ïðîöåññà

qn+1 = qn + αn K̃
−1 rn (12)ðåøåíèÿ ñèñòåìû Kq = χ îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì rn = χ−Kqn. Âåêòîð K̃−1 rn � ðåçóëü-òàò óìíîæåíèÿ îáðàòíîé ïåðåîáóñëîâëèâàþùåé ìàòðèöû ñèñòåìû íà âåêòîð íåâÿçêè rn.Äëÿ ýêîíîìè÷íîãî íàõîæäåíèÿ qn+1 â (12) èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèå âåêòîðà K̃−1 rnâ m-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå Êðûëîâà (ñì., íàïðèìåð, [14, 15℄). Îòìåòèì çàâèñèìîñòü:÷åì áîëüøå m, òåì áûñòðåå áóäåò ñõîäèòüñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ. Ïðèáëèæåííîå ðå-øåíèå èùåì ñ ïîìîùüþ GMRES-ìåòîäà (ñì. [14℄). Àëãîðèòì ïðîâåäåíèÿ îäíîé èòåðà-öèè (12) ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðåîáóñëîâëèâàþùåé ìàòðèöû K̃ èìååò ñëåäóþùèé âèä:1) ïóñòü q0 � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå;2) âû÷èñëÿåì íåâÿçêó r0 = χ −Kq0 è âåêòîð r0
1 = K̃−1 r0;3) íàõîäèì åãî åâêëèäîâó íîðìó ̺ = ||r0

1||;4) â ðåçóëüòàòå íîðìèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì íîâûé âåêòîð θ1 = r0
1/̺;5) äëÿ j = 1, ..., m;6) íàõîäèì âñïîìîãàòåëüíûé âåêòîð ρ: ρ′ = Kθj , ρ = K̃−1ρ′;7) äëÿ i = 1, ..., j;8) âû÷èñëÿåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ σi j = (ρ, θi);9) èùåì ïîïðàâêó âåêòîðà ρ = ρ − σi jθi;10) îêîí÷àíèå öèêëà ïî i, øàã 7;



Î ïîñòðîåíèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ çàäà÷è Ñòîêñà ñ ðàçðûâíûì... 11711) âû÷èñëÿåì íîðìó σj+1 j = ||ρ||, åñëè σj+1 j = 0, òî âûõîä èç öèêëà ïî j, øàã 5;12) èíà÷å, âû÷èñëÿåì íîâûé âåêòîð θj+1 = ρ/σj+1 j ;13) îêîí÷àíèå öèêëà ïî j, øàã 5;14) â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ìàòðèöó Θm, ñîñòàâëåííóþ èç âåêòîðîâ θi, i = 1, ..., m(ñòîëáöîâ), è ìàòðèöó Σm = {σi j}, êîòîðàÿ èìååò �ïî÷òè� âåðõíåòðåóãîëüíûé âèä, äèà-ãîíàëü ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ òàêæå íåíóëåâàÿ, áîëåå òîãî, îíà íå ñîäåðæèò íóëåâûõýëåìåíòîâ, êðîìå, ìîæåò áûòü, ïîñëåäíåãî;15) íàõîäèì q1: q1 = q0 + (ς1 θ1 + ... + ςm θm), ãäå âåêòîð ς = [ς1, ..., ςm]T :
ς = argmin ||̺ e1 − Σm ς0||, e

1 = [1, 0, ..., 0]T , ̺ � íîðìà èç øàãà 3;16) âû÷èñëÿåì íîâîå çíà÷åíèå âåêòîðà q0 = q1 è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè(âîçâðàùàåìñÿ ê øàãó 1).Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïåðåîáóñëîâëèâàþùåé ìàòðèöû Ã áóäåì èñïîëüçîâàòü èäåþ (ñì.[15℄) íåïîëíîãî (â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðèáëèæåííîãî) ðàçëîæåíèÿ Õîëåöêîãî ìàòðèöûíà òðåóãîëüíûå ìíîæèòåëè ICT (0), ò. å. Ã = L̃ · L̃T , ãäå L � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿìàòðèöà.Â ñèëó òîãî, ÷òî ìàòðèöà A áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ, Ã èìååò âèä
Ã =











L̃
(u)
1 h 0 0 0

0 L̃
(u)
2 h 0 0

0 0 L̃
(v)
1 h 0

0 0 0 L̃
(v)
2 h





















(L̃
(u)
1 h )T 0 0 0

0 (L̃
(u)
2 h )T 0 0

0 0 (L̃
(v)
1 h)T 0

0 0 0 (L̃
(v)
2 h)T











.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ ìàòðèöû Ã â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå (ñì.,íàïðèìåð, [16℄) íàçûâàåòñÿ Row-oriented level-0 ïðîöåäóðîé.Â àëãîðèòìå 1�16, â åãî øàãàõ 2 è 6, èìååì r0 = Ãr0
1, ρ′ = Ãρ. Äëÿ òîãî ÷òîáûâû÷èñëèòü âåêòîðû r0

1 è ρ, íåîáõîäèìî ñíà÷àëà íàéòè âåêòîðû r0
LT , ρ′

LT : r0
LT = L̃T r0

1,
ρ′

LT = L̃T ρ êàê ðåøåíèÿ ñèñòåì r0 = L̃ r0
LT , ρ′ = L̃ρ′

LT . Ýòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè-÷åñêèõ óðàâíåíèé ëåãêî ðàçðåøèìû áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî L̃ è L̃T ñîîòâåòñòâåííî íèæíÿÿè âåðõíÿÿ òðåóãîëüíûå ìàòðèöû. Òàêèì îáðàçîì, ñíà÷àëà íàõîäèì âåêòîðû r0
LT , ρ′

LT :
r0

LT = L̃−1r0, ρ′
LT = L̃−1ρ′, à çàòåì � âåêòîðû r0

1, ρ: r0
1 = (L̃T )−1r0

LT , ρ = (L̃T )−1ρ′
LT ,èñïîëüçóÿ ïîñòðî÷íûå èñêëþ÷åíèÿ ñâåðõó âíèç è ñíèçó ââåðõ, â ïåðâîì è âî âòîðîìñëó÷àÿõ ñîîòâåòñòâåííî.Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ïåðåîáóñëîâëèâàþùåé ìàòðèöû S̃ è ý��åêòèâíîå ðåøåíèå ñè-ñòåìû ñ íåé, â øàãàõ 2 è 6 àëãîðèòìà 1�16, íåñêîëüêî ñëîæíåå. �àññìîòðèì âñïîìîãà-òåëüíóþ ìàòðèöó Ŝ:

Ŝ = BT Ã−1B = (BT (L̃T )−1)(L̃−1B) = (L̃−1 B)T (L̃−1B) = X̃T X̃.Ïîñòðîèì ìàòðèöó X̃. Ïîñêîëüêó L̃ � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, à B �ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà ïîëíîãî ðàíãà, òî X̃ � ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà, ðàçìåðíîñòüêîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ìàòðèöû B. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X̃i, Bi è L̃i � i-þñòðîêó ìàòðèö X̃, B è L̃ ñîîòâåòñòâåííî. Îáùèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû X̃ =
L̃−1B çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:1) äëÿ i = 1, ...,M;2) ïðèñâàèâàåì i-é ñòðîêå ìàòðèöû X̃ çíà÷åíèå i-é ñòðîêè ìàòðèöû B : X̃i = Bi;3) äëÿ k = 1, ..., i− 1, è l̃i, k 6= 0;4) âûïîëíÿåì ïðåîáðàçîâàíèå íàä i-é ñòðîêîé ìàòðèöû X̃: X̃i = X̃i − l̃i, k · X̃k;



118 À.Â. �óêàâèøíèêîâ5) îêîí÷àíèå öèêëà ïî k, øàã 3;6) â çàêëþ÷åíèå ïîäåëèì X̃i íà äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò i-é ñòðîêè ìàòðèöû L̃ : X̃i =
X̃i/l̃i, i;7) îêîí÷àíèå öèêëà ïî i, øàã 1.Îêàçûâàåòñÿ, èñïîëüçîâàíèå äàííîãî àëãîðèòìà íåïðèåìëåìî. Äåëî â òîì, ÷òî åñ-ëè ïåðâûå ñòðîêè ìàòðèöû X̃ íå ñîäåðæàò áîëüøîãî ÷èñëà íóëåé, òî îíà â ðåçóëüòàòåïðåîáðàçîâàíèé àëãîðèòìà 1�7 áóäåò çàïîëíåííîé (çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè ïå-ðåäàþòñÿ ýëåìåíòàì j-é ñòðîêè, åñëè j > i). Â òàêîì ñëó÷àå, âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìîõðàíèòü â ïàìÿòè êîìïüþòåðà îãðîìíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìàòðèöû X̃, à âî-âòîðûõ,ïîòðåáóþòñÿ áîëüøèå âðåìåíí�ûå çàòðàòû óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ýòó ìàòðèöó, è êàêñëåäñòâèå � íåöåëåñîîáðàçíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òàêîãî ïîäõîäà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïåðå-îáóñëîâëèâàþùåé ìàòðèöû ñèñòåìû.�àññìîòðèì ìîäåðíèçèðîâàííûé [14℄ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû X̃, êîòîðûéïðåîäîëåâàåò îòìå÷åííûå âûøå òðóäíîñòè. ×åðåç lev(mi, j) îïðåäåëèì óðîâåíü çàïîë-íåíèÿ (level-of-�ll) ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû M = {mi, j}:lev(mi, j) =

{

∞, mi, j = 0,

0, mi, j 6= 0.Òîãäà â ïðîöåäóðå èñêëþ÷åíèÿ �àóññà, îïðåäåëåííîé ïî �îðìóëåmi, j = mi, j−mi, k ·mk, j,óðîâåíü çàïîëíåíèÿ ýëåìåíòà mi, j âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:lev(mi, j) = min{lev(mi, j), lev(mi, k) + lev(mk, j) + 1}.Çäåñü mi, j ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíòû íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû, åñëè i ≥ j, èâåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû, åñëè i < j.Òàêèì îáðàçîì, ICT (p̄)-ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíîé ìàòðèöû ñîñòîèò èç ïðîöåäóðûèñêëþ÷åíèÿ �àóññà ñ îäíîé ïîïðàâêîé: âñå ýëåìåíòû, ÷åé óðîâåíü çàïîëíåíèÿ ïðåâîñ-õîäèò p̄, èñêëþ÷àþòñÿ, ò. å. ïðèíèìàþò çíà÷åíèå íóëü. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû
X̃ = L̃−1B, åñëè óðîâåíü çàïîëíåíèÿ ðàâåí p̄ (Row-oriented Level-p̄ ïðîöåäóðà âû÷èñëå-íèÿ ìàòðèöû X̃), áóäåò ñëåäóþùåé:1) äëÿ i = 1, ...,M;2) ïðèñâàèâàåì i-é ñòðîêå ìàòðèöû X̃ çíà÷åíèå i-é ñòðîêè ìàòðèöû B : X̃i = Bi;3) âû÷èñëÿåì óðîâåíü çàïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè ìàòðèöû X̃ = {x̃i, j}:lev(x̃i, j) =

{

0, bi, j 6= 0,

∞, bi, j = 0,ãäå bi, j � ýëåìåíò i-é ñòðîêè j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû B;4) äëÿ k = 1, ..., i− 1, è l̃i, k 6= 0;5) âûïîëíÿåì ïðåîáðàçîâàíèå íàä i-é ñòðîêîé ìàòðèöû X̃: X̃i = X̃i − l̃i, k · X̃k;6) íàõîäèì óðîâåíü çàïîëíåíèÿ êàæäîãî ýëåìåíòà i-é ñòðîêè ìàòðèöû X̃ (j = 1, ..., i):lev(x̃i, j) = min{lev(x̃i, j), lev(x̃i, k) + lev(x̃k, j) + 1};7) îêîí÷àíèå öèêëà ïî k, øàã 4;8) åñëè lev(x̃i,j) > p̄, òî x̃i, j = 0;9) â çàêëþ÷åíèå ïîäåëèì X̃i íà äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò i-é ñòðîêè ìàòðèöû L̃: X̃i =
X̃i/l̃i, i;10) îêîí÷àíèå öèêëà ïî i, øàã 1.



Î ïîñòðîåíèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ çàäà÷è Ñòîêñà ñ ðàçðûâíûì... 119Ñëåäóåò îòìåòèòü (ñì. [16℄), ÷òî åñëè ïðè ïîñòðîåíèè ïåðåîáóñëîâëèâàþùåé ìàò-ðèöû ê A áûë âûáðàí àëãîðèòì ñ óðîâíåì çàïîëíåíèÿ ðàâíûì q̄, òî ïðè ïîñòðîåíèèïåðåîáóñëîâëèâàþùåé ìàòðèöû ê S íåîáõîäèìî âûáèðàòü àëãîðèòì ñ óðîâíåì çàïîë-íåíèÿ, ðàâíûì 2 q̄ + 1.Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà q̄, äëÿ òîãî ÷òîáû ìàòðèöà X̃, à çíà÷èò, è ìàòðèöà Ŝ áûëèðàçðåæåííûìè è ëåãêî óìíîæàëèñü íà âåêòîð, íåîáõîäèìî âûáðàòü íóëü. Îòìåòèì, ÷òîïðèâåäåííûé àëãîðèòì ñîõðàíÿåò áëî÷íóþ ñòðóêòóðó ìàòðèöû B äëÿ ìàòðèöû X̃:
X̃ =















(L̃
(u)
1 h )−1 B

(u)
1 h 0 (L̃

(u)
1 h )−1 D1 h 0

0 (L̃
(u)
2 h )−1 B

(u)
2 h (L̃

(u)
2 h )−1 D2 h 0

(L̃
(v)
1 h)−1 B

(v)
1 h 0 0 (L̃

(v)
1 h)−1 D1 h

0 (L̃
(v)
2 h)−1 B

(v)
2 h 0 (L̃

(v)
2 h)−1 D2 h















.Ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà X̃ ïîëíîãî ðàíãà íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé, ðàçìåðíîñòü êî-òîðîé ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ìàòðèöû B. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òîý��åêòèâíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé Ŝ íåâîçìîæíî â îòëè÷èå îò ý��åêòèâíîãîóìíîæåíèÿ íà ýòó ìàòðèöó. Òåì íå ìåíåå ìàòðèöà Ŝ ñëóæèò âñïîìîãàòåëüíîé ìàòðèöåéïðè ïîñòðîåíèè ïåðåîáóñëîâëèâàòåëÿ S̃.Â îáùåì ñëó÷àå, ïóñòü äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé x′ = H y′ ïîñòðîåíà ïåðå-îáóñëîâëèâàþùàÿ ìàòðèöà Ĥ, íî îíà îáëàäàåò íåïðèÿòíûì ñâîéñòâîì: ý��åêòèâíîåðåøåíèå ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé Ĥ (íàõîæäåíèå îáðàòíîé � Ĥ−1) íåâîçìîæíî. Òîãäà ñëå-äóåò ïîñòðîèòü òàêóþ ïåðåîáóñëîâëèâàþùóþ ìàòðèöó ê H � H̃, äëÿ êîòîðîé Ĥ áóäåòâñïîìîãàòåëüíîé ñ òîé îñîáåííîñòüþ, ÷òî åå ìîæíî ëåãêî óìíîæèòü íà âåêòîð. Ïðî-öåññ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé H̃ áóäåò âûãëÿäèòü êàê âíóòðåííÿÿ èòåðàöèîííàÿïðîöåäóðà.Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè âåêòîð r∗ � ðåøåíèå ñèñòåìû H̃ r∗ = r̄, òîãäà âíóòðåííÿÿèòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà áóäåò ñëåäóþùåé:1) ω0 = 0;2) ωl = ωl−1 + βl (r̄− Ĥ ωl−1), l = 1, ..., L;3) r∗ = ωL,ãäå βl � ïàðàìåòð ïðîöåññà (â [13℄ � ïàðàìåòð ÷åáûøåâñêîãî óñêîðåíèÿ).Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â êà÷åñòâå òàêîé ïðîöåäóðû ïðè ïîëó÷åíèè ðåçóëüòàòà óìíî-æåíèÿ âåêòîðà øàãîâ 2 è 6 àëãîðèòìà 1�16 íà ìàòðèöó S̃−1 ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòüGMRES-ìåòîä ñ âñïîìîãàòåëüíîé ìàòðèöåé Ŝ. Âíóòðåííÿÿ èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðàñîäåðæèò â êà÷åñòâå ñâîèõ èòåðàöèé òàêæå àëãîðèòì 1�16 ñ òîé îñîáåííîñòüþ, ÷òî
K̃ = K̃−1 = E.Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåí èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåìû (7) ñ ïåðåîáóñëîâ-ëèâàíèåì è èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà íåâÿçêè â ïîäïðîñòðàíñòâå Êðûëîâà(GMRES-ìåòîä). Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà Êðûëîâàâàðüèðîâàëàñü â ïðåäåëàõ îò 5 äî 10. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå (ζ0

0, η0, τ 0) = (0, 0, 0).4. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà�àññìîòðèì òåñòîâûé ïðèìåð çàäà÷è (1) ñ êîý��èöèåíòîì
a0(x, y) =

{

1, (x, y) ∈ Ω1,

a2, (x, y) ∈ Ω2.



120 À.Â. �óêàâèøíèêîâÏðè ýòîì ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð a2 èçìåíÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðàçðûâ êî-ý��èöèåíòîâ íà ïîäîáëàñòÿõ óâåëè÷èâàëñÿ. Ñîîòíîøåíèå øàãîâ ñåòîê ïî êàæäîìóíàïðàâëåíèþ, êàê è ðàíåå, h1 = 2 h2, ÷èñëî îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ ñòîðîíû Ωk ðàâíî
N(k) =

π

2 hk

.�àçíîñòü ìåæäó òî÷íûì è ïðèáëèæåííûì ðåøåíèÿìè äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ñêî-ðîñòåé áóäåì îïðåäåëÿòü â íîðìàõ L2(Ωk) è ∏

e∈T
(k)
h

H1(e), à äëÿ �óíêöèè äàâëåíèÿ � âíîðìå L2(Ωk).Îäíà èç ðàññìîòðåííûõ õàðàêòåðèñòèê � ïîâåäåíèå ïîãðåøíîñòè â íîðìå L2 íàïîëîñàõ âáëèçè èíòåð�åéñà Γ12. Øèðèíà ïîëîñû, ïðèìûêàþùåé ê èíòåð�åéñó, ðàâíà
π

8
ñ êàæäîé ñòîðîíû. Ïîëîñó â k-é ïîäîáëàñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç Qk.Ïðèìåð. Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) âûáåðåì

u(x, y) =

{sin x 
os y + x 
os y, (x, y) ∈ Ω1,

−sin x 
os y + (2 π − x) 
os y, (x, y) ∈ Ω2;

v(x, y) =

{

−
os x sin y − sin y, (x, y) ∈ Ω1,
os x sin y + sin y, (x, y) ∈ Ω2;

p(x, y) = 
os x sin y, (x, y) ∈ Ω,òîãäà
f1(x, y) =

{

2 sinx 
os y + x 
os y − sinx sin y, (x, y) ∈ Ω1,

−a2 (2 sinx 
os y − (2π − x) 
os y) − sinx sin y, (x, y) ∈ Ω2;

f2(x, y) =

{

−2 
os x sin y − sin y + 
os x 
os y, (x, y) ∈ Ω1,

a2 (2 
os x sin y + sin y) + 
os x 
os y, (x, y) ∈ Ω2;

g1(x, 0) =

{

x+ sinx, (x, 0) ∈ Γ1

⋂

Ω̄1,

2π − x− sinx, (x, 0) ∈ Γ1

⋂

Ω̄2;Ò à á ë è ö à 1
a2 N(1) ‖u1 − u1

h‖ ‖u2 − u2
h‖ ‖v1 − v1

h‖ ‖v2 − v2
h‖ ‖p1 − p1

h‖ ‖p2 − p2
h‖10 16 0.0023431 0.0002180 0.0010125 0.0003786 0.0223022 0.011894410 32 0.0005929 0.0000550 0.0001985 0.0000920 0.0115002 0.006243310 64 0.0001489 0.0000137 0.0000469 0.0000230 0.0059003 0.0033015100 16 0.0024603 0.0002250 0.0009873 0.0005175 0.0226011 0.0123778100 32 0.0006296 0.0000561 0.0001885 0.0001269 0.0117994 0.0063928100 64 0.0001581 0.0000140 0.0000445 0.0000321 0.0059376 0.00336670.1 16 0.0010369 0.0018707 0.0021211 0.0011953 0.0205748 0.01293430.1 32 0.0002581 0.0004511 0.0004940 0.0003068 0.0105118 0.00674120.1 64 0.0000643 0.0001107 0.0001229 0.0000792 0.0054222 0.00347660.01 16 0.0009415 0.0019537 0.0022563 0.0013521 0.0202156 0.01355800.01 32 0.0002353 0.0004955 0.0005295 0.0003461 0.0103172 0.00676240.01 64 0.0000588 0.0001215 0.0001321 0.0000878 0.0053926 0.0034815
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a2 N(1) ‖u1 − u1

h‖ ‖u2 − u2
h‖ ‖v1 − v1

h‖ ‖v2 − v2
h‖10 16 0.0506119 0.0219283 0.0314110 0.014222610 32 0.0269168 0.0110970 0.0142037 0.006624010 64 0.0140726 0.0056036 0.0066196 0.0031739100 16 0.0521878 0.0210023 0.0318380 0.0147205100 32 0.0277154 0.0104988 0.0143119 0.0068892100 64 0.0144291 0.0052493 0.0066740 0.00332240.1 16 0.0420919 0.0767802 0.0321798 0.02461550.1 32 0.0210421 0.0402733 0.0146107 0.01211440.1 64 0.0105279 0.0216351 0.0068550 0.00607920.01 16 0.0419619 0.0794782 0.0324776 0.02667430.01 32 0.0209714 0.0435169 0.0147743 0.01311150.01 64 0.0104847 0.0236703 0.0069455 0.0065212Ò à á ë è ö à 3

a2 N(1) ‖u1 − u1
h‖ ‖u2 − u2

h‖ ‖v1 − v1
h‖ ‖v2 − v2

h‖10 16 0.0018073 0.0001034 0.0006844 0.000175510 32 0.0004592 0.0000265 0.0001374 0.000039710 64 0.0001155 0.0000066 0.0000306 0.0000094100 16 0.0019234 0.0000947 0.0006879 0.0002778100 32 0.0004946 0.0000190 0.0001491 0.0000637100 64 0.0001242 0.0000067 0.0000345 0.00001540.1 16 0.0004027 0.0016287 0.0012020 0.00084590.1 32 0.0000988 0.0003758 0.0002999 0.00020230.1 64 0.0000244 0.0000897 0.0000762 0.00005000.01 16 0.0002491 0.0016974 0.0013127 0.00095240.01 32 0.0000624 0.0004116 0.0003281 0.00022720.01 64 0.0000155 0.0000983 0.0000834 0.0000553
g3(x, π) =

{

−x− sinx, (x, π) ∈ Γ3

⋂

Ω̄1,

x− 2π + sinx, (x, π) ∈ Γ3

⋂

Ω̄2;

g2(2 π, y) = 2 sin y, (2 π, y) ∈ Γ2; g4(0, y) = −2 sin y, (0, y) ∈ Γ4;

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ Γ2 ∪ Γ4; v(x, y) = 0, (x, y) ∈ Γ1 ∪ Γ3.Äëÿ äàííîé çàäà÷è îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ. Èìååì (N(1), N(2)) =
(16, 32); (32, 64); (64, 128); a2 = 10; 100; 0.1; 0.01. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû âòàáë. 1�3: â òàáë. 1 � ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ � êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè w = (u, v)è �óíêöèè äàâëåíèÿ p, íà ïîäîáëàñòÿõ Ωk, â íîðìå L2(Ωk); â òàáë. 2 � ïîãðåøíîñòüðåøåíèÿ � êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòåé w, íà ïîäîáëàñòÿõ Ωk, â íîðìå ∏

e∈T
(k)
h

H1(e); âòàáë. 3 � íà ïîëîñàõ Qk, â íîðìå L2(Qk).
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L2(Ωk) è ∏

e∈T
(k)
h

H1(e), k = 1, 2. Áîëüøàÿ ÷àñòü ïîãðåøíîñòè (â íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2)ñîñðåäîòî÷åíà âäîëü ïîëîñ Qk â îêðåñòíîñòè èíòåð�åéñà Γ12 ìåæäó ïîäîáëàñòÿìè, ò. å.ïîãðåøíîñòü íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âî âíóòðåííþþ ÷àñòü ïîäîáëàñòåé.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò âåêòîð-�óíêöèè ñêîðîñòè
w = (u, v) â íîðìå ïðîñòðàíñòâà ∏

e∈T
(k)
h

H1(e) è ñêàëÿðíîé �óíêöèè äàâëåíèÿ p â íîðìåïðîñòðàíñòâà L2 óáûâàåò ïðîïîðöèîíàëüíî ñòåïåíè h, ò. å. ÿâëÿåòñÿ, êàê è îæèäàëîñü,âåëè÷èíîé ïîðÿäêà O(h), à ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ âåêòîð-�óíêöèè ñêîðîñòè w = (u, v)â íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2 � ïðîïîðöèîíàëüíî h2, ò. å. èìååò ïîðÿäîê O(h2), ÷òî ñîãëà-ñóåòñÿ ñ àïðèîðíûìè îöåíêàìè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè (ñì. [8, 9℄).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Crouzeix M., Raviart P.A. Comforming and non-
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