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Òî÷íàÿ ðåëàêñàöèÿ ñ ó÷åòîì íåâÿçêèÑ.Å. Ìèõååâ, Â.Ñ. ÌèõååâÑàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, �îññèÿe-mail: miheev�apmath.spbu.ruÒî÷íûå ðåëàêñàöèè, èñïîëüçóþùèå äîïîëíèòåëüíóþ èí�îðìàöèþ î ðàñïîëî-æåíèè èñêîìîãî ðåøåíèÿ è íåâÿçêå, ìîãóò óëó÷øèòü ñõîäèìîñòü èòåðàòèâíûõ ìå-òîäîâ, êîòîðûå ïðåäñòàâèìû â âèäå ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè (â ÷àñòíîñòè, ìåòîäàÍüþòîíà ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé). Ôîðìóëû äëÿ òàêèõ ðåëàêñà-öèé ïîëó÷àþòñÿ ìèíèìèçàöèåé ìàêñèìóìà îöåíîê ïîãðåøíîñòåé ñëåäóþùåé èòå-ðàöèè, à èñïîëüçîâàíèå íåâÿçêè ñîñòîèò â âûáîðå ëó÷øåãî ïî íåâÿçêå ïðèáëèæåíèÿèç äâóõ: òîãî, ÷òî âûäàåò áàçîâûé àëãîðèòì, è òîãî, ÷òî âûäàåò òî÷íàÿ ðåëàêñàöèÿýòîãî àëãîðèòìà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñõîäèìîñòü, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, èòåðàöèÿ, ìåòîä Íüþòîíà,óñêîðåíèå ñõîäèìîñòè, íåâÿçêà.1. Îïèñàíèå�àññìàòðèâàåòñÿ èòåðàòèâíûé ïîèñê ðåøåíèÿ α óðàâíåíèÿ

g(x) = 0 (1)ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè ñ áàçîâûì àëãîðèòìîì A:
x∗ := A(x). (2)Çäåñü x � òåêóùåå ïðèáëèæåíèå, èíäåêñîì �*� îòìå÷àþòñÿ âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïî-ñëåäóþùåìó øàãó. Íà÷àëüíàÿ òî÷êà x0 âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ñõîäèìîñòü.Åñëè èçâåñòíà îöåíêà âèäà

‖A(x) − α‖ ≤ c‖x − α‖p, (3)ãäå p ≥ 1, c > 0 è α � èñêîìîå ðåøåíèå: g(α) = 0, òî ñ ïîìîùüþ òî÷íîé ðåëàêñàöèè (Ò�)ìîæíî ìîäè�èöèðîâàòü (2) äëÿ óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà [1, 2℄.Èçëîæèì Ò� ïðèìåíèòåëüíî ê ñêàëÿðíîìó ñëó÷àþ 
 ïðîèçâîëüíûì àëãîðèòìîì Aè ïðè íàëè÷èè èí�îðìàöèè (3). Áóäåì îòìå÷àòü èíäåêñîì �T � âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿê Ò�. Ïóñòü d � îöåíêà òåêóùåé ïîãðåøíîñòè.Òî÷íàÿ ðåëàêñàöèÿ åñòü ìîäè�èêàöèÿ àëãîðèòìà A, ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäó-þùåãî ïðèíöèïà ìèíèìàëüíîñòè (ÏÌ).Ïóñòü îòíîñèòåëüíî ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè x∗ := A(x) èçâåñòíà íåêîòîðàÿèí�îðìàöèÿ I, ñîñòîÿùàÿ êàê èç ñòàöèîíàðíîé ÷àñòè (íàïðèìåð (3)), òàê è ïîøàãî-âîé, êóäà îáÿçàòåëüíî âêëþ÷àåòñÿ îöåíêà d òåêóùåé ïîãðåøíîñòè. Ñîãëàñíî èí�îðìà-öèè I è ïàðå (x, A(x)) ñòðîèòñÿ äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé M = M(x, A(x), I).
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Òî÷íàÿ ðåëàêñàöèÿ ñ ó÷åòîì íåâÿçêè 75Ïîñëåäóþùóþ èòåðàöèþ x∗T ñëåäóåò âûáèðàòü òàê, ÷òîáû ïðè íàëè÷èè âåëè÷èí
A(xT), xT è MT îöåíêà ïîãðåøíîñòè d∗T èòåðàöèè x∗T áûëà ìèíèìàëüíà. Èíûìè ñëîâà-ìè, åñëè ∆(v) := maxz∈MT |v − z|, òî

x∗T = arg min
v∈R1

∆(v), d∗T = ∆(x∗T).Îáîçíà÷èì ñîäåðæàùèéñÿ â ÏÌ àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ x∗T ÷åðåç T , à àëãîðèòìäëÿ âû÷èñëåíèÿ d∗T (òàêæå èç ÏÌ) � ÷åðåç Td, è ïóñòü I = d. Òîãäà Ò� ìîæíî ïðèäàòüâèä ïðîñòîé èòåðàöèè:
{

x∗T := T (xT, A, dT),
d∗T := Td(xT, A, dT).Èòåðàöèè ñ Ò� àëãîðèòìà A èìåíóåòñÿ ìåòîäîì òî÷íîé ðåëàêñàöè ñ àëãîðèòìîì A.Îòäåëüíûå èòåðàöèè ìåòîäà òî÷íîé ðåëàêñàöè ñ àëãîðèòìîì A ìîãóò õóæå ïðèáëè-æàòü ê ðåøåíèþ â ñðàâíåíèè ñ èòåðàöèÿìè áàçîâîãî àëãîðèòìà A, íî îöåíêà ïîãðåøíî-ñòè âñåãäà áóäåò ëó÷øå, è â öåëîì ñõîäèìîñòü èòåðàöèé ñ Ò� àëãîðèòìà A ñòàáèëüíååè áûñòðåå, ÷åì ïðîñòûå èòåðàöèè (2).Â 2007 ãoäó ïðî�åññîð ÑÏá�Ó Â.Ô. Äåìüÿíîâ äëÿ ïðèäàíèÿ åùå áîëüøåé ñêîðîñòèñõîäèìîñòè è ñòàáèëüíîñòè èòåðàòèâíîãî ïðîöåññà ïðåäëîæèë îïòèìèçèðîâàòü åãî ïîäâóì êðèòåðèÿì: ìàëîñòè ïîñëåäóþùåé íåâÿçêè è îöåíêè ïîãðåøíîñòè ñ ïðèîðèòåòîìïåðâîé. Àëãîðèòìè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ ýòîé èäåè äàëåå áóäåì èìåíîâàòü ìîäè�èêàöèåéòî÷íîé ðåëàêñàöèè (ÌÒ�).Ïðàêòè÷åñêàÿ ý��åêòèâíîñòü Ò� áûëà ïðîâåðåíà â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå [2℄ äëÿ ìî-äè�èöèðîâàííîãî (óïðîùåííîãî) ìåòîäà Íüþòîíà x∗ := x − g(x)/g′(x0), îáëàäàþùåãîëèíåéíîé ñõîäèìîñòüþ (p = 1). Â ýòîé ñòàòüå áóäåò èññëåäîâàíà ñðàâíèòåëüíàÿ ý��åê-òèâíîñòü Ò� è ÌÒ� äëÿ îáû÷íîãî ìåòîäà Íüþòîíà (ÌÍ) â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå:

x∗ := x − g(x)/g′(x) := A(x). (4)Ìåòîä Íüþòîíà, â îòëè÷èå îò óïðîùåííîãî ìåòîäà, èìååò êâàäðàòè÷íóþ ñõîäèìîñòü(p = 2). È â ýòîì åñòü ñâîé èíòåðåñ. Áóäóò ëè ïðè òàêîé áûñòðîé ñõîäèìîñòè êàêèå-ëèáî ïëþñû â ïðèìåíåíèè Ò�?Äàëåå àááðåâèàòóðû Ò� è ÌÒ� áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî áåç óêàçàíèÿíà áàçîâûé àëãîðèòì, ïîä íèì áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ òîëüêî íüþòîíîâñêèé (4).2. �àñ÷åòíûå �îðìóëûÅñëè ïðîèçâîäíàÿ g′ ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé L â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè (âûïóêëîéîáîëî÷êè âñåõ èòåðàòèâíûõ òî÷åê è ðåøåíèÿ α), òî äëÿ íüþòîíîâñêèõ èòåðàöèé (4)ñïðàâåäëèâà îöåíêà (3) è èçâåñòíî, ÷òî òàì c ≤ L‖(g′(x))−1‖/2.�àñ÷åòíûå �îðìóëû Ò� äëÿ I = {(3), d} â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå (èíäåêñ �T � äëÿ ïðî-ñòîòû çàïèñè â íèõ îïóùåí) ñëåäóþò íèæå:
r := A(x) − x, r := |r|, σ := sgn g(x)

g′(x)
, γ1 =

−1 +
√

1 + 4rc

2c
, γ2,3 =

1 ∓
√

1 − 4rc

2c
. (5)



76 Ñ.Å. Ìèõååâ, Â.Ñ. ÌèõååâÒî÷íàÿ ðåëàêñàöèÿ â ñëó÷àå 4rc ≥ 1, à òàêæå â ñëó÷àÿõ d ≥ γ3 è d ≤ γ2 ïðè ïðîèçâîëü-íîì x èìååò âèä
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x∗ = x +
γ1 + d

σ2
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(

d

2
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√
1 + 4rc

4c

)

,

d∗ =
d − γ1

2
=

d

2
+

1 −
√

1 + 4rc

4c
;

(6)â äðóãèõ ñëó÷àÿõ, ò. å. êîãäà 4rc < 1 ∧ d ∈ (γ2, γ3),


















x∗ = x +
γ1 + γ2

σ2
r = x +

√
1 + 4rc −

√
1 − 4rc

σ4c
,

d∗ =
γ2 − γ1

2
=

2 −
√

1 − 4rc −
√

1 + 4rc

4c
.

(7)Êîíêðåòíî [3℄ äëÿ Ò� ñ àëãîðèòìîì A èç (4):
ρ := 1/|g′(x)|, PK := L|g(x)|ρ2, σ := sgn g(x)

g′(x)
, t :=

√

1 + 2PK, T :=
√

1 − 2PK;åñëè PK ≤ 1/2 ∧ 1 − T ≤ Lρd, òî
x∗ := x +

T − t

σ2Lρ
, d∗ :=

2 − t − T

2Lρ
; (8)åñëè PK > 1/2 ∨ (PK ≤ 1/2 ∧ 1 − T > Lρd), òî

x∗ := x +
1 − t − Lρd

σ2Lρ
, d∗ :=

Lρd − t + 1

2Lρ
. (9)Ïåðåéäåì ê ðàñ÷åòíûì �îðìóëàì äëÿ ÌÒ�. Áóäåì îòìå÷àòü èíäåêñîì �M� âåëè-÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê ÌÒ�. Òîãäà â òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïîñëå ïîëó÷åíèÿ Ò� äëÿ xMáóäóò èçâåñòíû âåëè÷èíû

m = A(xM), µ = T (xM, A, dM). (10)Âû÷èñëèì g(m) è g(µ). Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåé èòåðàöèè ÌÒ� âûáåðåì èç {m, µ} òóòî÷êó, äëÿ êîòîðîé çíà÷åíèå ‖g‖ ìåíüøå. Èíûìè ñëîâàìè:
‖g(µ)‖ ≤ ‖g(m)‖ =⇒ x∗M := µ, d∗M := Td(xM, A, dM), (11)

‖g(µ)‖ > ‖g(m)‖ =⇒ x∗M := m, d∗M := Ld2M/2‖g′(xM)‖. (12)Â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå ìîæíî äîáèòüñÿ åùå ëó÷øåãî. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî îòíîñèòåëü-íî �óíêöèè g âûïîëíåíû îáåñïå÷èâàþùèå êîððåêòíîñòü âñåõ íüþòîíîâñêèõ èòåðàöèéÏðåäïîëîæåíèÿ 1. Ôóíêöèÿ g èìååò êîðåíü α, ìîíîòîííà íà ëó÷å ℓ, âûõîäÿùåìèç x0 â íàïðàâëåíèè α, èìååò íà ℓ ëèïøèöåâó ïðîèçâîäíóþ ñ êîíñòàíòîé L, ïîä g′(x0) ïî-íèìàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé îäíîñòîðîííèé ïðåäåë ïðîèçâîäíîé g′. Çíà÷åíèÿ g′ îòëè÷íûîò íóëÿ âî âñåõ òî÷êàõ ℓ ïîìèìî, ìîæåò áûòü, α.



Òî÷íàÿ ðåëàêñàöèÿ ñ ó÷åòîì íåâÿçêè 77Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèÿì 1 ìíîæåñòâî ðåøåíèé íå ïóñòî è ÿâëÿåòñÿëèáî òî÷êîé, ëèáî îòðåçêîì.Âûâåäåì ðàñ÷åòíûå �îðìóëû ÌÒ� ìåòîäîì Íüþòîíà â ïðåäïîëîæåíèÿõ 1 è ïðèíàëè÷èè îöåíêè d, äîáûòîé òåì èëè èíûì ñïîñîáîì. Êàê ïîñòóïèòü ïðè îòñóòñòâèèýòîé èí�îðìàöèè, îáñóäèì ïîçäíåå.Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðåäïîëîæåíèÿ 1 ïîçâîëÿþò ñðàâíèòü ïî ìîäóëþ âåëè÷èíû
g(m) è g(µ), âû÷èñëÿÿ ëèøü îäíó èç íèõ. Ñîãëàñíî òîìó, êàêàÿ èç íèõ áóäåò âû÷èñëÿòü-ñÿ ñðàçó ïîñëå Ò�, âîçìîæíû äâà ñðàâíèòåëüíî ðàâíîïðàâíûõ âàðèàíòà. Çäåñü ïåðâîéáóäåò g(m). Ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà, êîãäà ïåðâàÿ g(µ), � àíàëîãè÷íî.Êàê áû òî íè áûëî, êîãäà çíà÷åíèÿ íåâÿçêè äëÿ íüþòîíîâñêîé èòåðàöèè (ÍÈ) áîëü-øå, ÷åì äëÿ Ò�, ðàñ÷åòíûå �îðìóëû ñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ è îöåíêè åãî ïîãðåøíî-ñòè äëÿ ÌÒ� ñîâïàäàþò ñ òàêîâûìè äëÿ Ò�, ò. å. ñ (6), (7) èëè ñ (8), (9). Â ïðîòèâíûõñëó÷àÿõ ñëåäóþùèì ïðèáëèæåíèåì íàäî íàçíà÷èòü x∗M := m, ÷òî î÷åâèäíî, à äëÿ îöåí-êè åãî ïîãðåøíîñòè èñïîëüçîâàòü îäíó èç �îðìóë (13)�(18).Èòàê, îïèøåì äîïîëíèòåëüíûå ê Ò� îïåðàöèè, êîòîðûå ïðåâðàùàþò åå â ÌÒ�.Ñëó÷àé 1, à. g(m)g(xM) < 0 ∧ r ≤ |µ − xM|.Âû÷èñëÿåòñÿ g(m).Íüþòîíîâñêàÿ èòåðàöèÿ ëó÷øå Ò� ïî ïîãðåøíîñòè è ïî íåâÿçêå. Îöåíêîé óäàëåí-íîñòè êîðíÿ áóäåò

d∗M := r − γ1 ≡
2rc + 1 −

√
1 + 4rc

2c
. (13)Ñëó÷àé 1, á. g(m)g(xM) < 0 ∧ r > |µ − xM|.Âû÷èñëÿåòñÿ g(µ).Íüþòîíîâñêàÿ èòåðàöèÿ, åñëè g(µ) îäíîãî çíàêà ñ g(xM), ìîæåò îêàçàòüñÿ ëó÷øåïî íåâÿçêå, ÷åì Ò�. Â ýòîì ñëó÷àå îöåíêîé óäàëåííîñòè ÍÈ îò êîðíÿ áóäåò

d∗M := r − |µ − xM|, (14)à åñëè |g(µ)| < |g(m)|, ìîæíî óëó÷øèòü îöåíêó ïîãðåøíîñòè äëÿ x∗M := µ:
d∗M := min(d∗M, |m − µ|) ≡ min(dM − |µ − xM|, |m − µ|). (15)(Äëÿ ñðàâíåíèÿ Ò� è ÍÈ ïî ïîãðåøíîñòè â ñëó÷àå 1, á íåäîñòàòî÷íî èí�îðìàöèè.)Ñëó÷àé 2, à. g(m)g(xM) > 0 ∧ r ≥ |µ − xM|.Íüþòîíîâñêàÿ èòåðàöèÿ ëó÷øå Ò� ïî ïîãðåøíîñòè è ïî íåâÿçêå. Îöåíêîé óäàëåí-íîñòè êîðíÿ áóäåò

d∗M :=

{

dM − r, 1 < 4rc,

min(dM − r, γ2 − r), 1 ≥ 4rc.
(16)Ñëó÷àé 2, á. g(m)g(xM) > 0 ∧ r < |µ − xM|.Âû÷èñëÿåòñÿ g(µ).Íüþòîíîâñêàÿ èòåðàöèÿ, åñëè g(µ) ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà ñ g(xM), ìîæåò îêà-çàòüñÿ ëó÷øå ïî íåâÿçêå, ÷åì Ò�. Â ýòîì ñëó÷àå îöåíêîé óäàëåííîñòè ÍÈ îò êîðíÿáóäåò

d∗M := |µ − xM| − r, (17)



78 Ñ.Å. Ìèõååâ, Â.Ñ. Ìèõååâà åñëè |g(µ)| < |g(m)|, ìîæíî óëó÷øèòü îöåíêó ïîãðåøíîñòè äëÿ x∗M := µ:
d∗M := |m − µ|. (18)(Äëÿ ñðàâíåíèÿ Ò� è ÍÈ ïî ïîãðåøíîñòè â ñëó÷àå 2, á íåäîñòàòî÷íî èí�îðìàöèè.)Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ÌÒ� îáõîäèòñÿ íå áîëåå ÷åì â îäíî âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ�óíêöèè g íà êàæäîì øàãå, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, â äîïîëíåíèå ê òåì àðè�ìåòè÷åñêèìîïåðàöèÿì, êîòîðûå ðàñõîäóþòñÿ íà Ò� (â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå ñì. (5)�(7)). Ïëþñ ê ýòîìóâîçìîæíû åùå äâå-òðè àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèè ñîãëàñíî (13)�(18) (â (13) r, γ1 óæåèçâåñòíû, ïîýòîìó òàì � òîëüêî îäíà îïåðàöèÿ). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî êîãäà ïðèáëèæå-íèÿ ïî Ò� è ÌÒ� ñîâïàäàþò, â ÌÒ� âñåãäà âû÷èñëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíî îäíî çíà÷åíèå�óíêöèè g, íî ýòîò òðóä íå ñîâñåì íàïðàñåí, èáî îöåíêà ïîãðåøíîñòè ÌÒ� â îáùåìñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ ëó÷øå, ÷åì Ò� (ñì. (14) è (17)).Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå óäåëüíûå äîïîëíèòåëüíûå (ê Ò�) ðàñõîäû íà ÌÒ� ñíèæà-þòñÿ ïðèìåðíî ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, ÷òî ñâÿçàíî ñïîâûøåíèåì òðóäîåìêîñòè âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ìàòðèöû ßêîáè g′ îòíîñèòåëüíî âû-÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé g.3. ÑõîäèìîñòüÑõîäèìîñòü Ò� è ÌÒ� ñ íüþòîíîâñêèì áàçîâûì àëãîðèòìîì â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àåèçâëåêàåòñÿ èç ïîëóãëîáàëüíîé òåîðåìû Êàíòîðîâè÷à [4℄ (òåîðåìà 6, §1, ãë. XVIII ñó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 1 ê íåé) èëè èç ëîêàëüíîé òåîðåìû Ìûñîâñêèõ [5℄ (òåîðåìà 3). Îáàýòèõ óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçóþò îöåíêó â íåêîòîðîé âûïóêëîé îáëàñòè, ãäå äîëæíû íà-õîäèòñÿ íüþòîíîâñêèå èòåðàöèè, íîðìû âòîðîé ïðîèçâîäíîé: ‖g′′(x)‖ ≤ L, ÷òî ëåãêîîñëàáëÿåòñÿ äî ëèïøèöåâîñòè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé (îòíîñèòåëüíî òåîðåìû Êàíòîðîâè-÷à ñì., íàïðèìåð, [6, 7℄).Â óñëîâèÿõ òåîðåìû Ìûñîâñêèõ ìàëîñòü ïîãðåøíîñòè íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ,ãàðàíòèðóþùàÿ ñõîäèìîñòü ÌÍ, èìååò âèä PM := Ld0‖(g′(x0))

−1‖ < 2/3. Ò� è ÌÒ�ãàðàíòèðîâàííî ñõîäÿòñÿ, åñëè â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé âçÿòü èìåííî òî÷êó
x0 è îöåíêó d0. (Â ñòàòüå, íàõîäÿùåéñÿ â ïå÷àòè, àâòîðàìè ïîêàçàíî, ÷òî ïî êðàéíåéìåðå â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå ÌÍ ãàðàíòèðîâàííî ñõîäèòñÿ ïðè p ≤ 1.)Â óñëîâèÿõ òåîðåìû Êàíòîðîâè÷à ìàëîñòü íà÷àëüíîé íåâÿçêè, ãàðàíòèðóþùàÿ ñõî-äèìîñòü ÌÍ, èìååò âèä

PK ≡ L‖(g(x0))‖‖(g′(x0))
−1‖2 ≤ 1/2, (19)è ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà íà÷àëüíîé ïîãðåøíîñòè

dK :=
1 −

√
1 − 2PK

L‖(g′(x0))−1‖ . (20)Ò� è ÌÒ� ãàðàíòèðîâàííî ñõîäÿòñÿ, åñëè íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå óäîâëåòâîðÿåò (19)è åãî ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíà ïî (20).Â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå î ñõîäèìîñòè Ò� è ÌÒ� ìîæíî ñêàçàòü çíà÷èòåëüíî áîëüøå.Îòìåòèì, ÷òî �îðìóëû (8) è, òåì áîëåå, (9) îáåñïå÷èâàþò ìåíüøóþ îöåíêó ïîãðåø-íîñòè d∗ ïîñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ x∗, ÷åì èòåðàöèÿ ïî ÌÍ. Ýòî åñòü ýëåìåíòàðíîåñëåäñòâèå ÏÌ, íà êîòîðîì áàçèðóåòñÿ Ò�. Êðîìå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñõîäè-ìîñòè ÌÍ óñëîâèå PM ≤ 1 íå òîëüêî äîñòàòî÷íî, íî è íåîáõîäèìî â òàêîì ñìûñëå: äëÿ



Òî÷íàÿ ðåëàêñàöèÿ ñ ó÷åòîì íåâÿçêè 79ëþáîãî PM > 1 íàéäóòñÿ ãëàäêàÿ g è x0, òàêèå, ÷òî L‖x0−α‖‖(g′(x0))
−1‖ = PM è ÌÍ ðàñ-õîäèòñÿ èëè çàöèêëèâàåòñÿ, ïðè÷åì â êà÷åñòâå L âûáèðàåòñÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿêîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ g′.Îòñþäà î÷åâèäíî âûòåêàåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàñõîäèìîñòè èëè çàöèêëèâàíèÿÌÍ: QM := L‖x0 − α‖‖(g′(x0))

−1‖ > 1, ãäå L � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ g′ íàâûïóêëîé îáîëî÷êå íüþòîíîâñêèõ èòåðàöèé.Íåçàâèñèìî îò ïðîèñõîæäåíèÿ îöåíêè d �îðìóëû (8), (9) îáåñïå÷àò åå óìåíüøåíèåáîëåå ÷åì â äâà ðàçà. Îòñþäà � ãëîáàëüíàÿ ñõîäèìîñòü Ò� ñ íüþòîíîâñêèì àëãîðèòìîìäëÿ ëþáîé �óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé ïðåäïîëîæåíèÿì 1.Òî æå âåðíî è äëÿ ÌÒ�, èáî ïî ïîñòðîåíèþ îíà îáåñïå÷èâàåò åùå áîëüøåå óìåíü-øåíèå îöåíêè ïîãðåøíîñòè íà êàæäîì øàãå.Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñëó÷àþ îòñóòñòâèÿ îöåíêè íà÷àëüíîé ïîãðåøíîñòè è íå âûïîë-íåíèÿ óñëîâèÿ PK ≤ 1/2 (îíî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü (20)).Ò� è ÌÒ� â ïðåäïîëîæåíèÿõ 1, êàê óæå ãîâîðèëîñü, ãëîáàëüíî ñõîäÿòñÿ ïðè ëþáîéîöåíêå íà÷àëüíîé ïîãðåøíîñòè. Ïîýòîìó ïîëó÷åíèå êàêîé-ëèáî ãðóáîé îöåíêè ïîãðåø-íîñòè, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà áû íà÷àòü ñõîäÿùèéñÿ èòåðàòèâíûé ïðîöåññ ñ Ò� è ÌÒ�,ñîâñåì íå çàòðóäíèòåëüíî. Åñòü, îäíàêî, áîëåå ý��åêòèâíûé âûõîä èç ñèòóàöèè. Îêà-çûâàåòñÿ, êîíå÷íîå ÷èñëî íüþòîíîâñêèõ èòåðàöèé îáåñïå÷èâàåò ëèáî ïîèñê ïðèáëèæåí-íîãî ê α ðåøåíèÿ, ëèáî ïîÿâëåíèå îöåíêè ïîãðåøíîñòè, ñ êîòîðîé ìîæíî íà÷àòü ìåòîäÒ� èëè ÌÒ�.Òåîðåìà 1 [3℄. Ïóñòü îòíîñèòåëüíî g âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ 1 è PK(x) > 1/2.Òîãäà çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ N íüþòîíîâñêèå èòåðàöèè, ìîíîòîííî óäàëÿÿñü îòíà÷àëüíîé òî÷êè â íàïðàâëåíèè êîðíÿ,à) ëèáî îáåñïå÷àò g(x∗) < ε, ãäå ε � çàðàíåå çàäàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî;á) ëèáî èçìåíÿò çíàê �óíêöèè: g(x)g(x∗) < 0;â) ëèáî îáåñïå÷àò PK(x) ≤ 1/2;ã) ëèáî îäíîâðåìåííî ñîçäàäóò íåñêîëüêî ïðåäûäóùèõ ñîáûòèé.×èñëî N ìîæíî àïðèîðè îöåíèòü ñâåðõó ïî g(x0), L, d0, ãäå d0 � îöåíêà íà÷àëüíîéïîãðåøíîñòè: N ≤ 8L[d + g(x0)]/9(Lε)2/3.Ïåðåéäåì ê ñðàâíèòåëüíîé èëëþñòðàöèè èòåðàòèâíûõ ïðîöåññîâ ÌÍ, ìåòîäà Ò� ñàëãîðèòìîì A è ìåòîäà ÌÒ� ñ àëãîðèòìîì A â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå.4. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòûÏåðâûå äåâÿòü ïðèìåðîâ èëëþñòðèðóþò óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè êàê â Ò�, òàê è â ÌÒ�ñðàâíèòåëüíî ñ ÌÍ. Â 10-ì ïðèìåðå � õîðîøàÿ ñõîäèìîñòü Ò� èÌÒ� ïðè ðàñõîäèìîñòèÌÍ. Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ äàëåå ïðèìåðàõ g(0) = 0, ò. å. α = 0. Íà÷àëüíûå òî÷êèâûáèðàëèñü îäèíàêîâûìè äëÿ ÌÍ, Ò� è ÌÒ�. Ñ îäíîé �óíêöèåé ïðîâîäèëèñü òðèýêñïåðèìåíòà ñ ðàçëè÷íûìè îöåíêàìè íà÷àëüíîé ïîãðåøíîñòè. Â êà÷åñòâå êîíñòàíòûËèïøèöà L áðàëñÿ ìàêñèìóì çíà÷åíèé |g′′| íà îòðåçêå [x0 − d, x0 + d].Â ïåðâûõ òðåõ ïðèìåðàõ âûïîëíÿëîñü íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàñõîäèìîñòè ÌÍ:
QM ≈ 1.01 > 1, îäíàêî ÌÍ ñõîäèëñÿ. Â ïðèìåðàõ 4�8 âûïîëíÿëîñü äîñòàòî÷íîå óñëî-âèå ñõîäèìîñòè ÌÍ: QM ≤ 1 (QM � ðàçíîâèäíîñòü PM). Â ïðèìåðå 10 QM > 1 è ÌÍðàñõîäèòñÿ, à Ò� è ÌÒ� ñõîäÿòñÿ.Òåêóùèå îöåíêè ïîãðåøíîñòè äëÿ ÌÍ âû÷èñëÿëèñü èòåðàòèâíî ñ ïåðåìåííûì c ïî�îðìóëàì c := L/2|g′(x)|, d∗N := cd2.
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1

3
ex/3 − 1, QM ≈ 1.01, PM ≈ 1.18.Âû÷èñëåíèÿ ïðåðâàíû íà 4-ì øàãå, ïîñëå îáíóëåíèÿ dM. Îöåíêè äàëüíîñòè Ò� èÌÒ� îêàçàëèñü ðàâíûìè: dN > dM = dT. Ïî íåâÿçêå òàêèå æå ðåçóëüòàòû: fN > fT = fM.Â îòëè÷èå îò ÌÍ êàê Ò�, òàê è ÌÒ� ìîãóò áûòü ÷óâñòâèòåëüíû ê âû÷èñëèòåëüíûìïîãðåøíîñòÿì âû÷èñëåíèé âáëèçè èñêîìîãî êîðíÿ. Ïîýòîìó äëÿ íèõ æåëàòåëüíî ïðåäó-ñìàòðèâàòü ñâîåâðåìåííóþ îñòàíîâêó èòåðàòèâíîãî ïðîöåññà ïî äîñòèæåíèè çàäàííîéòî÷íîñòè.Ïðèìåð 2. g(x) =

1

3
ex/3 − 1, QM ≈ 1.01, PM ≈ 1.18.Âû÷èñëåíèÿ ïðåðâàíû íà 5-ì øàãå, ïîñëå îáíóëåíèÿ dT. Ëó÷øå âñåõ ïî îöåíêå ïî-ãðåøíîñòè ðåçóëüòàò ïîêàçàëà ÌÒ�. Îáå Ò� è ÌÒ� ëó÷øå ÌÍ: dN > dT > dM. Àíàëî-ãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïî íåâÿçêå: fN > fT > fM.Ïðèìåð 3. g(x) =

1

3
ex/3 − 1 QM ≈ 1.01, PM ≈ 2.36.Âû÷èñëåíèÿ ïðåðâàíû íà 5-ì øàãå, ïîñëå îáíóëåíèÿ dT. Çäåñü óæå ÌÒ� îäíîçíà÷íîîïåðåæàåò ïî îöåíêå ïîãðåøíîñòè è Ò�, è ÌÍ: dN > dT > dM. Çíà÷åíèÿ íåâÿçêè óîáû÷íîé Ò� îêàçàëèñü õóæå, ÷åì ó ÌÍ. Íî ÌÒ�, åñòåñòâåííî, íå óñòóïèëà ÌÍ: fT >

fN > fM.Ïðèìåð 4. g(x) =
x

x2 + 6x + 5
, QM ≈ 0.65, PM ≈ 0.689.Çàäàííûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè áûë äîñòèãíóò íà 4-ì øàãå. Ïî îöåíêå ïîãðåøíîñòèíàáëþäàåòñÿ óáåäèòåëüíîå ïðåèìóùåñòâî Ò� è åùå áîëüøåå ÌÒ�: dN > dT > dM. Òàêîéæå ðàñêëàä ïî íåâÿçêå: fN > fT > fM.Ïðèìåð 5. g(x) =

x

x2 + 6x + 5
, QM ≈ 0.65, PM ≈ 0.82.Âû÷èñëåíèÿ ïðåðâàíû íà 4-ì øàãå, ïîñëå îáíóëåíèÿ dT. Ïî îöåíêå ïîãðåøíîñòèÌÒ� îêàçàëàñü òàêîé æå, êàê è Ò�: dN > dM = dT. Ïî íåâÿçêå àíàëîãè÷íî: fN > fT = fM.Ïðèìåð 6. g(x) =

x

x2 + 6x + 5
, QM ≈ 0.65, PM ≈ 1.37.Âû÷èñëåíèÿ ïðåðâàíû íà 5-ì øàãå, ïîñëå îáíóëåíèÿ dT. Ïðè äâóõêðàòíîì óâåëè-÷åíèè íà÷àëüíîé îöåíêè äàëüíîñòè ðåøåíèÿ ÌÒ� âûøëà â ëèäåðû ïî îöåíêå òåêóùåéïîãðåøíîñòè: dN > dT > dM. Ïî íåâÿçêå îáû÷íàÿ Ò� îêàçàëàñü ÷óòü õóæå ÌÍ. Íî ÌÒ�,åñòåñòâåííî, íå óñòóïèëà ÌÍ: fT > fN > fM.Ïðèìåð 7. g(x) = x + sin x, QM ≈ 0.26, PM ≈ 0.28.Âû÷èñëåíèÿ ïðåðâàíû íà 3-ì øàãå, ïîñëå îáíóëåíèÿ dT.Ïðèìåð 8. g(x) = x + sin x, QM ≈ 0.26, PM ≈ 0.33.Âû÷èñëåíèÿ ïðåðâàíû íà 3-ì øàãå, ïîñëå îáíóëåíèÿ dT.Ïðèìåð 9. g(x) = x + sin x, QM ≈ 0.26, PM ≈ 0.55.Âû÷èñëåíèÿ ïðåðâàíû íà 3-ì øàãå, ïîñëå îáíóëåíèÿ dT.Ïðèìåð 10. g(x) = (1 − e−|x|) sgnx, QM ≈ 4.77, PM ≈ 16.14.Çäåñü íà÷àëüíàÿ òî÷êà òàêîâà, ÷òî ÌÍ ðàñõîäèòñÿ. Åñòåñòâåííî, ÷òî PM > 1. �àñ-÷åòû ïðåðâàíû íà 5-ì øàãå, òàê êàê âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíîé g′(xN) äàâàëîìàøèííûé íîëü, ò. å. íå áûëî âîçìîæíîñòè ñäåëàòü èòåðàöèþ ïî ÌÍ. Â òî æå âðåìÿêàê Ò�, òàê è ÌÒ� õîðîøî ñõîäèëèñü è ìîæíî áûëî áû óëó÷øèòü òî÷íîñòü åùå íàíåñêîëüêî ïîðÿäêîâ.Èíòåðåñíî, ÷òî õàðàêòåðíûé ïàðàìåòð ïåðåä òåì, êàê íà÷àòü ìîíîòîííî ñòðåìèòüñÿê íóëþ, âíà÷àëå âîçðàñòàë.Ò�: 4.77, 5.50, 0.025, 0.00029, 4.37·10−8.ÌÒ�: 4.77, 5.38, 0.021, 0.00020, 2.07·10−8.
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Ò à á ë è ö à 1. Ïðèìåð 1. g(x) =
1

3
ex/3 − 1, QM ≈ 1.01, PM ≈ 1.18

k xN xT xM fN fT fM dN dT dM0 −1.000e+00 −1.000e+00 −1.000e+00 −2.835e-01 −2.835e-01 −2.835e-01 1.166e+00 1.166e+00 1.166e+001 1.868e-01 1.754e-04 1.754e-04 6.424e-02 5.846e-05 5.846e-05 6.883e-01 1.658e-01 1.658e-012 5.696e-03 5.124e-09 5.124e-09 1.900e-03 1.708e-09 1.708e-09 1.615e-01 1.116e-08 1.116e-083 5.404e-06 4.376e-18 4.376e-18 1.801e-06 1.459e-18 1.459e-18 9.443e-03 9.526e-18 9.526e-184 4.867e-12 0.000e+00 0.000e+00 1.622e-12 0.000e+00 0.000e+00 3.235e-05 6.948e-36 0.000e+00Ò à á ë è ö à 2. Ïðèìåð 2. g(x) =
1

3
ex/3 − 1, QM ≈ 1.01, PM ≈ 1.18

k xN xT xM fN fT fM dN dT dM0 −1.000e+00 −1.000e+00 −1.000e+00 −2.835e-01 −2.835e-01 −2.835e-01 1.399e+00 1.399e+00 1.399e+001 1.868e-01 1.168e-01 1.168e-01 6.424e-02 3.969e-02 3.969e-02 9.911e-01 2.824e-01 2.824e-012 5.696e-03 1.874e-03 1.874e-03 1.900e-03 6.247e-04 6.247e-04 3.349e-01 4.614e-03 4.614e-033 5.404e-06 5.832e-07 5.832e-07 1.801e-06 1.944e-07 1.944e-07 4.060e-02 1.272e-06 1.272e-064 4.867e-12 5.669e-14 5.669e-14 1.622e-12 1.890e-14 1.890e-14 5.980e-04 1.234e-13 1.234e-135 3.948e-24 5.333e-28 5.301e-28 1.316e-24 1.778e-28 1.767e-28 1.297e-07 1.166e-27 1.161e-27Ò à á ë è ö à 3. Ïðèìåð 3. g(x) =
1

3
ex/3 − 1, QM ≈ 1.01, PM ≈ 2.36

k xN xT xM fN fT fM dN dT dM0 −1.000e+00 −1.000e+00 −1.000e+00 −2.835e-01 −2.835e-01 −2.835e-01 2.332e+00 2.332e+00 2.332e+001 1.868e-01 5.832e-01 1.868e-01 6.424e-02 2.146e-01 6.424e-02 2.753e+00 7.488e-01 3.524e-012 5.696e-03 2.043e-02 4.278e-03 1.900e-03 6.833e-03 1.427e-03 2.584e+00 9.742e-02 1.140e-023 5.404e-06 6.721e-05 3.028e-06 1.801e-06 2.241e-05 1.009e-06 2.417e+00 1.494e-04 6.619e-064 4.867e-12 7.529e-10 1.528e-12 1.622e-12 2.510e-10 5.093e-13 2.120e+00 1.639e-09 3.326e-125 3.948e-24 9.447e-20 3.892e-25 1.316e-24 3.149e-20 1.297e-25 1.630e+00 2.056e-19 8.470e-25
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Ò à á ë è ö à 4. Ïðèìåð 4. g(x) =
x

x2 + 6x + 5

, QM ≈ 0.65, PM ≈ 0.689

k xN xT xM fN fT fM dN dT dM0 1.500e-01 1.500e-01 1.500e-01 2.533e-02 2.533e-02 2.533e-02 1.600e-01 1.600e-01 1.600e-011 −2.848e-02 1.160e-03 1.160e-03 −5.896e-03 2.316e-04 2.316e-04 5.510e-02 1.116e-02 2.964e-022 −9.641e-04 −1.621e-06 −1.614e-06 −1.930e-04 −3.243e-07 −3.228e-07 4.326e-03 2.065e-06 2.057e-063 −1.115e-06 −3.155e-12 −3.126e-12 −2.230e-07 −6.310e-13 −6.253e-13 2.852e-05 4.015e-12 3.978e-124 −1.492e-12 −1.194e-23 −1.173e-23 −2.984e-13 −2.389e-24 −2.346e-24 1.242e-09 1.520e-23 1.492e-23

Ò à á ë è ö à 5. Ïðèìåð 5. g(x) =
x

x2 + 6x + 5

, QM ≈ 0.65, PM ≈ 0.82

k xN xT xM fN fT fM dN dT dM0 1.500e-01 1.500e-01 1.500e-01 2.533e-02 2.533e-02 2.533e-02 1.920e-01 1.920e-01 1.920e-011 −2.848e-02 −1.484e-02 −1.484e-02 −5.896e-03 −3.022e-03 −3.022e-03 7.934e-02 2.716e-02 2.716e-022 −9.641e-04 −2.495e-04 −2.495e-04 −1.930e-04 −4.991e-05 −4.991e-05 8.971e-03 3.138e-04 3.138e-043 −1.115e-06 −7.462e-08 −7.462e-08 −2.230e-07 −1.492e-08 −1.492e-08 1.226e-04 9.494e-08 9.494e-084 −1.492e-12 −6.682e-15 −6.682e-15 −2.984e-13 −1.336e-15 −1.336e-15 2.296e-08 8.503e-15 8.503e-15

Ò à á ë è ö à 6. Ïðèìåð 6. g(x) =
x

x2 + 6x + 5

, QM ≈ 0.65, PM ≈ 1.37

k xN xT xM fN fT fM dN dT dM0 1.500e-01 1.500e-01 1.500e-01 2.533e-02 2.533e-02 2.533e-02 3.200e-01 3.200e-01 3.200e-011 −2.848e-02 −7.884e-02 −2.848e-02 −5.896e-03 −1.739e-02 −5.896e-03 2.204e-01 9.116e-02 4.080e-022 −9.641e-04 −6.043e-03 −8.786e-04 −1.930e-04 −1.217e-03 −1.759e-04 6.922e-02 6.717e-03 1.087e-033 −1.115e-06 −4.275e-05 −9.229e-07 −2.230e-07 −8.551e-06 −1.846e-07 7.300e-03 5.419e-05 1.174e-064 −1.492e-12 −2.193e-09 −1.022e-12 −2.984e-13 −4.386e-10 −2.044e-13 8.138e-05 2.791e-09 1.301e-125 −2.672e-24 −5.771e-18 −1.253e-24 −5.344e-25 −1.154e-18 −2.507e-25 1.011e-08 7.344e-18 1.595e-24
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Ò à á ë è ö à 7. Ïðèìåð 7. g(x) = x + sin x, QM ≈ 0.26, PM ≈ 0.28

k xN xT xM fN fT fM dN dT dM0 5.236e-01 5.236e-01 5.236e-01 1.024e+00 1.024e+00 1.024e+00 5.536e-01 5.536e-01 5.536e-011 −2.413e-02 2.857e-03 2.857e-03 −4.826e-02 5.713e-03 5.713e-03 7.705e-02 3.286e-02 2.699e-022 2.350e-06 −6.457e-09 −3.884e-09 4.699e-06 −1.291e-08 −7.768e-09 1.395e-03 1.917e-06 1.915e-063 −2.162e-18 4.136e-25 0.000e+00 −4.324e-18 8.272e-25 0.000e+00 4.571e-07 9.795e-18 3.544e-18Ò à á ë è ö à 8. Ïðèìåð 8. g(x) = x + sin x, QM ≈ 0.26, PM ≈ 0.33

k xN xT xM fN fT fM dN dT dM0 5.236e-01 5.236e-01 5.236e-01 1.024e+00 1.024e+00 1.024e+00 6.643e-01 6.643e-01 6.643e-011 −2.413e-02 −4.829e-02 −2.413e-02 −4.826e-02 −9.656e-02 −4.826e-02 1.110e-01 8.400e-02 5.985e-022 2.350e-06 3.136e-05 2.350e-06 4.699e-06 6.272e-05 4.699e-06 2.893e-03 5.489e-04 1.353e-043 −2.162e-18 −8.526e-15 −2.162e-18 −4.324e-18 −1.705e-14 −4.324e-18 1.966e-06 2.310e-10 1.297e-12Ò à á ë è ö à 9. Ïðèìåð 9. g(x) = x + sin x, QM ≈ 0.26, PM ≈ 0.55

k xN xT xM fN fT fM dN dT dM0 5.236e-01 5.236e-01 5.236e-01 1.024e+00 1.024e+00 1.024e+00 1.107e+00 1.107e+00 1.107e+001 −2.413e-02 −4.829e-02 −2.413e-02 −4.826e-02 −9.656e-02 −4.826e-02 3.082e-01 8.400e-02 5.985e-022 2.350e-06 3.136e-05 2.350e-06 4.699e-06 6.272e-05 4.699e-06 2.232e-02 5.489e-04 1.353e-043 −2.162e-18 −8.526e-15 −2.162e-18 −4.324e-18 −1.705e-14 −4.324e-18 1.170e-04 2.310e-10 1.297e-12Ò à á ë è ö à 10. Ïðèìåð 10. g(x) = (1 − e−|x|) sgn x, QM ≈ 4.77, PM ≈ 16.14

k xN xT xM fN fT fM dN dT dM0 1.300e+00 1.300e+00 1.300e+00 7.275e-01 7.275e-01 7.275e-01 4.400e+00 4.400e+00 4.400e+001 −1.369e+00 −1.382e+00 −1.369e+00 −7.457e-01 −7.489e-01 −7.457e-01 3.552e+01 1.718e+00 1.705e+002 1.563e+00 −2.391e-02 −2.011e-02 7.906e-01 −2.363e-02 −1.991e-02 2.481e+03 3.598e-01 3.560e-013 −2.211e+00 2.956e-04 2.037e-04 −8.904e-01 2.956e-04 2.036e-04 1.469e+07 3.002e-04 2.064e-044 5.915e+00 −4.372e-08 −2.074e-08 9.973e-01 −4.372e-08 −2.074e-08 9.848e+14 4.373e-08 2.074e-085 −3.638e+02 9.558e-16 2.151e-16 −1.000e+00 9.558e-16 2.151e-16 1.798e+32 9.558e-16 2.151e-16
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