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An interior boundary-value problem for an elliptic equation is considered. The

equivalent system of local integral equations is constructed with the help of the Green

function for the Poisson—Boltzmann operator. The solution and its gradient are esti-

mated using the “random walk on spheres and balls” algorithm.1. Äè��åðåíöèàëüíàÿ çàäà÷à è îïðåäåëåíèÿ�àññìîòðèì ñìåøàííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:
∆u(r) − c(r)u(r) +

(
v(r),∇u(r)

)
= −g(r), r ∈ Ω ⊂ R3; (1)

u(y) = ψ1(y), y ∈ Γ1; (2)
(∇u(y), γ(y)) + α(y)u(y) = ψ2(y), y ∈ Γ2, (3)âíóòðè îáëàñòè Ω ñ ãðàíèöåé Γ = Γ1

⋃
Γ2, êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ (1), ãðàíè÷íûå �óíêöèè è îáëàñòü Ωòàêîâû, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå äîñòàòî÷íî ãëàäêîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.Îáëàñòü ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííîé, â ýòîì ñëó÷àå ïîòðåáóåì îò ðåøåíèÿ u(r) ñëåäó-þùåãî ïîâåäåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè: u(r) = O(r−1) ïðè |r| → ∞. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòüîöåíêà ðåøåíèÿ u(r) è ãðàäèåíòà ∇u(r) â íåêîòîðîé òî÷êå r ∈ Ω. Ââåäåì ñëåäóþùèåîáîçíà÷åíèÿ:

∆κ = ∆ − κ2 � ñòàöèîíàðíûé äè��óçèîííûé îïåðàòîð. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1),îñòàâèâ òîëüêî ýòîò îïåðàòîð â ëåâîé ÷àñòè:
∆κu(r) ≡ ∆u(r) − κ2u(r) = −

(
κ2 − c(r)

)
u(r) −

(
v(r),∇u(r)

)
− g(r); (4)

R = R(r) = min{dist(r,Γ), Rmax};

c0 � êîíñòàíòà òàêàÿ, ÷òî p(r) =

(
1 −

c0R
2(r)

6

)
∈ (0, 1);
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B(r0, R) = {r ∈ R3 : |r0 − r| ≤ R(r0)} � øàð ñ öåíòðîì â r0, öåëèêîì ëåæàùèé â Ω;
S(r0, R) = ∂B(r0, R) = {r ∈ R3 : |r0 − r| = R(r0)} � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñ�åðà;
Γε = {r ∈ Ω : ∃r′ ∈ Γ, |r − r′| ≤ ε} � ε-îêðåñòíîñòü ãðàíèöû Γ;
ω � åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ v(r), ò. å. v(r) = |v(r)|ω(r); aω = cos( ̂r − r′, ω);
−c∗ = π2/R2

max � ïåðâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà Ëàïëàñà â øàðå ðàäèóñà Rmax;
r∗ � ïðîåêöèÿ òî÷êè r ∈ Γ1ε íà Γ1: |r − r∗| = R(r). Óñëîâèå (2) àïïðîêñèìèðóåì â

Γ1ε ñëåäóþùèì îáðàçîì: u(r) = ψ1(r
∗) + O(ε) ≈ ψ1(r

∗);
dγ(r) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè r äî ãðàíèöû Γ2 âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ γ;
π(r) � ïðîåêöèÿ òî÷êè r ∈ Γ2ε íà Γ2 âäîëü ïîëÿ γ. Óñëîâèå (3) àïïðîêñèìèðóåì â

Γ2ε ñëåäóþùèì îáðàçîì [1℄:
u(r) =

[1 + αdγ(r)]u(r − εγ)

1 + α(dγ(r) + ε)
+

εψ2(π(r))

1 + α(dγ(r) + ε)
+ O(ε2) ≈ p̃(r)u(r − εγ) + ψ̃2(π(r));

Pn(cos θ) � ïîëèíîìû Ëåæàíäðà [2℄;
νn(x) =

√
π

2x
In+ 1

2

(x), ãäå In+ 1

2

(x) � ìîäè�èöèðîâàííûå �óíêöèè Áåññåëÿ [2℄;
ν0(x) =

sinh(x)

x
, ν1(x) =

1

x

(
cosh(x) −

sinh(x)

x

);
Gκ

r0
(r, r′) � íåöåíòðàëüíàÿ �óíêöèÿ �ðèíà äëÿ îïåðàòîðà ∆κ â øàðå B(r0, R), êîòî-ðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è Äèðèõëå:

∆κG
κ
r0

(r, r′) = δ(r − r′), Gκ
r0

(r, r′)
∣∣
r∈S(r0,R)

= 0,ãäå δ(·) � äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà. ßâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèè Gκ
r0
è åå ïðîèçâîä-íûõ, èñïîëüçóåìûå äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, âûïèñàíû äàëåå.2. Ñâåäåíèå ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþÔîðìàëüíî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè u(r′) èç (4) è åå ïðîñòðàíñòâåííîéïðîèçâîäíîé ∂u

∂ω
(r′) ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñðåäíåì. Â íàøåì ñëó÷àå âîñ-ïîëüçóåìñÿ íåöåíòðàëüíîé �óíêöèåé �ðèíà Gκ

r0
(r, r′) äëÿ îïåðàòîðà ∆κ â øàðå B(r0, R).Â ðåçóëüòàòå ïî àíàëîãèè ñ [3℄ äëÿ r′, r0 ∈ Ω \ Γε áóäóò èìåòü ìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ:

u
1
(r′) = −

∫

S(r0,R)

∂Gκ
r0

∂nr

(r, r′)u
1
(r)dSr +

∫

B(r0,R)

Gκ
r0

(r, r′)F(u, ω, r)dr; (5)
∂u

1

∂ω
(r′) = −

∫

S(r0,R)

∂

∂ω

(
∂Gκ

r0

∂nr

)
(r, r′)u

1
(r)dSr +

∫

B(r0,R)

∂Gκ
r0

∂ω
(r, r′)F(u, ω, r)dr. (6)Çäåñü F(u

1
, ω, r) ≡

[
|v(r)|

∂u
1

∂ω
(r) + (κ2 − c(r))u

1
(r) + g(r)

]; nr � âíåøíÿÿ íîðìàëü êñ�åðå S(r0, R). Äëÿ r′ ∈ Γε ïîëàãàåì u
1
≡ u. Äàëåå áóäóò ñ�îðìóëèðîâàíû óñëîâèÿñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (5) è (6) è ñîâïàäåíèÿ èõ ñ ðåøå-íèåì èñõîäíîé äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è è åãî ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîèçâîäíîé. Òåïåðü



22 À.Â. Áóðìèñòðîââûïèøåì �óíêöèè, èñïîëüçîâàííûå â ïðåäñòàâëåíèÿõ (5) è (6), à òàêæå íàéäåì ïëîò-íîñòè âåðîÿòíîñòåé, ïðîïîðöèîíàëüíûå èì. Íåöåíòðàëüíóþ �óíêöèþ �ðèíà Gκ
r0

(r, r′)áóäåì èñêàòü â ñëåäóþùåì âèäå:
Gκ

r0
(r, r′) =

1

4π

[
sinh {κ(R − |r − r′|)}

sinh {κR} |r − r′|

]
− G(r, r′), (7)ãäå �óíêöèÿ G(r, r′) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:

∆κG(r, r′) = 0, |r − r0| < R, G(r, r′) =
1

4π

[
sinh {κ(R − |r − r′|)}

sinh {κR} |r − r′|

]
, |r − r0| = R. (8)�åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (8) ìîæíî çàïèñàòü â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ [2℄:

G(r, r′) =
∞∑

n=0

̺n(r′)Pn(ξ)
νn(κ|r − r0|)

νn(κR)
,ãäå ξ = cos θ � êîñèíóñ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè (r−r0) è (r′−r0), à êîý��èöèåíòû ̺n(r′)îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëå

̺n(r′) =
2n+ 1

2

1∫

−1

1

4π




sinh
{
κ(R−

√
R2 + |r′ − r0|2 − 2R|r′ − r0|ξ)

}

sinh {κR}
√
R2 + |r′ − r0|2 − 2R|r′ − r0|ξ


Pn(ξ)dξ.Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â îñíîâíîì öåíòðàëüíóþ �óíêöèþ �ðèíà äëÿîïåðàòîðà ∆κ, ò. å. çíà÷åíèÿ �óíêöèè u

1
(5) è åå ãðàäèåíòà (6) â òî÷êå r′ áóäåì ïðåä-ñòàâëÿòü â âèäå ñóììû èíòåãðàëîâ ïî ñ�åðå è øàðàì ñ öåíòðîì â òîé æå òî÷êå (r0 = r′).Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîèçâîäíûõ áûëà èñïîëüçîâàíà èìåííî íåöåí-òðàëüíàÿ �óíêöèÿ �ðèíà (7), êðîìå ýòîãî, íåöåíòðàëüíûå �óíêöèè ìîæíî èñïîëü-çîâàòü ïðè ðåøåíèè âíåøíèõ êðàåâûõ çàäà÷. Ïðè ýòîì äëÿ îãðàíè÷åííîñòè íà áåñ-êîíå÷íîñòè â âûðàæåíèÿõ äëÿ �óíêöèé νn(x) ìîäè�èöèðîâàííûå �óíêöèè Áåññåëÿ

In+ 1

2

(x) íóæíî çàìåíèòü íà �óíêöèè Kn+ 1

2

(x) [2℄. Ïîñëå äè��åðåíöèðîâàíèÿ, îáîçíà-÷àÿ ρ = |r − r′|, ν̃(ρ) = κρ cosh{κ(R − ρ)} + sinh{κ(R − ρ)}, à òàêæå ó÷èòûâàÿ, ÷òîïîëèíîìû Ëåæàíäðà îðòîãîíàëüíû è P1(cos θ) = cos θ [2℄, ïîëó÷èì
Gκ

r′(r, r
′) =

sinh {κ(R− ρ)}

4πρ sinh {κR}
,

∂Gκ
r′

∂ω
(r, r′) =

aω

4π sinh{κR}

[
ν̃(ρ)

ρ2
−
κ

R

ν1(κρ)

ν1(κR)

]
,

∂Gκ
r′

∂nr

(r, r′) = −
1

4πR2

1

ν0(κR)
,

∂

∂ω

(
∂Gκ

r′

∂nr

)
(r, r′) = −

aω

4πR2

κ

ν1(κR)
.Çàìåòèì, ÷òî ïðè κ→ 0 îïåðàòîð ∆κ ñòðåìèòñÿ ê îïåðàòîðó Ëàïëàñà ∆ è âûøåïðèâå-äåííûå �óíêöèè ñòðåìÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì öåíòðàëüíûì øàðîâûì �óíêöèÿì äëÿîïåðàòîðà Ëàïëàñà [3℄:

G0
r′(r, r

′) =
1

4π

(
1

|r − r′|
−

1

R

)
,

∂G0
r′

∂ω
(r, r′) =

aω

4π

(
1

|r − r′|2
−

|r − r′|

R3

)
,

∂G0
r′

∂nr

(r, r′) = −
1

4πR2
,

∂

∂ω

(
∂G0

r′

∂nr

)
= −

aω

4πR2

3

R
.



Ìîäè�èêàöèÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé äëÿ îöåíêè ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ... 23Ïîëó÷åííûå �óíêöèè ïðîïîðöèîíàëüíû ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íà ñ�åðå FS è ïëîò-íîñòÿì ðàñïðåäåëåíèÿ â øàðå F0 è F1:
Gκ

r (r, r′) =
R2

6
C01(κR)F0(r, r

′),
∂Gκ

r

∂ω
(r, r′) = aω

3R

4
C11(κR)F1(r, r

′),

−
∂Gκ

r

∂nr′
(r, r′) = C00(κR)FS(r, r′), −

∂

∂ω

(
∂Gκ

r

∂nr′

)
(r, r′) = aω

3

R
C10(κR)FS(r, r′).Çäåñü �óíêöèè Ckl(·), k, l ∈ {0, 1} ìîíîòîííî óáûâàþò îò 1 äî 0:

C00(x) = ν0(x)
−1, C10(x) =

x

3ν1(x)
,

C01(x) =
6

x2

ν0(x) − 1

ν0(x)
, C11(x) =

4

3

[
t0(x) −

t0(x) − 1

xν1(x)

]
, t0(x) =

tanh(x/2)

x/2
.Ôóíêöèÿ FS ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ñ�åðå:

FS(ϕ, θ)dS =
sin(θ)dθdϕ

4π
,çäåñü θ ∈ (0, π), ϕ ∈ (0, 2π) è ρ = |r − r′| ∈ (0, R) � êîîðäèíàòû ëîêàëüíîé (ñ öåíòðîìâ òî÷êå r′) ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïëîòíîñòè F0 è F1 â ýòîé ñèñòåìå êîîð-äèíàò �àêòîðèçóþòñÿ: Fj(r, r

′)dr = FS(ϕ, θ)dϕdθF ρ
j (ρ)dρ, j = 0, 1, à ÷àñòè F ρ

j (ρ) èìåþòñëåäóþùèé âèä:
F ρ

0 (ρ) =
6C−1

01 (κR)

R2 sinh {κR}
ρ sinh {κ(R − ρ)} , F ρ

1 (ρ) =
4C−1

11 (κR)

R2 sinh{κR}

[
ν̃(ρ) −

κρ2

R

ν1(κρ)

ν1(κR)

]
.Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ òàêèìè ïëîòíîñòÿìè ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ìåòî-äîì èñêëþ÷åíèÿ [4℄.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (5) è (6)îáúåäèíèì èõ äàëåå â îäíî èíòåãðîàëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãîðàñøèðåíèÿ ìíîæåñòâà �àçîâûõ êîîðäèíàò äèñêðåòíîé ïåðåìåííîé j, ïðèíèìàþùåéòîëüêî äâà çíà÷åíèÿ: j = 0 èëè j = 1. Îáîçíà÷èì òî÷êó íîâîãî �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà÷åðåç w = (r, j) ∈ R3 × {0, 1} è ââåäåì òàêæå ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

U(w) ≡ U(r, j) =




u

1
(r), j = 0;

R(r)

3

∂u
1

∂ω
(r), j = 1.Èñïîëüçóåì âåëè÷èíó p(r) =

1 − c0R
2(r)

6
äëÿ ðàíäîìèçàöèè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ:

U(r′, j′) = p(r′)




∫

S(r′,R)

FS(r, r′)U(r, 0)Qj0(r, r
′)dSr +

G(r′, j′)

p(r′)


 +

+(1 − p(r′))

∫

B(r′,R)

Fj(r, r
′)

[
pc

1Q
c
j′1(r, r

′)U(r, 1) + pc
0Q

c
j′0(r, r

′)U(r, 0)
]
dr, (9)
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0 = pc

0(r, r
′) è pc

1 = pc
1(r, r

′) òîæå ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè âåðîÿòíîñòÿìè
pc

0 + pc
1 = 1, êîòîðûå ìîæíî âçÿòü ðàâíûìè pc

1 = pc
0 = 0.5, îäíàêî áîëåå ý��åêòèâíîáðàòü èõ ïðîïîðöèîíàëüíûìè �óíêöèÿì |v| è |κ2 − c|:

pc
1 =

3|v(r)|

R(r)pcv

, pc
0 =

|κ2 − c(r)|

pcv

, ãäå pcv =
3|v(r)|

R(r)
+ |κ2 − c(r)|.Ôóíêöèÿ G(w) ïðåäñòàâèìà â âèäå èíòåãðàëîâ [Ckl ≡ Ckl(κR(r′)); k, l ∈ {0, 1}℄:

G(r′, 0) = C01
R2

6

∫

B(r′,R)

F0(r, r
′)g(r)dr, G(r′, 1) = C11

R2

4

∫

B(r′,R)

F1(r, r
′)g(r)aωdr,êîòîðûå ìîæíî îöåíèâàòü �ïî îäíîìó ñëó÷àéíîìó óçëó� [4℄. Âåñà âûðàæàþòñÿ òàê:

Q10(r, r
′) =

aωC10

p(r′)
, Qc

01(r, r
′) =

3|v(r)|C01

pc
1c0R(r)

, Qc
11(r, r

′) =
9aω|v(r)|C11

2pc
1c0R(r)

,

Q00(r, r
′) =

C00

p(r′)
, Qc

00(r, r
′) =

(κ2 − c(r))C01

pc
0c0

, Qc
10(r, r

′) =
3aω(κ2 − c(r))C11

2pc
0c0

.3. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿÂ ñîîòâåòñòâèè ñ (9) è ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ñòàòèñòè÷åñêèé àëãîðèòì ñî-ïðÿæåííûõ áëóæäàíèé ïî ñ�åðàì è â øàðàõ äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû U(w0) ñòðîèòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì.[w0 = (r0, j0), Q0 = 1; òðàåêòîðèþ ìîäåëèðóåì äî îáðûâà íà øàãå ñî ñëó÷àéíûìíîìåðîì N ℄.
• Åñëè rn 6∈ Γε, òî 
ëåäóþùàÿ òî÷êà rn+1 âûáèðàåòñÿ íà ñ�åðå S(rn) ñ âåðîÿòíîñòüþ

p(rn) (ñëó÷àé 1) èëè â øàðå B(rn) ñ äîïîëíèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 1− p(rn) (ñëó÷àé 2).Äëÿ ñëó÷àÿ 1 òî÷êà rn+1 âûáèðàåòñÿ ðàâíîìåðíî íà ñ�åðå S(rn), ò. å. ïî ïëîòíîñòè
FS(rn, r

′). Â ñ÷åò÷èê äîáàâëÿåòñÿ âåëè÷èíà Qnp−1(rn)G(wn). Âåëè÷èíà jn+1 ïîëàãàåòñÿðàâíîé 0. Âåñ Qn óìíîæàåòñÿ íà âåëè÷èíó Qjn0: Qn+1 = QnQjn0.Äëÿ ñëó÷àÿ 2 òî÷êà rn+1 âûáèðàåòñÿ â øàðå B(rn) ïî ïëîòíîñòè Fjn
(rn, r

′). Âåëè-÷èíà jn+1 ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ pc
1(rn, rn+1) è ðàâíîé 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ

pc
0(rn, rn+1). Âåñ Qn óìíîæàåòñÿ íà âåëè÷èíó Qc

jnjn+1
: Qn+1 = QnQc

jnjn+1
.Ïðîäîëæàåì àëãîðèòì îò ìåñòà, îáîçíà÷åííîãî •, äëÿ òî÷êè rn+1.Åñëè rn ∈ Γ1ε, jn = 0, òî â ñ÷åò÷èê äîáàâëÿåòñÿ âåëè÷èíà Qnψ1(r
∗

n) è òðàåêòîðèÿîáðûâàåòñÿ. Åñëè rn ∈ Γ2ε, jn = 0, òî â ñ÷åò÷èê äîáàâëÿåòñÿ âåëè÷èíà Qnψ̃2(π(rn)).Ñ âåðîÿòíîñòüþ p̃(rn) ñëåäóþùàÿ òî÷êà rn+1 = rn − εnγn îòðàæàåòñÿ â Ω \Γε. Âåëè÷èíà
jn+1 ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé 0. Âåñ íå èçìåíÿåòñÿ. Ïðîäîëæàåì àëãîðèòì îò ìåñòà, îáîçíà-÷åííîãî •, äëÿ òî÷êè rn+1. Ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − p̃(rn) òðàåêòîðèÿ îáðûâàåòñÿ.Åñëè rn ∈ Γε, jn = 1, òî òðàåêòîðèÿ îáðûâàåòñÿ.Â ðåçóëüòàòå äëÿ âåëè÷èíû U(w0) ïîëó÷àåì ðåàëèçóåìóþ îöåíêó:

ζε(w0) =

N∑

n=0

QnG̃(wn),ïðè÷åì G̃(w) ñâÿçàíà ñ G(w) ñëåäóþùèì îáðàçîì: G̃(rn, jn) = δ(jn+1)G(rn, jn)/p(rn). Â
Γε �óíêöèÿ G̃(w) äîîïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: G̃(w) = 0 ïðè r ∈ Γε, j = 1;
G̃(w) = ψ1(r

∗) ïðè r ∈ Γ1ε, j = 0; G̃(w) = ψ̃2(π(r)) ïðè r ∈ Γ2ε, j = 0.



Ìîäè�èêàöèÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé äëÿ îöåíêè ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ... 25Çàìå÷àíèå. Äëÿ îöåíêè ïðîèçâîäíîé îò ðåøåíèÿ u ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ µ (à íåòîëüêî ïî íàïðàâëåíèþ ñêîðîñòè ω) íà ïåðâîì øàãå àëãîðèòìà ñëåäóåò èñïîëüçîâàòüïðåäñòàâëåíèå äëÿ ∂u1

∂µ
, àíàëîãè÷íîå (6). Ïîñëå åãî ðàíäîìèçàöèè äàëåå ðåàëèçóåòñÿ àë-ãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ, ñâÿçàííûé ñ îðòîì ω(r). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îöåíêè {ζµ(r)}µ=x,y,zâåêòîðà ãðàäèåíòà gradu(r) âåðíî ïðåäñòàâëåíèå
ζµ(r) = 3

Gµ(r) +Qµ(w1)ζ(w1)

R(r)
, µ = x, y, z,ãäå ζ(w1) � îöåíêà äëÿ U(w1), à w1 ≡ (r1, j1) � ñîñòîÿíèå ïîñëå ïåðâîãî ïåðåõîäà â öåïèÌàðêîâà; ïðè ýòîì êîý��èöèåíòû Gµ(r) è Qµ(w1) èçâåñòíû óæå ïîñëå ïåðâîãî øàãà.Òàêèì îáðàçîì, âñå òðè êîìïîíåíòà âåêòîðà ãðàäèåíòà ìîæíî îöåíèâàòü îäíîâðåìåííî,ò. å. íà îäíîì íàáîðå òðàåêòîðèé.4. Ñâÿçü ñ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷èÒåîðåìû â ýòîì ðàçäåëå äîêàçûâàþòñÿ ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìàìè èç [3℄, ãäå ðàññìîòðåíûòîëüêî êðàåâûå óñëîâèÿ (2). Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ó÷èòûâàþò òîò �àêò, ÷òî âåñà âñîîòâåòñòâóþùèõ ðÿäàõ Íåéìàíà óìíîæàþòñÿ íà ìíîæèòåëè Ckl(κR(r)) ≤ 1, à òàêæåòî, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî îòðàæåíèé â àëãîðèòìå èìååò ïîðÿäîê O(ε−1) [1℄.Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ âñåõ r ∈ Ω âûïîëíåíî óñëîâèå

|κ2 − c(r)| +
3|v(r)|

R(r)
≤

2c0
3
, (10)ãäå c0 < 6c∗/π2 ≃ 0.6079c∗, òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèåèíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (9). Ýòî ðåøåíèå ïðåäñòàâèìî ñîîòâåòñòâóþùèì ðÿäîìÍåéìàíà è ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3):

U(r, 0) = u(r), U(r, 1) =
R(r)

3

∂u

∂ω
(r).Åñëè v ≡ 0, òî óñëîâèå (10) ìîæíî çàìåíèòü íà óñëîâèå |κ2 − c(r)| ≤ c0.Òåîðåìà 2. Åñëè ïåðâûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè u(r) îãðàíè÷åíû â Ω, òî:

Eζε(r, 0) = uε(r) ñóùåñòâóåò è |u(r) − uε(r)| = O(ε), ε > 0, r ∈ Ω;

Eζε(r, 1) = fε(r) ñóùåñòâóåò è ∣∣∣∣
R(r)

3

∂u

∂ω
− fε(r)

∣∣∣∣ = O(ε), ε > 0, r ∈ Ω.Òåîðåìà 3. Ïóñòü c0 < 0.4881c∗, òîãäà äèñïåðñèÿ Vζε îãðàíè÷åíà äëÿ ëþáîãî ε>0.Èñïîëüçîâàíèå â [3℄ �óíêöèè �ðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà, äëÿ êîòîðîãî κ = 0 â (10),íàêëàäûâàëî íå�èçè÷åñêîå òðåáîâàíèå ìàëîñòè íà ìîäóëü êîý��èöèåíòà c(r), íåîáõî-äèìîå òîëüêî äëÿ ñõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðÿäîâ Íåéìàíà. Â äàííîé ñòàòüå ïóòåìïåðåõîäà ê îïåðàòîðó ∆κ ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ á�îëüøèì ïîìîäóëþ îòðèöàòåëüíûì êîý��èöèåíòîì −c(r), êîòîðûé áëèçîê ê íåêîòîðîé ïîñòîÿí-íîé −κ2.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü êàíä. �èç.-ìàò. íàóê Í.À. Ñèìîíîâó è ÷ë.-êîðð. �ÀÍ�.À. Ìèõàéëîâó çà öåííûå çàìå÷àíèÿ.
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