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omThis paper is devoted to an e�e
tive inversion method for the saddle-point matrixthat 
orresponds to a grid Lapla
e operator in the mixed formulation.ÂâåäåíèåÏðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ñìåøàí-íûé ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ), àïïðîêñèìèðóþùèé çàäà÷ó â ñìåøàííîé âàðè-àöèîííîé ïîñòàíîâêå (ñì. [1℄ è ïðèâîäèìóþ òàì áèáëèîãðà�èþ). Â ðåçóëüòàòå òàêîé àï-ïðîêñèìàöèè âîçíèêàåò ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñî çíàêîïåðåìåí-íûì ñïåêòðîì, èìåþùàÿ �îðìó çàäà÷è î ïîèñêå ñåäëîâîé òî÷êè. Ñóùåñòâóåò áîëüøîåêîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ ìåòîäàì ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ âû-áîðîì ïîäõîäÿùåãî ïåðåîáóñëîâëèâàòåëÿ [2, 3℄ â èòåðàöèîííûõ ïðîöåññàõ, äëÿ êîòîðîãîèìååòñÿ ýêîíîìè÷íûé ìåòîä åãî ïðÿìîãî îáðàùåíèÿ íà âåêòîðå. Â ÷àñòíîñòè, øèðîêîèñïîëüçóþòñÿ ïîäõîäû, ñâîäÿùèå ðåøåíèå çàäà÷è ê îáðàùåíèþ ñåòî÷íîãî îïåðàòîðàËàïëàñà â �ïðÿìîóãîëüíîé� îáëàñòè ñ ðàâíîìåðíîé ñåòêîé. Îäíàêî â êà÷åñòâå ïåðå-îáóñëîâëèâàòåëÿ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðÿìîé ïîñòàíîâêå(ïÿòèòî÷å÷íàÿ ñõåìà), òîãäà êàê, íà íàø âçãëÿä, åñòåñòâåííî áûëî áû èñïîëüçîâàòüìàòðèöó, ñîîòâåòñòâóþùóþ äîïîëíåíèþ Øóðà ñåòî÷íîãî îïåðàòîðà äëÿ ñìåøàííîé ïî-ñòàíîâêè. È åñëè îáðàùåíèå ñåòî÷íîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðÿìîéïîñòàíîâêå, èçó÷åíî è ñâîäèòñÿ ê ïðèìåíåíèþ ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è ïðîöå-äóð áûñòðîãî äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÄÏÔ) [4℄, òî àíàëîãè÷íîé ìåòîäèêèïðÿìîãî îáðàùåíèÿ äîïîëíåíèÿ Øóðà ïðè íåêîòîðîé ñòàíäàðòíîé àïïðîêñèìàöèè çà-äà÷è â ñìåøàííîé ïîñòàíîâêå â ëèòåðàòóðå ìû íå íàøëè.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿÏóñòü Ω ⊂ R2 � ïðÿìîóãîëüíèê (ax, bx) × (ay, by) è ∂Ω = ΓD ∪ ΓN � åãî ãðàíèöà,ïðè÷åì êàæäàÿ ñòîðîíà ∂Ω ïîëíîñòüþ ïðèíàäëåæèò ëèáî ΓD, ëèáî ΓN. Äàëåå, ïóñòü

p � ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ ïîòåíöèàëà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
p = 0 íà ΓD,

∂p

∂n
= 0 íà ΓN. (1.1)
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ãäå
Hdiv(Ω, Γ

N
) = {v ∈ Hdiv(Ω), v · n = 0 íà ΓN}� çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà

Hdiv(Ω) =
{

v ∈ (L2(Ω))2, ∇ · v ∈ L2(Ω)
}

.�àññìîòðèì àïïðîêñèìàöèþ çàäà÷è (1.2) ïî ñìåøàííîìó ÌÊÝ íà ïðÿìîóãîëüíîéðàâíîìåðíîé ñåòêå. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè L2(Ω) áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîñòðàíñòâî êóñî÷-íî-ïîñòîÿííûõ �óíêöèé, à äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðîñòðàíñòâà Hdiv(Ω, ΓN) � ýëåìåíòû�àâüÿðà�Òîìà íàèìåíüøåé ñòåïåíè RT[0] [1℄. Â èòîãå, ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íàìàòðè÷íîì óðîâíå, ìû ïîëó÷àåì ñåäëîâóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñëåäóþùåãîâèäà:
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. (1.3)Äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðî-íàõ ïðÿìîóãîëüíèêà (α, β = D, N) ââåäåì íàáîð ìàòðèö A
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. ×òîáû èçëèøíå íå ïåðåãðóæàòü ðàáîòó, ïðèâåäåì íàáîðìàòðèö òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ αβ = DD. Íàáîð ìàòðèö äëÿ óñëîâèé Íåéìàíà ñëåâà/ñïðàâàïîëó÷àåòñÿ óäàëåíèåì ïåðâîãî/ïîñëåäíåãî ñòîëáöà è ñòðîêè ó ìàòðèö ADD, MDD ñîîò-âåòñòâåííî è ïåðâîé/ïîñëåäíåé ñòðîêè ó ìàòðèöû BDD.Äèðèõëå�Äèðèõëå (DD):
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ADD, MDD − (n + 1) × (n + 1), BDD − (n) × (n + 1),

γkDD = 2 sin
kπ

2n
, k = 1 . . . n,
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γkDN = 2 sin

(2k + 1)π

4n
k = 0 . . . n − 1,

pkDN(i) = sin
(2k + 1)π(2i + 1)

4n
i, k = 0 . . . n − 1,

ukDN(i) = cos
(2k + 1)πi

2n
i, k = 0 . . . n − 1.Íåéìàí�Äèðèõëå (ND):

γkND = 2 sin
(2k + 1)π

4n
, k = 1 . . . n,

pkND(i) = cos
(2k + 1)π(2i + 1)

4n
, i, k = 1 . . . n,
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, i, k = 1 . . . n.Íåéìàí�Íåéìàí (NN):

γkNN = 2 sin
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2n
, k = 0 . . . n − 1,

pkNN(i) = cos
kπ(2i + 1)

2n
, i, k = 0 . . . n − 1,

ukNN(i) = sin
kπi

n
, i, k = 1 . . . n − 1.Ïðîñòûå âûêëàäêè ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì ðàâåíñòâàì:
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. (1.4)Êîìáèíèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî
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. (1.5)2. �àçäåëåíèå ïåðåìåííûõ äëÿ ñåäëîâîé çàäà÷è�àññìîòðèì íóìåðàöèþ, ïðè êîòîðîé ñíà÷àëà íóìåðóþòñÿ êîìïîíåíòû ux, uy âåêòîðà

u, à çàòåì p. Â èòîãå ñèñòåìà (1.3) ñ èñïîëüçîâàíèåì òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé [5℄ èóêàçàííîé íóìåðàöèè ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:
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 , (2.1)ãäå ìàòðèöà Is � åäèíè÷íàÿ, à ìàòðèöû As è Bs èìåþò âèä â çàâèñèìîñòè îò òîãî,êàêèå óñëîâèÿ çàäàíû íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ê íàïðàâëå-íèþ s = x, y. Äàëåå, ïîä uk
s , pk

s ïîíèìàåì âåêòîðû, êîòîðûå, êàê è ìàòðèöû As, Ms, Bs,îïðåäåëåíû âûøå.Ïåðåéäåì îò ñåäëîâîé ìàòðèöû (2.1) ê äîïîëíåíèþ Øóðà äëÿ p:
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y ⊗ Ix)gy − f . Íàì ïîòðåáóåòñÿ óìíîæèòü gx è gy íà ìàòðèöû,îáðàòíûå ê Iy ⊗ Ax, Ay ⊗ Ix, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü ìåòîäîì ïðîãîíêè. �åøåíèå p áóäåì
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∑

k
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x. (2.3)Ïðàâóþ ÷àñòü g ïðåäñòàâèì â âèäå ðÿäà Ôóðüå:
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x. (2.4)Â èòîãå, ïîäñòàâëÿÿ (2.3) è (2.4) â ñèñòåìó (2.2), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî äâóõ ðÿäîâ. Òàê êàê

pk
x îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ, òî, ïðèðàâíèâàÿ ïîêîìïîíåíòíî è îïóñêàÿ èíäåêñ k,ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:
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. (2.6)Äàëüíåéøåå ðåøåíèå ñèñòåìû ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷àåòñÿ äëÿ ñëó÷àåâ λx = 0 è λx 6= 0.I. Åñëè λx 6= 0, òî q âûðàæàåòñÿ ÷åðåç v:
q =

B
T

y v + r
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. (2.7)Â èòîãå ïîëó÷àåì
(λxAy + ByB

T

y )v = −Byr, (2.8)ãäå ìàòðèöà λxAy + ByB
T

y � òðåõäèàãîíàëüíàÿ, ïîñêîëüêó Ay è ByB
T

y � òðåõäèàãî-íàëüíûå ìàòðèöû. Òàê êàê λx 6= 0, ýòà ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé. Ïîëó÷åííàÿñèñòåìà (2.8) ý��åêòèâíî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïðîãîíêè. Äàëåå, èñïîëüçóÿ (2.7), íàõîäèìèñêîìóþ êîìïîíåíòó ðÿäà.II. Åñëè λx = 0, ÷òî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè íà îáåèõ ñòîðîíàõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõê íàïðàâëåíèþ x, çàäàíû óñëîâèÿ Íåéìàíà (αβ = NN) è ðàññìàòðèâàåòñÿ êîìïîíåíòàðÿäà ïðè k = 0, ñèñòåìà (2.6) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé è åå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ òèïîìãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
• Åñëè íà ñòîðîíàõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ê íàïðàâëåíèþ y, çàäàíû ðàçëè÷íûå óñëî-âèÿ (αβ = DN èëè αβ = ND), òî ìàòðèöà By êâàäðàòíàÿ è íåâûðîæäåííàÿ, îòêóäàïîëó÷àåì v = −(B

T

y )
−1

r è q = −B
−1

y Ayv.
• Åñëè íà ñòîðîíàõ çàäàíî óñëîâèå Äèðèõëå (αβ = DD), òî ðåøåíèå B

T

y v = −rîïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû. Ïóñòü v = v́ + c · 1, ãäå åäèíèöåé îáîçíà÷àåò-ñÿ âåêòîð, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî � åäèíèöû. ×àñòíîå ðåøåíèå v́ ìîæíî ïîëó÷èòü,íàïðèìåð, ïîëàãàÿ ïåðâóþ êîìïîíåíòó v́ ðàâíîé åäèíèöå, òîãäà ñèñòåìà B
T

y v́ = −r îä-íîçíà÷íî ðàçðåøèìà. Äëÿ q ïîëó÷àåì Byq = −Ay(v́+c ·1), ðåøåíèå êîòîðîé ñóùåñòâóåò,åñëè åå ïðàâàÿ ÷àñòü îðòîãîíàëüíà åäèíèöå, ïîñêîëüêó B
T

y 1 = 0, îòêóäà c = −
(Ay v́, 1)

(1, 1)
.Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè v, òåïåðü, âûêèäûâàÿ îäíó èç ñòðîê ìàòðèöû By, íàïðèìåðïîñëåäíþþ, íàõîäèì q.
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• Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íà âñåõ ñòîðîíàõ çàäàíû óñëîâèÿ Íåéìàíà. Êàêèçâåñòíî, ðåøåíèå çàäà÷è Íåéìàíà îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû è ñóùåñòâó-åò, òîëüêî åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü îðòîãîíàëüíà åäèíèöå. Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî (f, 1) = 0,îòêóäà (r, 1) = 0, ò. å. ðåøåíèå çàäà÷è B

T

y v = −r ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Âûêèäûâàÿîäíó èç ñòðîê ìàòðèöû B
T

y , íàïðèìåð ïîñëåäíþþ, íàõîäèì v, òàê êàê ïîëó÷åííàÿ ìàò-ðèöà äâóõäèàãîíàëüíàÿ è íåâûðîæäåííàÿ. Äàëåå ïîëó÷àåì, ÷òî Byq = −Ayv. �åøåíèå
q äàííîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû. Ïîëàãàÿ, íàïðèìåð, ïåðâóþêîìïîíåíòó ðåøåíèÿ ðàâíîé åäèíèöå, ïîëó÷àåì îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû.Íàéäÿ âñå êîìïîíåíòû ðÿäà qk

x è âîñïîëüçîâàâøèñü îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüåäëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ pk
x, ïîëó÷èì èñêîìîå ðåøåíèå.Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì ìîæíî ðåøèòü è òðåõìåðíóþ çàäà÷ó. Â ýòîìñëó÷àå íóæíî íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû âèäà









Iz ⊗ Iy ⊗ Ax 0 0 Iz ⊗ Iy ⊗ Bx

0 Iz ⊗ Ay ⊗ Ix 0 Iz ⊗ By ⊗ Ix

0 0 Az ⊗ Iy ⊗ Ix Bz ⊗ Iy ⊗ Ix

Iz ⊗ Iy ⊗ B
T

x Iz ⊗ B
T

y ⊗ Ix B
T

z ⊗ Iy ⊗ Ix 0

















ux

uy

uz

p









=









gx

gy

gz

f









. (2.9)Êàê è äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ, ïåðåéäåì ê äîïîëíåíèþ Øóðà äëÿ p:
(Iz ⊗ Iy ⊗ B

T

x A
−1

x Bx + Iz ⊗ B
T

y A
−1

y By ⊗ Ix + B
T

z A
−1

z Bz ⊗ Iy ⊗ Ix)p = g, (2.10)ãäå g = (Iz ⊗ Iy ⊗ A
−1

x )gx + (Iz ⊗ A
−1

y ⊗ Ix)gy + (A
−1

z ⊗ Iy ⊗ Ix)gz − f .�åøåíèå p áóäåì èñêàòü â âèäå äâóêðàòíîãî ðÿäà ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì, ê ïðèìåðó
x è y:

p =
∑

k

∑

l

qk,l ⊗ pl
y ⊗ pk

x. (2.11)�àçëîæèì ïðàâóþ ÷àñòü g â ðÿä Ôóðüå ïî âûáðàííûì íàïðàâëåíèÿì:
g =

∑

k

∑

l

rk,l ⊗ pl
y ⊗ pk

x. (2.12)Â èòîãå ïîëó÷èì ðàâåíñòâî äâóõ ðÿäîâ. Òàê êàê pk
x è pl

y îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûå áàçèñû,ïðèðàâíèâàÿ ïîêîìïîíåíòíî è îïóñêàÿ èíäåêñû k è l, çàïèøåì ñëåäóþùèå ñèñòåìûëèíåéíûõ óðàâíåíèé:
(B

T

z A
−1

z Bz + (λx + λy)Iz)q = r. (2.13)Ââîäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ v = −A
−1

z Bzq, (2.13) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
(

Az Bz

B
T

z −(λx + λy)Iz

) (

v
q

)

=

(

0
−r

)

. (2.14)Ýòà ñèñòåìà ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî (2.6).3. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòûÏðèâåäåì ÷èñëåííîå ñðàâíåíèå ïåðåîáóñëîâëèâàòåëÿ íà îñíîâå äîïîëíåíèÿ Øóðà äëÿñåäëîâîé çàäà÷è è ïåðåîáóñëîâëèâàòåëÿ íà îñíîâå ïðÿìîé ïîñòàíîâêè. Äëÿ ýòîé öåëèðàññìîòðèì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûì êîý��èöèåíòîì:
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∫

Ω

ρ∇p∇q =

∫

Ω

f q ∀q ∈ H10(Ω),























∫

Ω

1

ρ
uv −

∫

Ω

p ∇ · v = 0 ∀v ∈ Hdiv(Ω),

−

∫

Ω

q ∇u = −

∫

Ω

f q ∀q ∈ L2(Ω)� ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìûå è ñìåøàííûå ïîñòàíîâêè äëÿ íåîäíîðîäíîé çàäà÷è Ïóàññîíàâ îáëàñòè Ω = (0, 1)2 ñ îäíîðîäíûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå, à â êà÷åñòâå êîý��èöèåíòàâûáèðàåòñÿ �óíêöèÿ ρ(x, y) = (x + y) ∗ λ + 1. Òîãäà
A1(λ)p

h
= f1,

(

A2(λ) B

B
T

0

) (

u
h

p
h

)

=

(

0
f2

)� ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìàÿ è ñìåøàííàÿ ñåòî÷íûå çàäà÷è íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå, ïðè-÷åì ïðÿìàÿ ïîñòàíîâêà àïïðîêñèìèðóåòñÿ áèëèíåéíûìè �óíêöèÿìè, à ñìåøàííàÿ �ýëåìåíòàìè �àâüÿðà�Òîìà. Îáîçíà÷èì A(λ) = B
T

A
−1

2 (λ)B äîïîëíåíèå Øóðà äëÿ ñåä-ëîâîé ñèñòåìû.Â òàáë. 1 è 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ 
ond2(C
−1

A(λ)), âû÷èñëåííûå ñ ïîìîùüþ ñòåïåí-íîãî ìåòîäà. Â êà÷åñòâå C â òàáë. 1 áðàëàñü ìàòðèöà A1(0), êîòîðóþ ìû ìîæåì ý��åê-òèâíî îáðàòèòü [4℄, à â òàáë. 2 � ìàòðèöà A(0), ý��åêòèâíîìó îáðàùåíèþ êîòîðîé èïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà. Â ñòðîêàõ ýòèõ òàáëèö óêàçûâàåòñÿ ïàðàìåòð ðàâíîìåðíîéñåòêè n = 1/h, à â ñòîëáöàõ � ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå λ, ïî êîòîðîìó ñòðîèòñÿ ïëîò-íîñòü ρ. Îòìåòèì, ÷òî n â òàáëèöàõ ðàçëè÷àåòñÿ íà åäèíèöó èç-çà áûñòðîãî äèñêðåòíîãîïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, êîòîðûå ðåàëèçîâàíû äëÿ ñòåïåíåé äâîéêè.Èç òàáëèö âèäíî, ÷òî íà áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ 
ond2(A
−1

(0)A(λ)) ìåíüøå
ond2(A
−1

1 (0)A(λ)) â íåñêîëüêî ðàç. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðè ðåàëèçàöèè îáîèõÒ à á ë è ö à 1. 
ond2(A
−1

1 (0)A(λ))

λ Ïàðàìåòð ñåòêè n3 7 15 31 63 127 255 511 10232 3.26 6.46 9.51 12.29 14.52 16.23 17.46 18.29 18.874 3.49 7.73 12.69 17.80 22.57 26.44 29.41 31.51 33.018 3.66 8.90 16.22 25.17 34.59 43.20 50.35 50.20 59.7016 3.80 9.78 19.45 33.23 50.21 68.15 84.61 97.96 108.49Ò à á ë è ö à 2. 
ond2(A
−1

(0)A(λ))

λ Ïàðàìåòð ñåòêè n4 8 16 32 64 128 256 512 10242 2.66 3.54 4.17 4.55 4.77 4.88 4.94 4.96 4.974 3.42 5.11 6.57 7.61 8.28 8.62 8.81 8.89 8.938 4.14 6.98 10.02 12.64 14.50 15.70 16.32 16.61 16.7816 4.70 8.76 14.10 19.83 24.77 28.44 30.55 31.62 32.24
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