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A new version of the multistep least squares algorithm for acceleration of the con-

vergence rate for an iterative process is proposed and implemented. The method was

applied for the collocation and least squares method for solution of the Navier—Stokes

equations. Advantages of the proposed version over the previous ones are shown.ÂâåäåíèåÏîñòðîåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé �è-çèêè, èìåþùåãî íåîáõîäèìóþ òî÷íîñòü, ÷àñòî ñâÿçàíî ñî çíà÷èòåëüíûìè çàòðàòàìè ðå-ñóðñîâ ÝÂÌ. Âî ìíîãèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿèòåðàöèîííûå ïðîöåññû. Íèçêàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ñóùåñòâåííî ñóæàåòâîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà íà ïðàêòèêå, òàê êàê èç-çà áîëüøîãî âðåìåíè ðàñ÷å-òà âû÷èñëåíèÿ íà äîñòàòî÷íî ïîäðîáíûõ ñåòêàõ ñòàíîâÿòñÿ íåäîñòóïíûìè. Ñóùåñòâó-þò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû, ïîçâîëÿþùèå äîáèòüñÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèé [1 � 4℄.Òàê, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ Ì.À. Îëüøàíñêîãî äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèéìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä, âêëþ÷àþùèé àääèòèâíûé ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä è êëàññè÷åñêèåV- è W-öèêëû [4℄. Â ñòàòüå É. Ñààäà [1℄ èçëîæåíû àëãîðèòìû óñêîðåíèÿ, â êîòîðûõèñïîëüçóþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà. Â ðàáîòàõ À.�. Ñëåïöîâà [2, 3℄ îïèñàí ìíîãî-øàãîâûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà
xj , j = 0, 1, . . . Â ýòîì ìåòîäå ÷åðåç êàæäûå k1 øàãîâ ê òåêóùåìó ïðèáëèæåíèþ xnäîáàâëÿåòñÿ ïîïðàâêà, ÿâëÿþùàÿñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé k1 âåêòîðîâ íåâÿçîê ðàñ-ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé rj = xj+1 − xj, j = (n − k1), . . . , (n − 1), k1 < n. Ïî-ïðàâêà èùåòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà, ñîñòàâëåííîãî èç êâàäðàòîâ íåâÿ-çîê óðàâíåíèé ñèñòåìû, ýêâèâàëåíòíîé èñõîäíîé. Ñ ðîñòîì íîìåðà èòåðàöèè íîðìûíåâÿçîê â ñëó÷àå ñõîäÿùåãîñÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïðè ýòîì âìàòðèöå ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ), êðåøåíèþ êîòîðîé ñâîäèòñÿ ðåàëèçàöèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà óñêîðåíèÿ, ìîãóò ïî-ÿâèòüñÿ ñòîëáöû, áëèçêèå ê ëèíåéíî çàâèñèìûì. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòüðåøåíèÿ íà ÝÂÌ ïëîõî îáóñëîâëåííîé çàäà÷è ëèíåéíîé àëãåáðû, ÷òî ñóùåñòâåííî ñíè-æàåò ý��åêòèâíîñòü àëãîðèòìà. Â [2, 3℄ çàòðîíóòà ýòà ïðîáëåìà, îäíàêî ïðèåìëåìîãî
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42 Â.È. Èñàåâñïîñîáà åå ðåøåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà íåâÿçîê k1 íå ïðåäëîæåíî. À.�. Ñëåïöî-âûì âàðèàíòû ìåòîäà ðåàëèçîâàíû íà ÝÂÌ òîëüêî äëÿ k1 ≤ 2. Áîëåå òîãî, â [2, 3℄äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïëîõî îáóñëîâëåííîé ÑËÀÓ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàä-ðàòîâ (ÌÍÊ), êîòîðûé ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó óõóäøåíèþ îáóñëîâëåííîñòè. Îä-íàêî â [2, 3℄ ïîëó÷åíû õîðîøèå ðåçóëüòàòû óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèé â ñàìî- èâ íåñàìîñîïðÿæåííîì ñëó÷àÿõ. Âñå ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìåòîä îáëàäàåò õîðîøèìèâîçìîæíîñòÿìè, íî åãî ìîæíî óëó÷øèòü.Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííîé ïåðåîïðåäåëåííîé ÑËÀÓ ïðåäëîæåí íî-âûé âàðèàíò îðòîãîíàëüíîãî ìåòîäà ëèíåéíîé àëãåáðû, îïèñàííîãî â ðàáîòàõ [5, 6℄. Âíîâîì âàðèàíòå ó÷èòûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü íàëè÷èÿ â ìàòðèöå ñèñòåìû ëèíåéíî çàâè-ñèìûõ èëè áëèçêèõ ê ëèíåéíî çàâèñèìûì ñòîëáöîâ. Ïîëó÷àåìîå ðåøåíèå â ñëó÷àå îò-ñóòñòâèÿ îøèáîê îêðóãëåíèÿ è íåâûðîæäåííîé ÑËÀÓ ñîâïàäàåò ñ òåì, ÷òî ïîëó÷àåòñÿâ ìåòîäå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïðè ýòîì íå ïðîèñõîäèò óõóäøåíèÿ îáóñëîâëåííîñòèçàäà÷è ëèíåéíîé àëãåáðû, êîòîðîå èìååò ìåñòî â ÌÍÊ. Ïðèìåíåíèå íîâîãî âàðèàíòàîðòîãîíàëüíîãî ìåòîäà ïîçâîëèëî ðåøèòü ïðîáëåìó îáîáùåíèÿ àëãîðèòìà óñêîðåíèÿñõîäèìîñòè íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî íåâÿçîê.1. Îïèñàíèå ìåòîäà óñêîðåíèÿ�àññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
Ax = b, (1)ðåøåíèå êîòîðîé èùåòñÿ ïðè ïîìîùè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Çäåñü âåêòîðû x, b ∈ Rp;

A � ìàòðèöà ðàçìåðà p×p, p ∈ N. Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x0.Èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
xn+1 = Txn + f , n = 0, 1, . . . (2)Çäåñü T � ìàòðèöà ðàçìåðà p× p. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ.Òîãäà âåêòîðû xn ñòðåìÿòñÿ ïðè n → ∞ ê ðåøåíèþ x ñèñòåìû

x = Tx + f , (3)êîòîðàÿ ïîëó÷åíà èç ÑËÀÓ (1) íåâûðîæäåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Íåâÿçêîé n-é èòåðà-öèè áóäåì íàçûâàòü âåêòîð rn = Txn + f − xn = xn+1 − xn, ïîãðåøíîñòüþ � âåêòîð
yn = x − xn = x − xn+1 + rn = yn+1 + rn. (4)Íåâÿçêè è ïîãðåøíîñòè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

rn+1 = T rn, yn+1 = Tyn. (5)Èç ðàâåíñòâ (4) è (5) ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó
(I − T )yn = rn, (6)ñâÿçûâàþùóþ êîìïîíåíòû âåêòîðîâ yn è rn, ãäå I � ýòî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà

p × p. Óìíîæèâ óðàâíåíèå (6) íà T−1 ñëåâà è çàìåíèâ âåêòîð T−1rn íà rn−1, ïîëó÷èì
(T−1 − I)yn = rn−1. (7)



Àëãîðèòì óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè â ìåòîäå êîëëîêàöèè è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ 43Â ìíîãîøàãîâîì ìåòîäå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè, ïðåäëîæåííîìâ [2, 3℄, ÷åðåç êàæäûå k èòåðàöèé ê òåêóùåìó ïðèáëèæåíèþ xn äîáàâëÿåòñÿ ïîïðàâêà
y ∗
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αi rn−k+i. (8)Óòî÷íåííûé òàêèì îáðàçîì âåêòîð xn èñïîëüçóåòñÿ äàëåå äëÿ âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ kèòåðàöèé. Êîý��èöèåíòû αi, i = 1, . . . , (k−1), èùóòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà êâàäðàòàíîðìû íåâÿçêè óðàâíåíèÿ (7), âîçíèêàþùåé ïðè ïîäñòàíîâêå â íåãî ïðèáëèæåííîãîâåêòîðà ïîãðåøíîñòè y ∗
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. (9)Âòîðàÿ íîðìà âåêòîðà v = {vi, i = 1, . . . , m} îïðåäåëÿåòñÿ çäåñü ðàâåíñòâîì
||v||22 =

m
∑

i=1

v2
i .Çàäà÷à î íàõîæäåíèè ìèíèìóìà (9) ýêâèâàëåíòíà ðåøåíèþ ïåðåîïðåäåëåííîé ÑËÀÓ:

(T−1 − I)y ∗
n = rn−1, (10)â êîòîðîé íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ êîý��èöèåíòû αi, i = 1, . . . , (k − 1). Ñèñòåìà (10)ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

α1



 rn−k+1 − rn−k



 + . . . + αk



 rn−1 − rn−2



 = −rn−1. (11)Äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (11) â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü îðòîãîíàëüíûéìåòîä, ýêâèâàëåíòíûé ÌÍÊ [6℄. Ïðè áîëüøèõ n â ñëó÷àå ñõîäÿùåãîñÿ èòåðàöèîííîãîïðîöåññà ýëåìåíòû ìàòðèöû ñèñòåìû (11) ìàëû, òàê êàê íîðìû ||rn||∞ −→
n→∞

0. Çäåñü
||v||∞ = max

i=1, ..., m
|vi|. ×òîáû èçáåæàòü àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ ÷èñëàìè, áëèçêèìèê ìàøèííîìó íóëþ, ïðîâîäèëàñü íîðìèðîâêà ñòîëáöîâ ìàòðèöû ïðè ïîìîùè çàìåíûïåðåìåííûõ:

α′
i = αi||rn−k+i − rn−k+(i−1)||∞, i = 1, . . . , (k − 1).Îäíàêî òàêèì ñïîñîáîì íå ðåøàþòñÿ ïðîáëåìû, âîçíèêàþùèå ïðè íàëè÷èè ñðåäè âåê-òîðîâ
zi = (rn−k+i − rn−k+(i−1)), i = 1, . . . , (k − 1),áëèçêèõ ê ëèíåéíî çàâèñèìûì. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ëèíåéíîé àëãåáðû (11) áóäåò ïëîõîîáóñëîâëåíà. Ïðè÷èíà ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ñëèøêîìáîëüøîãî êîëè÷åñòâà íåâÿçîê â (8). Çäåñü áëèçêèìè ê ëèíåéíî çàâèñèìûì íàçûâàþòñÿòàêèå âåêòîðû v1, . . ., vq ( ||vj ||∞ = 1, j = 1, . . . , (k − 1)), äëÿ êîòîðûõ
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≤ ε1,ãäå ïàðàìåòð çàâèñèìîñòè ε1 � �èêñèðîâàííàÿ ìàëàÿ âåëè÷èíà. Â äàííîé ðàáîòå ååçíà÷åíèå ïîëàãàëîñü ðàâíûì 10−15. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èñïîëüçî-âàëñÿ òèï long double (C++). Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îòñóòñòâèÿ â ìàòðèöå ÑËÀÓ (11)



44 Â.È. Èñàåâáëèçêèõ ê ëèíåéíî çàâèñèìûì ñòîëáöîâ èñïîëüçîâàëîñü óñëîâèå íà ìîäóëè âåäóùèõýëåìåíòîâ îðòîãîíàëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ [6℄. Âñå îíè äîëæíû áûòü áîëüøå âåëè÷èíû ε1.�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà óêàçàííûé êðèòåðèé íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü íà íåêîòîðîìýòàïå ðåøåíèÿ ïåðåîïðåäåëåííîé ÑËÀÓ (11) ïðè ïðîâåäåíèè îðòîãîíàëüíîãî èñêëþ÷å-íèÿ â j-ì ñòîëáöå åå ìàòðèöû, ãäå 1 < j ≤ (k − 1), ìîäóëü âåäóùåãî ýëåìåíòà ñòàëìåíüøå âåëè÷èíû ε1. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî íåâÿçêè {

zi, i = 1, . . . , j
} áëèçêè ê ëèíåé-íî çàâèñèìûì. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òîãäà âåêòîð zi1 , ãäå j ≤ i1 ≤ (k−1), è âåêòîðû

{

zi, i = 1, . . . , (j − 1)
} áëèçêè ê ëèíåéíî çàâèñèìûì ñ ïàðàìåòðîì çàâèñèìîñòè, ðàâ-íûì Cε1, ãäå êîíñòàíòà C çàâèñèò îò íîðìû ìàòðèöû T è îò k. Â ýòîì ñëó÷àå íå èìååòñìûñëà èñïîëüçîâàòü íåâÿçêè zi, i = j, . . . , (k − 1) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîïðàâêè. Ïîëî-æèì êîý��èöèåíòû αi, i = j, . . . , (k − 1), ðàâíûìè íóëþ è ïåðåïèøåì ñ ó÷åòîì ýòîãîñèñòåìó (11). Èç ïîëó÷åííîé òàêèì ñïîñîáîì ïåðåîïðåäåëåííîé ÑËÀÓ íàéäåì êîíñòàí-òû αi, i = 1, . . . , (j − 1). Çàìåòèì, ïðè ýòîì ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè óæåïðîâåäåííîãî äî (j − 1)-ãî ýòàïà îðòîãîíàëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ â ñèñòåìå (11). Â èòîãå êâåêòîðó xn äîáàâëÿåòñÿ ïîïðàâêà

y ∗∗
n =

j−1
∑

i= 1

αi rn−k+i,ò. å. âìåñòî (k − 1) âåêòîðîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîïðàâêè (8) èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ïåð-âûå (j − 1) íåâÿçîê. Ïîïðàâêè y ∗
n è y ∗∗

n ìàëî îòëè÷àþòñÿ â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îøèáîêîêðóãëåíèÿ, à îáóñëîâëåííîñòü çàäà÷è ëèíåéíîé àëãåáðû, ê ðåøåíèþ êîòîðîé ñâîäèò-ñÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè, ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà íåâÿçîê ñòàíåòñóùåñòâåííî ëó÷øå.Â ìåòîäå óñêîðåíèÿ âìåñòî (2) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü χn = xns,
n = 1, 2, . . . , êîòîðàÿ ñîñòàâëåíà èç âû÷èñëåííûõ ïî �îðìóëå (2) âåêòîðîâ xn, âçÿòûõ÷åðåç êàæäûå s øàãîâ. Ìàòðèöà îïåðàòîðà ïåðåõîäà îò ïðèáëèæåíèÿ χn ê χn+1 çäåñüðàâíà T s. Êàê ïîêàçàëè ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ýòîò ïðèåì â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ äîïîëíèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè.2. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòûÏðåäëîæåííûé âàðèàíò àëãîðèòìà óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè èñïîëüçîâàí â ìåòîäå êîëëî-êàöèè è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèéÍàâüå�Ñòîêñà â äâóìåðíîé ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè [6, 7℄. Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñüñ íåñêîëüêèìè ðåøåíèÿìè ïðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà. Íà ðèñ. 1 è 2 èçîáðà-æåíû ãðà�èêè, ïîëó÷åííûå äëÿ îäíîãî òåñòîâîãî ðåøåíèÿ ïðè Re = 100. �åçóëüòàòû,àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì çäåñü, èìåëè ìåñòî âî âñåõ îñòàëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåí ãðà�èê çàâèñèìîñòè îò íîìåðà èòåðàöèè n âåëè÷èíû ëîãàðè�ìàïñåâäîïîãðåøíîñòè ǫn, ðàâíîé ||xn+1 − xn ||∞, ãäå xn � n-å ïðèáëèæåíèå äëÿ âåêòî-ðà íåèçâåñòíûõ. Êðèâàÿ, èìåþùàÿ íà ðèñ. 1 á�îëüøóþ òîëùèíó, ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ,êîãäà èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè, äðóãàÿ êðèâàÿ � ñëó÷àþ, êîãäà îííå ïðèìåíÿåòñÿ. Âèäíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå óñêîðåíèÿ ïîçâîëèëî ñîêðàòèòü â äàííîìýêñïåðèìåíòå ÷èñëî èòåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ,áîëåå ÷åì â ÷åòûðå ðàçà. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ â ìåòîäå ÊÍÊ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çà-äà÷ äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî øàãà ñòàíîâèòñÿ áëèçêèì ê
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�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü ïñåâäîïîãðåøíîñòè îò íîìåðà èòåðàöèè (s = 5, k = 50)
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à á�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ÷èñëà èòåðàöèé îò ïàðàìåòðà k ïðè s = 10 (à) è ïàðàìåòðà s ïðè k = 50 (á)ëèíåéíîìó, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò òî, ÷òî ãðà�èê äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà óñêîðåíèå íå ïðî-èçâîäèòñÿ, â ëîãàðè�ìè÷åñêîì ìàñøòàáå ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ïðÿìîé. Ïîýòîìó çäåñüîïðàâäàííî ïðèìåíåíèå ìíîãîøàãîâîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, â êîòîðîì ñó-ùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ íåçàâèñèìîñòü ìàòðèöû îïåðàòîðà ïåðåõîäà T (2) îò òåêóùåãîïðèáëèæåíèÿ. Êàæäàÿ �ñòóïåíüêà� íà ãðà�èêå â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà óñêî-ðåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò îäíîêðàòíîìó ïðèáàâëåíèþ ïîïðàâêè (8). Âèäíî, ÷òî ïðè ýòîìïñåâäîïîãðåøíîñòü ñóùåñòâåííî óìåíüøàåòñÿ.Íà ðèñ. 2, à ïðèâåäåí ãðà�èê çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà k ÷èñëà èòåðàöèé, ïîòðå-áîâàâøèõñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Âèäíî, ÷òî 
 óâåëè÷åíèåì ÷èñ-ëà íåâÿçîê äî 20 ðàñòåò ý��åêòèâíîñòü ìåòîäà óñêîðåíèÿ. Åñëè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà
k > 20, òî îíà ïðàêòè÷åñêè íå óõóäøàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì k = 20, îñòàâàÿñüïðèìåðíî íà îäíîì è òîì æå óðîâíå. Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó â áîëåå ðàííèõ âàðè-àíòàõ ìåòîäà óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè [2, 3℄ ïðè âû÷èñëåíèè ïîïðàâêè (8) èñïîëüçîâàëîñüíå áîëåå äâóõ íåâÿçîê, ïðåäëîæåííûé çäåñü âàðèàíò ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ áîëüøåãî ïîñðàâíåíèþ ñ íèìè óñêîðåíèÿ. Íà ðèñ. 2, á èçîáðàæåí ãðà�èê çàâèñèìîñòè ÷èñëà èòå-ðàöèé îò ïàðàìåòðà s. Çäåñü ïóíêòèð � ýòî óñðåäíåííàÿ êðèâàÿ, ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîìíàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Âèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà s òàêæå ìîæåò ïðèâåñòè êäîïîëíèòåëüíîìó óìåíüøåíèþ ÷èñëà èòåðàöèé.Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå â ìåòîäå ÊÍÊ èçëîæåííîãî çäåñü àëãîðèòìà óñêîðåíèÿñõîäèìîñòè ïîçâîëèëî ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ-÷åòîâ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ (ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà) èòåðàöèîííûé ïðîöåññèç ðàñõîäÿùåãîñÿ ñòàíîâèëñÿ ñõîäÿùèìñÿ ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëîæåííîãî çäåñüìåòîäà óñêîðåíèÿ, ò. å. ïðîèñõîäèëî, êàê ñêàçàíî â ðàáîòàõ [2, 3℄, åãî èñïðàâëåíèå. Âñåýòî ïîçâîëèëî èñïîëüçîâàòü â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ áîëåå ïîäðîáíûå ñåòêè, à òàê-



46 Â.È. Èñàåâæå ðàñøèðèòü äèàïàçîí ÷èñåë Re, ïðè êîòîðûõ ìîæíî óñïåøíî ïðèìåíÿòü ìåòîä ÊÍÊäëÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà. Â ðåçóëüòàòå ïðè ðàñ÷åòå òå÷åíèÿ â êàâåðíå ñ äâèæó-ùåéñÿ âåðõíåé êðûøêîé íà ñåòêå 640 × 640 íàðÿäó ñ èçâåñòíûìè óãëîâûìè âèõðÿìèîáíàðóæåíû åùå âèõðè âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè â óãëàõ êàâåðíû ïðè Re = 1000. Õà-ðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ �óíêöèè òîêà â óãëîâûõ âèõðÿõ âòîðîãî ïîðÿäêà â 103 ðàç ìåíüøå,÷åì â âèõðÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, è â 105 ðàç ìåíüøå, ÷åì â îñíîâíîì öåíòðàëüíîì âèõðå.Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñåòêè 640×640 â âàðèàíòå ìåòîäà ÊÍÊ ñ àïïðîêñèìàöèåé äàâëåíèÿïîëèíîìàìè âòîðîãî ïîðÿäêà îáùåå êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ çàäà÷è îêîëî 6 ·106. �åøå-íèå ñèñòåì òàêîé áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ñòàëî âîçìîæíûì â äàííîé ðàáîòå âî ìíîãîìáëàãîäàðÿ èñïîëüçîâàíèþ ðàññìîòðåííîãî çäåñü ìåòîäà óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè.Çàêëþ÷åíèåÏðåäëîæåí è ðåàëèçîâàí íîâûé âàðèàíò ìíîãîøàãîâîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâäëÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. �åøåíà ïðîáëåìà åãî îáîáùåíèÿíà ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî íåâÿçîê. Ïîêàçàíî, ÷òî íîâûé âàðèàíò ìåòîäà ïîçâîëÿ-åò äîáèòüñÿ á�îëüøåãî óñêîðåíèÿ, ÷åì òå, ÷òî ïðåäëîæåíû ðàíåå [2, 3℄. Èñïîëüçîâàíèåàëãîðèòìà óñêîðåíèÿ â ñîâîêóïíîñòè ñ óëó÷øåíèÿìè ìåòîäà ÊÍÊ, ïðåäëîæåííûìè âðàáîòå [6℄, ïîçâîëèëî ïðîâåñòè ðàñ÷åò òå÷åíèÿ â êàâåðíå íà òàêîé ïîäðîáíîé ñåòêå, êàê
640 × 640. Â ðåçóëüòàòå ïðè Re = 1000 â óãëàõ êàâåðíû îáíàðóæåíû ñëàáûå âèõðèâòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Saad Y. Krylov subspa
e methods for Solving large unsymmetri
 linear systems //Mathemati
s of Computation. 1981. Vol. 37, N 155. P. 105�126.[2℄ Ñëåïöîâ À.�. Îá óñêîðåíèè ñõîäèìîñòè ëèíåéíûõ èòåðàöèé. 1 // Ìîäåëèðîâàíèå â ìå-õàíèêå: Ñá. íàó÷. òð. /�ÀÍ Ñèá. îòä-íèå. ÂÖ; ÈÒÏÌ. 1989. Ò. 3(20), � 3. Ñ. 132�147.[3℄ Ñëåïöîâ À.�. Îá óñêîðåíèè ñõîäèìîñòè ëèíåéíûõ èòåðàöèé. 2 // Ìîäåëèðîâàíèå â ìå-õàíèêå: Ñá. íàó÷. òð. /�ÀÍ Ñèá. îòä-íèå. ÂÖ; ÈÒÏÌ. 1989. Ò. 3(20), � 5. Ñ. 132�147.[4℄ Îëüøàíñêèé Ì.À. �àâíîìåðíûå ïî ïàðàìåòðó ìíîãîñåòî÷íûå è èòåðàöèîííûå ìåòîäû:Äèñ. ... äîêòîðà �èç.-ìàò. íàóê. Ì., 2006. 285 ñ.[5℄ Øàïååâ À.Â. Î äâóõ àëãîðèòìàõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ëèíåéíîé àëãåáðû // Ìàòåð.XXXVIII Ìåæäóíàð. íàó÷. ñòóäåí. êîí�. �Ñòóäåíò è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ�: Òåç.äîêë. Íîâîñèáèðñê, 2000. C. 16.[6℄ Èñàåâ Â.È., Øàïååâ Â.Ï., Åðåìèí Ñ.À. Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ìåòîäà êîëëîêàöèèè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà è óðàâíåíèéÍàâüå�Ñòîêñà. // Âû÷èñë. òåõíîëîãèè. 2007. Ò. 12, � 3. Ñ. 53�70.[7℄ Ñ¼ìèí Ë.�., Øàïååâ Â.Ï. Ìåòîä êîëëîêàöèé è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ óðàâíåíèéÍàâüå�Ñòîêñà // Âû÷èñë. òåõíîëîãèè. 1998. Ò. 3, � 3. Ñ. 72�84.Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 20 �åâðàëÿ 2008 ã.


