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Íåóñòîé÷èâîñòü äâóõñëîéíîé ñèñòåìûïðè íàëè÷èè îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ òåïëà∗Â.Á. ÁåêåæàíîâàÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ �ÀÍ,Ñèáèðñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Êðàñíîÿðñê, �îññèÿe-mail: bekezhanova�mail.ruAn initial stage of the penetrative 
onve
tion in a system of two immis
ible liquidsis investigated numeri
ally. Densities of liquids are supposed to depend linearly ontemperature and pressure. The heat sour
e fun
tion is taken into a

ount in the free
onve
tion equations. It is shown that the state of me
hani
al equilibrium is unstable.Neutral 
urves are plotted and the 
riti
al values of the Rayleigh number are found.The obtained solution is 
ompared with the similar problem with a single liquid.ÂâåäåíèåÈññëåäîâàíèÿ �èçèêî-õèìè÷åñêèõ è áèîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê �âîçðàñòíîãî� ñîñòà-âà âîä â îç. Áàéêàë [1, 2℄ ñâèäåòåëüñòâóþò î íàëè÷èè â îçåðå ìåõàíèçìà ãëóáîêîãîïåðåìåøèâàíèÿ, ïåðåíîñÿùåãî ïîâåðõíîñòíûå âîäû â ïðèäîííûå îáëàñòè. Âàæíûìè�àêòîðàìè, �îðìèðóþùèìè êîíâåêöèþ â åñòåñòâåííûõ âîäîåìàõ, ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâ-íî èäóùèå ïðîöåññû îáìåíà òåïëîì ìåæäó âîäíîé ìàññîé è îêðóæàþùåé ñðåäîé. Äëÿâîçíèêíîâåíèÿ êîíâåêöèè íåîáõîäèìû òàêèå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè âîäîåìà, ÷òîáûïîâåðõíîñòíûå ñëîè ñòàíîâèëèñü òÿæåëåå íèæåëåæàùèõ. Ïîäîáíûå óñëîâèÿ ñîçäàþò-ñÿ âåñíîé è ëåòîì, êîãäà ïðîãðåâàíèå ïîâåðõíîñòíûõ âîä ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ èõïëîòíîñòè, ëåòîì � âî âðåìÿ íî÷íîãî îõëàæäåíèÿ, îñåíüþ � êîãäà òåïëîâîé áàëàíñïîâåðõíîñòè ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì è ïîâåðõíîñòíûå âîäû, èìåþùèå òåìïåðàòóðóâûøå 4 ◦C, ñòàíîâÿòñÿ òÿæåëåå íèæåëåæàùèõ [3℄.Òåïëîâîé áàëàíñ è ðåæèì ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû �îðìèðóåòñÿ ïîä äåéñòâèåì òàêîãîìîùíîãî ïðèðîäíîãî �àêòîðà, êàê ñîëíå÷íîå èçëó÷åíèå. Íàèáîëåå àêòèâíûå òåðìîäè-íàìè÷åñêèå ïðîöåññû èìåþò ìåñòî ïðè ðåçêèõ ñåçîííûõ èçìåíåíèÿõ ïîòîêà èíñîëÿöèè.Âîäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâåòîðàññåèâàþùóþ è ñâåòîïîãëîùàþùóþ ñðåäó â äîñòàòî÷íîøèðîêîì äèàïàçîíå ñïåêòðà ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ, ïîýòîìó íåîáõîäèì ó÷åò åå îïòè÷å-ñêèõ ñâîéñòâ. Â ðàáîòå ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà îöåíèòü âëèÿíèå ïðîöåññà �ïåðåðàáîòêè�ïîòîêà èçëó÷åíèÿ íà ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü áàéêàëüñêèõ âîä.Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòè èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà.Â óðàâíåíèå ýíåðãèè äîáàâëåíà îáùàÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ òåïëîâîãî èñòî÷íèêà

Fw, îïèñûâàþùàÿ ïîãëîùåíèå ñîëíå÷íîé ðàäèàöèè. Çíà÷åíèå Fw îïðåäåëÿåòñÿ îïòè÷å-ñêèìè ïàðàìåòðàìè è ìîäåëüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ â íåîäíîðîäíîé ñðåäå.Äðóãèì âàæíûì �àêòîðîì, îïðåäåëÿþùèì èíòåíñèâíîñòü âåðòèêàëüíîãî âîäîîáìå-íà è ñâÿçàííûõ ñ ýòèì ïðîöåññîâ ïåðåíîñà ïðèìåñåé, ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòíàÿ ñòðàòè�è-
∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé,(ãðàíòû � 08-01-00762, ÍØ 2260.2008.1) è êîìïëåêñíîãî èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà 2.15 ÑÎ �ÀÍ.
© Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, 2008.24



Íåóñòîé÷èâîñòü äâóõñëîéíîé ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ... 25êàöèÿ âîä îçåðà. Åñëè òîëùèíà ñëîÿ íåâåëèêà, òî îòêëîíåíèÿ ïëîòíîñòè, âûçâàííûå èç-ìåíåíèÿìè äàâëåíèÿ, ìîæíî íå ó÷èòûâàòü. Ïðè èçó÷åíèè æå ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõâ ãëóáîêîâîäíûõ âîäîåìàõ, ñëåäóåò ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî âîçíèêàþùèå ïåðåïàäûäàâëåíèÿ ìîãóò ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè, à ñëåäîâàòåëüíî, è íàêîíâåêòèâíûå ïðîöåññû. Â ãëóáîêèõ âîäîåìàõ âîçíèêàåò ý��åêò ñæèìàåìîñòè âîäû ïðèâûñîêèõ äàâëåíèÿõ. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòåé ïðèìåì â âèäå
ρj = ρ0

(

1 − βj(θj − θ0j) − γj(pj − p0j)
)

, (1)ãäå èíäåêñ j íóìåðóåò æèäêîñòè, ïåðâàÿ æèäêîñòü ðàñïîëîæåíà âíèçó; ρ0 � íåêîòîðîåïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè (äëÿ âîäû õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå ρ0 = 999.972 êã/ì3);
βj � êîý��èöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ æèäêîñòè; θj � òåìïåðàòóðà; γj � áàðè÷å-ñêèé êîý��èöèåíò ðàñøèðåíèÿ; θ0j , p0j � ïîñòîÿííûå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðûè äàâëåíèÿ. Òàêàÿ çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòåé îò òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ ñ ìàëûìè êîý�-�èöèåíòàìè βj è γj ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü ñëîè æèäêîñòåé ñëàáî ñæèìàåìûìè ñðåäàìè [4℄.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìîòðèì ãðàâèòàöèîííóþ òåïëîâóþ êîíâåêöèþ â ñèñòåìå äâóõ íåñìåøèâàþùèõñÿæèäêîñòåé ñ îáùåé ãðàíèöåé ðàçäåëà, îãðàíè÷åííûõ ñíèçó òâåðäîé ñòåíêîé è ñâåðõóñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ (ðèñ. 1). Îñè x è y íàõîäÿòñÿ â ïëîñêîñòè âåðõíåé ãðàíèöûñëîÿ, à îñü z íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî âíèç. Òî÷êà z = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñâîáîäíîé ïî-âåðõíîñòè, z = z∗ � ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà, z = l � íèæíåé ãðàíèöå ñëîÿ (òâåðäàÿñòåíêà). Ïîâåðõíîñòè Γ1

t è Γ2

t îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè f1,2(x, t) = 0, ãäå x = (x, y, z);â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íèæå ïîêîÿ f1 = z − z∗, f2 = z − l.Â êàæäîé îáëàñòè Ωj ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà óðàâíåíèé Îáåðáåêà�Áóññèíåñêàdiv vj = 0,
∂θj

∂t
+ vj · ▽θj = χj △ θj + Fwj(z, t),

ρ0

(

∂vj

∂t
+ vj ▽ vj

)

= −▽ pj + µj △ vj + ρjg,

(2)

�èñ. 1. Ñõåìà òå÷åíèÿ



26 Â.Á. Áåêåæàíîâàãäå vj = (uj, vj, wj) � âåêòîð ñêîðîñòè j-é æèäêîñòè, χj � êîý��èöèåíò òåìïåðàòó-ðîïðîâîäíîñòè, Fwj(z, t) � ìîùíîñòü âíóòðåííèõ ñèë. Â ñëó÷àå îáúåìíîãî ïîãëîùåíèÿ(ïðîíèêíîâåíèÿ ðàäèàöèè â ñðåäó) �óíêöèÿ òåïëîâîãî èñòî÷íèêà îïèñûâàåò âíóòðåí-íåå òåïëîâûäåëåíèå è îïðåäåëÿåòñÿ ïî çàêîíó [5℄
Fw2(z, t) = σæ2R exp(−æ2z), Fw1(z, t) = Fw2(z∗, t) exp(−æ1z). (3)Çäåñü σ � ÷èñëîâîé ïàðàìåòð, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé îòíîøåíèå èíòåíñèâíîñòè ñîë-íå÷íîé ðàäèàöèè ê ðàäèàöèîííîìó áàëàíñó íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, 0 < σ < 1. Äàëåå,

æj � ïîêàçàòåëü îñëàáëåíèÿ ñîëíå÷íîé ðàäèàöèè â æèäêîñòè (ïîêàçàòåëü ïîãëîùåíèÿ),
R � ðàäèàöèîííûé áàëàíñ ïîâåðõíîñòè, µj � äèíàìè÷åñêèé êîý��èöèåíò âÿçêîñòè,
g = (0, 0, g), g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Ïëîòíîñòè ρj èìåþò âèä (1).Íà òâåðäîé ñòåíêå çàäàþòñÿ òåìïåðàòóðà è óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ

θ1 = Θ1, v1 = 0 ïðè z = l. (4)Íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà Γ1

t ïðè z = z∗:
v1 = v2, θ1 = θ2, P1n = P2n, v1 · n = V 1

n , k1

∂θ1

∂n
= k2

∂θ2

∂n
. (5)Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè Γ2

t ïðè z = 0:
v2 · n = V 2

n , P2 · n + pgas · n = 0, k2

∂θ2

∂n
+ b(θ2 − θgas) = Q, (6)ãäå n � íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè Γj

t , V j
n � ñêîðîñòü Γj

t â íàïðàâëåíèè íîðìàëè,
Pj = −pj + 2µjDj � òåíçîð íàïðÿæåíèé â æèäêîñòè, Dj � òåíçîð ñêîðîñòåé äå�îð-ìàöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ vj , pgas � äàâëåíèå ãàçà, kj � êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòèæèäêîñòè, b � êîý��èöèåíò ìåæ�àçíîãî òåïëîîáìåíà, θgas � òåìïåðàòóðà ãàçà, Q �çàäàííûé ïîòîê òåïëà ÷åðåç ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà ïðîãðåâ âîäÿíîéòîëùè ðàñõîäóåòñÿ ýíåðãèÿ, ðàâíàÿ R(1 − σ), ïîëó÷èì Q = R(1 − σ) − Fe − Fh, Fe �ïîòåðè òåïëà íà èñïàðåíèå (êîíäåíñàöèþ), Fh � ïîòåðè íà êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí.2. �àâíîâåñíîå ñîñòîÿíèåÂ ñîñòîÿíèè ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ vj = 0 è ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè θjt = pjt = 0.Èç óðàâíåíèÿ ýíåðãèè ñëåäóåò, ÷òî θj(z) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

θ1(z) = −A exp(−æ1z) + c11z + c21, A =
σRæ2

æ2

1
χ1

exp(−æ2z∗); (7)
θ2(z) = − σR

æ2χ2

exp(−æ2z) + c12z + c22. (8)Ïîñòîÿííûå c1j è c2j (j = 1, 2) îïðåäåëÿþòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:
c21 = Θ1 − c11l + A exp(−æ1l), c12 =

D − c22

z∗ + B
,

c11 =
k2

k1

(

σR

χ2

exp(−æ2z∗) + c12

)

− Aæ1 exp(−æ1z∗),

D = Θ1 +
σR

χ2

exp(−æ2z∗)

(

1

æ2

− B

)

+ A exp(−æ1l) + A exp(−æ1z∗)(æ1(l − z∗) − 1),
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B =

k2

k1

l − k2

k1

z∗,

c22 =
B + z∗

b(B + z∗) + k2

[

Q + k2

(

σR

χ2

+
D

B + z∗

)

+
σR

æ2χ2

b

]

.�àññìàòðèâàëàñü çàâèñèìîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû ïðè áëèçêèõ çíà÷åíèÿõïîêàçàòåëåé ïîãëîùåíèÿ æ1 è æ2 îò ïîëîæåíèÿ ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà. Âîîáùå ãîâîðÿ,ïîêàçàòåëü ïîãëîùåíèÿ æ íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, à çàâèñèò îò ïðèðîäû,ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà, îò äëèíû âîëíû ïðîõîäÿùåãî èçëó÷åíèÿ è ïðàêòè÷åñêè íå çàâè-ñèò îò ìîùíîñòè ñâåòîâîãî ïó÷êà. Ïîñêîëüêó çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíèòåëüíîê åñòåñòâåííûì ãëóáîêèì âîäîåìàì, òî ó÷èòûâàåì êîðîòêîâîëíîâóþ ðàäèàöèþ è ïðå-íåáðåãàåì äëèííîâîëíîâîé, îñíîâíàÿ ÷àñòü êîòîðîé ïîãëîùàåòñÿ àòìîñ�åðîé. Â òàêèõóñëîâèÿõ ìîæíî ñ÷èòàòü æj ïîñòîÿííûìè è æj ∼ 0.2 − 0.4. Íà ðèñ. 2 äàíû ãðà�èêè�óíêöèè òåìïåðàòóðû ïðè l = 730 ì (ñðåäíÿÿ ãëóáèíà Áàéêàëà). Çà ñ÷åò ñâåòîïîãëî-ùàþùèõ ñâîéñòâ âåðõíåé æèäêîñòè âëèÿíèå ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ íà òåìïåðàòóðíûéðåæèì íèæíåãî ñëîÿ òåì ñëàáåå, ÷åì áîëüøå òîëùèíà âåðõíåãî ñëîÿ.Ïîëó÷åííûå ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû ìîæíî ñðàâíèòü ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðè-ìåíòàëüíûõ íàáëþäåíèé, ïðîâîäèìûõ íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò íà îç. Áàéêàë. Ïîïðèâåäåííûì â [3, 6℄ çíà÷åíèÿì θ1, R, Q, θ(z) äëÿ îòäåëüíûõ ìåñÿöåâ è çîí Áàéêàëà âîñ-ñòàíàâëèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ æj , z∗ è σ, ïðè êîòîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü èñòèííûé ïðî�èëüòåìïåðàòóðû.Èç óðàâíåíèÿ èìïóëüñà íàõîäÿòñÿ �óíêöèè äàâëåíèÿ pj :
p1(z) =

(

ρ0g − a2(c21 − θ0 + c11z)

a1

+ p0 +
a2c11

a2

1

)

+

+

(

Aa2

a1 − æ1

exp((a1 − æ1)z) + d1

)

exp(−a1z),

p2(z) =

(

ρ0g − a4(c22 − θ0 + c12z)

a3

+ p0 +
a4c12

a2

3

)

+

+

(

a4σR

χ2æ2(a3 − æ2)
exp((a3 − æ2)z) + d2

)

exp(−a3z).Çäåñü a1 = ρ0γ1g, a2 = ρ0β1g, a3 = ρ0γ2g, a4 = ρ0β2g.

à á�èñ. 2. �ðà�èêè �óíêöèé òåìïåðàòóðû: a � z∗ = 200 ì, á � z∗ = 50 ì; êðèâàÿ 1 � æ1 > æ2,êðèâàÿ 2 � æ1 < æ2



28 Â.Á. ÁåêåæàíîâàÏîñòîÿííûå d1, d2 íàõîäÿòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ðàâíû
d1 =

[

exp(a3z∗)

(

ρ0g − a4(c22 − θ0 + c12z∗)

a3

+ p0 +
a4c12

a2

3

)

+

+

(

a4σR

χ2æ2(a3 − æ2)
exp((a3 − æ2)z∗) + d2

)]

exp((a1 − a3)z∗) − e1,

d2 = pgas − e2,ãäå
e1 = exp(a1z∗)

(

ρ0g − a2(c21 − θ0 + c11z∗)

a1

+ p0 +
a2c11

a2

1

)

+
Aa2

a1 − æ1

exp((a1 − æ1)z∗),

e2 =
ρ0g − a4(c22 − θ0)

a3

+ p0 +
a4c12

a2

3

+
a4σR

χ2æ2(a3 − æ2)
.Ôóíêöèè pj âûïóêëû âíèç è áëèçêè ê ëèíåéíûì.Èòàê, ïîëó÷åíî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå pj, θj êðàåâîé çàäà÷è (2)�(6), ñîîòâåòñòâóþ-ùåå ñîñòîÿíèþ ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ vj = 0.3. Çàäà÷à î ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ðàâíîâåñèÿÑ�îðìóëèðóåì çàäà÷ó îá óñòîé÷èâîñòè ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ îòíîñèòåëüíî ìàëûõâîçìóùåíèé. Äëÿ ýòîãî ââåäåì îïðåäåëÿþùèå áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû. Â êà÷åñòâåõàðàêòåðíîãî ìàñøòàáà äëèíû âûáåðåì òîëùèíó l∗ = z∗ âåðõíåãî ñëîÿ, â êà÷åñòâå ìàñ-øòàáà òåìïåðàòóðû � ðàçíîñòü Θ = θ0−θ1. Çà ìàñøòàá ñêîðîñòè ïðèìåì ñêîðîñòü êîí-âåêòèâíîãî âñïëûòèÿ íàãðåòîé ÷àñòèöû æèäêîñòè v∗ =

√
gl∗βΘ. Äëÿ ïëîòíîñòè è äàâ-ëåíèÿ èñïîëüçóåì ìàñøòàáû ρ0 è ρ0v

2

∗
ñîîòâåòñòâåííî. Òåìïåðàòóðó áóäåì îòñ÷èòûâàòüîò òåìïåðàòóðû íèæíåé ãðàíèöû Θ1, à äàâëåíèå � îò ãèäðîñòàòè÷åñêîãî. Êðîìå òîãî,îïðåäåëèì ìîäè�èöèðîâàííóþ �óíêöèþ òåïëîâîãî èñòî÷íèêà Fj∗ = v∗l∗Fwj/kj.Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ξ = (ξ, η, ζ), τ òàêèå, ÷òî

x = (x, y, z) = ξl∗, t =
l∗
v∗

τ, pj = ρ0v
2

∗
p′j, vj = v∗v

′

j , θj = Θθ′j .Çäåñü p′j, v′

j, θ′j � áåçðàçìåðíûå �óíêöèè äàâëåíèÿ, ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû ñîîòâåò-ñòâåííî.Ïðèìåì â êà÷åñòâå åäèíèö èçìåðåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ν, χ, β, γ, æ, k èõ ñðåäíèåàðè�ìåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ
ν∗ =

ν1 + ν2

2
, χ∗ =

χ1 + χ2

2
, β∗ =

β1 + β2

2
, γ∗ =

γ1 + γ2

2
, æ∗ =

æ1 + æ2

2
, k∗ =

k1 + k2

2
.Òîãäà áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû ν ′

j , χ′

j , β ′

j , γ′

j, æj
′, k′

j âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì
ν ′

j =
νj

ν∗
, χ′

j =
χj

χ∗

, β ′

j =
βj

β∗

, γ′

j =
γj

γ∗

, æ′

j =
æj

æ∗

, k′

j =
kj

k∗

.Çàäà÷à (2)�(6) õàðàêòåðèçóåòñÿ áåçðàçìåðíûìè ïàðàìåòðàìè: εθ = β∗Θ, εp = γ∗ρ0v
2

∗
,

ϕθ = θ0/Θ, ϕp = p0/(ρ0v
2

∗
), δ∗ = χ∗/(l∗v∗) � ÷èñëî Ôóðüå, f∗ = l2

∗
σRæ∗/(Θk∗) � ïàðàìåòð



Íåóñòîé÷èâîñòü äâóõñëîéíîé ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ... 29òåïëîâûäåëåíèÿ, µ∗ = ν∗/(l∗v∗) � ïàðàìåòð êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè (îáðàòíîå ê ÷èñëó�åéíîëüäñà), Ra = 1/(µ∗δ∗) � ÷èñëî �ýëåÿ.Ïóñòü vdj(ξ, τ) = vj(ξ, τ) + δ∗Vj(ξ, τ), pdj(ξ, τ) = pj(ξ, τ) + µ∗δ∗Pj(ξ, τ), θdj(ξ, τ) =
= θj(ξ, τ) + Tj(ξ, τ), ãäå Vj = (Uj, Vj, Wj), Pj, Tj � âîçìóùåíèÿ, à vj , pj, θj � îñíîâíîåðåøåíèå. Âèä �óíêöèé vd, pd, θd, îïèñûâàþùèõ âîçìóùåííîå äâèæåíèå, âûáðàí äëÿóäîáñòâà ïîñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ëèíåàðèçóÿ ïîëíóþ çàäà÷ó, ïîëó÷èì äëÿ âîç-ìóùåíèé ñêîðîñòè, òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ â êàæäîé èç æèäêîñòåé ñëåäóþùóþ êðàå-âóþ çàäà÷ó (�øòðèõè� îïóùåíû):

Ujξ + Vjη + Wjζ = 0, Tjτ + δ∗hjWj = δ∗ △ Tj,

Ujτ

µ∗

= −Pjξ + △Uj ,
Vjτ

µ∗

= −Pjη + △Vj,

Wjτ

µ∗

= −Pjζ + △Wj −Ra Tj −
εp

εθ

Pj,

(9)ãäå hj = hj(ζ) = ∂θj/∂ζ ;� íà òâåðäîé ñòåíêå
ζ = l/l∗ : U1 = V1 = W1 = 0, T1 = 0; (10)� íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà

ζ = 1 : U1 = U2, V1 = V2, W1 = W2, R1τ = δ∗W1,

ρ1ν1(U1ζ + W1ξ) = ρ2ν2(U2ζ + W2ξ), ρ1ν1(V1ζ + W1η) = ρ2ν2(V2ζ + W2η),

T1 −
∂θ1

∂ζ
R1 = T2 −

∂θ2

∂ζ
R1, (11)

k1

∂T1

∂z
− k2

∂T2

∂z
+

(

k2

∂2θ2

∂ζ2
− k1

∂2θ1

∂ζ2

)

R1 = 0,

P1 − P2 + 2(ρ2ν2W2ζ − ρ1ν1W1ζ) = Ra(

p1ζ − p2ζ −
1

εθ

(ρ2 − ρ1)

)

R1,ãäå R1 = R1(ξ, η, τ) � ëîêàëüíîå îòêëîíåíèå ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà îò åå íåâîçìóùåííîãîñîñòîÿíèÿ ïî íîðìàëè;� íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå
ζ = 0 : U2ζ + W2ξ = 0, V2ζ + W2η = 0, R2τ = δ∗W2,

P2 − 2W2ζ = Ra(

∂p2

∂ζ
+

ρ2

εθ

)

R2, (12)
− ∂T2

∂z
+

∂2θ2

∂ζ2
R2 + Bi(T2 − h2R2) = 0,ãäå R2 = R2(ξ, η, τ) � âîçìóùåíèå ñâîáîäíîé ãðàíèöû, Bi = bl∗/k2 � ÷èñëî Áèî.�àññìîòðèì íîðìàëüíûå âîçìóùåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíûå exp[i(α1ξ +α2η−Cτ)], ãäå

α1, α2 � âîëíîâûå ÷èñëà âäîëü îñåé x è y ñîîòâåòñòâåííî, C = Cr + iCi � êîìïëåêñ-íûé äåêðåìåíò. Äëÿ àìïëèòóä íîðìàëüíûõ âîçìóùåíèé ïîëó÷èì ñïåêòðàëüíóþ êðàå-âóþ çàäà÷ó, ê êîòîðîé ïðèìåíèìî ïðåîáðàçîâàíèå Ñêâàéðà: Zj = iα1Uj + iα2Vj. Ïîñëåïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìà (9) ïðèìåò âèä
Zj + W ′

j = 0, −iCTj + δ∗hjWj = δ∗(T
′′

j − α2Tj),
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−iC
µ∗

Zj = α2Pj + Z ′′

j − α2Zj, (13)
−iC
µ∗

Wj = −P ′

j + W ′′

j − α2Wj −Ra Tj −
εp

εθ

Pj,ãäå α2 = α2

1
+α2

2
� êâàäðàò ìîäè�èöèðîâàííîãî âîëíîâîãî ÷èñëà, à �øòðèõ� îáîçíà÷àåòäè��åðåíöèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé ζ .�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (10)�(12) ïåðåéäóò â ñëåäóþùèå:

ζ = l/l∗ : Z1 = 0, W1 = 0, T1 = 0; (14)
ζ = 1 : Z1 = Z2, W1 = W2, ρ2ν2(Z

′

2
− α2W2) = ρ1ν1(Z

′

1
− α2W1),

P1 − P2 + 2(ρ2ν2W
′

2
− ρ1ν1W

′

1
) = Ra(

p′
1
− p′

2
− 1

εθ

(ρ2 − ρ1)

)

R1,

R1 =
δ∗iC W1, T1 −

∂θ1

∂ζ
R1 = T2 −

∂θ2

∂ζ
R1, (15)

k2T
′

2
− k1T

′

1
+ (k2θ

′′

2
− k1θ

′′

1
)R1 = 0;

ζ = 0 : Z ′

2
− α2W2 = 0, R2 =

δ∗iC W2,

P2 − 2W ′

2
= Ra (p′

2
+ ρ2/εθ)R2, (16)

T ′

2
+ θ′′

2
R2 + Bi(T2 − h2R2) = 0.Êðàåâàÿ çàäà÷à (13)�(16) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîêîìïëåêñíîãî äåêðåìåíòà C. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ pj, θj ïî îòíî-øåíèþ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì âèäà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ó âñåõ ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé C ìíèìàÿ ÷àñòü Ci áûëà îòðèöàòåëüíîé.4. ×èñëåííîå ðåøåíèåÏîëó÷åííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (13)�(16) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì îðòîãîíàëèçàöèè [7℄.Èññëåäîâàëàñü óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû ãîðèçîíòàëüíûõ ñëîåâ ñëàáî ñæèìàåìûõ æèä-êîñòåé ñ îáùåé ïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: θgas =

12 ◦C, pgas = 101300 Ïà, ν∗ = 1.57 · 10−6 ì2/ñ, χ∗ = 1.323 · 10−7 ì2/ñ, β∗ = 8.57 · 10−6 Ê,
k∗ = 0.559 Âò/(ì·K), æ∗ = 0.36 ì−1, γ∗ = 1.40 · 10−8 Ïà−1. Ïðèâåäåííûå äàííûå ñî-îòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ äëÿ âîäû â îç. Áàéêàë. Ïðè óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ�èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íàéäåíà çàâèñèìîñòü Ci = Im C îò âîëíîâîãî ÷èñëà α.�àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ñðåäíèõ ãëóáèí Þæíîãî (l = 810 ì), Öåíòðàëüíîãî(l = 803 ì) è Ñåâåðíîãî Áàéêàëà (l = 564 ì). Ïðè ýòîì ó÷èòûâàëèñü ñðåäíèå çíà÷å-íèÿ ïîòîêîâ òåïëà Q è ðàäèàöèîííîãî áàëàíñà R, õàðàêòåðíûõ äëÿ áåçëåäíîãî ïåðèîäàóêàçàííûõ çîí Áàéêàëà.Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíû êðèâûå Ci(α), ïîëó÷åííûå ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ z∗. Óêà-æåì êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ âîëíîâûõ ÷èñåë α∗, ïðè êîòîðûõ íàñòóïàåò íåóñòîé÷èâîñòü,è ñîîòâåòñòâóþùèå èì êðèòè÷åñêèå äëèíû âîëí â ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ λ∗, à òàêæå÷èñëà Bi:a) z∗ = 50 ìÑåâåðíûé Áàéêàë � α∗ = 1.01, λ∗ = 311.6 ì, Bi = 0.08;
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à

á

�èñ. 3. Èíêðåìåíòû íàðàñòàíèÿ âîçìóùåíèé Ci(α): a � ïðè z∗ = 50 ì, á � ïðè z∗ = 200 ì;êðèâàÿ 1 � Ñåâåðíûé Áàéêàë, 2 � Þæíûé Áàéêàë, 3 � Öåíòðàëüíûé ÁàéêàëÞæíûé Áàéêàë � α∗ = 1.10, λ∗ = 284.2 ì, Bi = 0.10;Öåíòðàëüíûé Áàéêàë � α∗ = 1.19, λ∗ = 261.7 ì, Bi = 0.11;á) �z∗ = 200 ìÑåâåðíûé Áàéêàë � α∗ = 3.71, λ∗ = 338.4 ì, Bi = 0.31;Þæíûé Áàéêàë � α∗ = 4.19, λ∗ = 300.0 ì, Bi = 0.40;Öåíòðàëüíûé Áàéêàë � α∗ = 4.47, λ∗ = 281.1 ì, Bi = 0.42.



32 Â.Á. ÁåêåæàíîâàÈç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âèäíî ñòàáèëèçèðóþùåå âëèÿíèå òåïëîîáìåíà íà óñòîé-÷èâîñòü ðàâíîâåñèÿ. Îäíàêî, ÷åì ìåíüøå òîëùèíà âåðõíåãî ñëîÿ, òåì àêòèâíåå òåð-ìîäèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â íåì, è ýòî îêàçûâàåò äåñòàáèëèçèðóþùååâëèÿíèå íà óñòîé÷èâîñòü.�ðàíèöà óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ Ci(Ra) = 0. Ñëó÷àþ Ci = 0ñîîòâåòñòâóþò íåéòðàëüíûå âîçìóùåíèÿ. Ïîëàãàÿ â çàäà÷å (13)�(16) C = 0, ïîëó÷èìíåéòðàëüíûå êðèâûå óñòîé÷èâîñòè. Ïðè ðàñ÷åòàõ èçìåíÿëîñü çíà÷åíèå ÷èñåë Áèî, õà-ðàêòåðèçóþùåå èíòåíñèâíîñòü òåïëîîáìåíà ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé, ïîëîæåíèå ïîâåðõ-íîñòè ðàçäåëà z∗, à çíà÷åíèå l ïîëàãàëîñü ðàâíûì 730 ì (ñðåäíÿÿ ãëóáèíà Áàéêàëà) âîâñåõ ñëó÷àÿõ.Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ÷èñåë �ýëåÿ îò âîëíîâîãî ÷èñëà (íåéòðàëü-íûå êðèâûå). Äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ÷èñåë Áèî ïðèâåäåì êðèòè÷åñêèå ÷èñëà �ýëåÿRa∗, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè íà ñîîòâåòñòâóþùèõ íåéòðàëüíûõêðèâûõ, è êðèòè÷åñêèå âîëíîâûå ÷èñëà α∗, ïðè êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ çíà÷åíèÿ Ra∗:a) z∗ = 50 ìBi = 0.2, Ra∗ = 2819.16, α∗ = 0.74;Bi = 1, Ra∗ = 3474.20, α∗ = 0.97;Bi = 2, Ra∗ = 3921.71, α∗ = 1.18;á) z∗ = 200 ìBi = 0.2, Ra∗ = 3004.27, α∗ = 1.06;Bi = 1, Ra∗ = 3561.67, α∗ = 1.45;Bi = 2, Ra∗ = 3994.19, α∗ = 1.70.Âèäíî, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè ÷èñëà Áèî êðèòè÷åñêèå ÷èñëà �ýëåÿ óáûâàþò, à îá-ëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè ñìåùàåòñÿ â îáëàñòü ìåíüøèõ ïî çíà÷åíèþ âîëíîâûõ ÷èñåë. Ïî-ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ãîâîðèòü î ñòàáèëèçèðóþùåì âëèÿíèè òåïëîîáìåíà íàñâîáîäíîé ãðàíèöå. Êðîìå òîãî, ñ ðîñòîì òîëùèíû âåðõíåãî ñëîÿ òàêæå óâåëè÷èâàåòñÿçîíà óñòîé÷èâîñòè. Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî âîëíîâîãî ÷èñëà α∗îò êîîðäèíàòû ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà z∗.

à á�èñ. 4. Íåéòðàëüíûå êðèâûå: a � ïðè z∗ = 50 ì, á � ïðè z∗ = 200 ì; êðèâàÿ 1 � Bi = 2, 2 �Bi = 1, 3 � Bi = 0.2



Íåóñòîé÷èâîñòü äâóõñëîéíîé ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ... 33
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