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õ�ô��"� óVðVþ�ðVü��Hþ�û��N�"��ð
ô�ø
õ�ø
ò�� .0/2±�1 ö���ö~û�ù�ô�ò����vò .0/JÑ:17¬�.0/26�1 �]��õ�O�õ�ø
ò
õKò�¸�õ�� ô
ô�ò�þ'õ

w = W (r, t) cosϕ. .98�/21$�ù�ö~û�õ+�
ù�þ'öb÷tð
ø
ù�ô�ñ
òHô��"��ð
ô�ø
õ�ø
ò
õ .0/2±�1 ���
ò"!�ù�þ'ò��Ýñ2óVðVþ�ðVü
õ

Wt = Wrr +
1

r
Wr −

1

r2
W − r; .98:6�1

W |t=0 = 0; .98�8:1
W |r=1 = 0; .98�;=1

|W | <∞
���
ò

r = 0. .98:E�1��õ�O�õ�ø
ò
õTóVðVþ�ðVü
ò .98:6�17¬�.98:E�1 ò�¸�õb÷�ö ���
ù
�võb÷�ù�þ
��õÈ�"����õ¨�
õ�O�õ�ø
ò���ñ���ð
õ�ô��H!2óVðVþ�ðVü2þ�û�����ð ���ð�?�ùtû�ò
ü
õ�ö�ñ
ò"!M�"��ð
ô�ø
õ�ø
ò���� î ÷tð
ñ ú
�
ùtû���ü
ò��

w =

[

∞
∑

n=1

cn

(µ
(1)
n )2

[

exp
(

−(µ(1)
n )2t

)

− 1
]

J1(µ
(1)
n r)

]

cosϕ, .98�ª:1
ÿ´þ'õ

cn = (µ
(1)
n )−1 J2(µ

(1)
n )/‖J1(µ

(1)
n r)‖2 A ñ�ù���*+*8ò � ò
õ�ø¤÷��¹�:��þ�ð¨õÈ�"����õÈ­ ;�® ú J1(µ)

AÆ*&��ø
ñ � ò��B�õ�ö�ö�õ~û����
õ��
ô�ù�ÿ�ùC�
ù�þ�ð��
õ��
ô�ù�ÿ�ùC�
ù��:��þ'ñ�ð¤ú
µ

(1)
n

Arõ�õ8ø��Vû�ò��
ñ ðt÷�õ��ü�
õ�Ooð
õ�� ø�ðVü�ð}û
��ø
ù � ñ���ð
õ�ô��"� óVðVþ�ðVü��6þ�û����"��ð
ô�ø
õ�ø
ò�� .0/JÉ:1 ö°��ö~û�ù�ô�ò����vò .76�Ñ:17¬�.76�6�1�
ùC�võb÷�ù�þ
��õÈ�"����õ���P¹�
õbó��Vû
�V÷tðt÷�õ�ø�ð2!�ù�þ'ò��Ýô��L��ðtýoõ�ø
ò
õ�þ�û���á�÷�õ��G�
õ���ðt÷��"���Hâ

θ =

{

∞
∑

n=1

cn

(µ
(1)
n )4

[

−

ÂGÄ
1 −

ÂGÄ exp

(

−
(µ

(1)
n )2tÂGÄ

)

+

+
1

1 −
ÂGÄ exp

(

−(µ(1)
n )2t

)

− 1

]

J1(µ
(1)
n r)

}

cosϕ,
ÂGÄ

6= 1. .98:±�1
ïoð}û�õ�õ¨�
õ�Ooð
õ�� ø�ðVü�ð}û
��ø
ù � ñ���ð
õ�ô��"� óVðVþ�ðVü��Kþ�û����"��ð
ô�ø
õ�ø
ò�� .0/JÐ:1 ö+��ö~û�ù�ô�ò����vò .76�Ñ:17¬�.76�6�1 �Pý�
õbó��Vû
�V÷tðt÷�õTø�ð2!�ù�þ'ò��Qáxñ�ù�ø � õ�ø¤÷���ð � ò��öâ

(
Ç º 6= 1)

c =

{

∞
∑

n=1

cn

(µ
(1)
n )4

[

−

Ç º (ε1 + ε)

1 −
Ç º exp

(

−
(µ

(1)
n )2tÇ º

)

+
ε1

1 −
Ç º exp(−(µ(1)2t

n )−
ε
ÂGÄ

(1 −
ÂGÄ

)(1 −
Ç º )×



�C�����
�X�����+�2���
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× exp

(

−
(µ

(1)
n )2tÂGÄ

)

+
ε

(1 −
ÂGÄ

)(1 −
Ç º ) exp(−(µ(1)

n )2t) − (ε1 + ε)

]

J1(µ
(1)
n r)

}

cosϕ.

��ð
ö�ö��vù
÷��
ò�� ÷�õ��
õ���� ö~û���ü�ð�� ú`ñ�ù�ÿ´þ�ð�ü
ò
ö~û'ð�$&��ð
ø�þ�÷�û��ßò©ÅÆ�vò�þ�÷tðN��ð
ô�ø�� õÉþ'ò
ø
ò � õ
ú`÷2� õ��ÂGÄ%þÆÇ º = 1.
õÈ��ø
ñ � ò�� w(r, ϕ)

ó~þ'õ�ö��M÷tð
ñ¤ýoõ�þ�ð
õb÷�ö ��*8ù����	�Vû�ù�� .98:±�1 ú'ð�óVðVþ�ðVü�ðoþ�û���á�÷�õ��G�
õ ���ðt÷��"���Hâ
θ(r, ϕ, t)

?���þ'õb÷Pò��võb÷��Mô�ò�þ
θt − w = ∆θ; θ

∣

∣

t=0
= 0; θr

∣

∣

r=1
= 0; |θ| <∞

���
ò
r = 0.

��õ�O�õ�ø
ò
õÈ�b÷�ù��2óVðVþ�ðVü
òHò�¸�õb÷�ö ���
ùC�võb÷�ù�þ
��õÈ�"����õ,ò2ò��võ�õb÷����
õÉþ'öb÷tð
ôtû�õ�ø
ò
õ

θ =

[

∞
∑

n=1

cn

(µ
(1)
n )4

(e−(µ
(1)
n )2t + t(µ(1)

n )2 e−(µ
(1)
n )2t − 1) J1(µ

(1)
n r)

]

cosϕ. .98�É:1
ñ þ'õ�ö��

cn
÷tð
ñ
ò
õPýoõ
ú�ñ�ð
ñ ò ô�*8ù����	�Vû'ð2! .98�ª:1 ú .98:±�1 ��ÿ�ø�ð}û�ù�ÿ�ò
ü
ø
ù
ú�óVðVþ�ðVü�ðKþ�û��

c(r, ϕ, t)
���
ò

λ = 0
ò��võ�õb÷Mô�ò�þ

ct − ε1w = ∆c− ε∆θ; c|t=0 = 0; cr − εθr = 0
���
ò

r = 1; |c| <∞
���
ò

r = 0.

ñ ø�ðVü
ò¤÷}ú"áxñ�ù�ø � õ�ø¤÷���ð � ò��"â,ò��võ�õb÷
��ð
ö����
õÉþ'õ~û�õ�ø
ò
õ

c =

{

∞
∑

n=1

[

cn

(µ
(1)
n )4

(ε1 + ε)e−(µ
(1)
n )2t +

tcn

(µ
(1)
n )2

(ε1 + ε)e−(µ
(1)
n )2t +

+
t2εcn

2
e−(µ

(1)
n )2t −

cn

(µ
(1)
n )2

(ε1 + ε)

]

J1(µ
(1)
n )

}

cosϕ. .98�Ð:1
$�ùtû���ü�ð
õ�� ö~û�õÉþ
�"��¸�ò��'�
õbó��Vû
�V÷tðt÷ ¡ ø
õ�öb÷tð � ò
ù�ø�ð��
ø
ù�õN�
õ�O�õ�ø
ò
õHþ�û��

w, c, θ
���
ò

t → ∞öb÷��
õ��vò¤÷�ö �oñTöb÷tð � ò
ù�ø�ð��
ø
ù��	�¨�
õ�O�õ�ø
ò���óVðVþ�ðVü
ò,ù��
ùtû�ó��=¸�õ��6þ'ô�ò¤ýoõ�ø
ò
ò��2¯`ð
ñ
ò��Hù�?���ðtó�ù��1ú����
ò
?�ùtû
��O�ò"!�ô��
õ��võ�ø�ð2!�ø
õ�öb÷tð � ò
ù�ø�ð��
ø
ù�õ��
õ�O�õ�ø
ò
õoô��H!�ù�þ'ò¤÷2ø�ðMöb÷tð � ò
ù�ø�ð��
ø��L�)�
õbýMò��1ú����
ò
ü
õ��
ò����
ò�ÂGÄ%þÆÇ º = 1

÷tð
ñ¤ýoõ¨�
ùtû���ü�ð
õ�� ô��H!�ù�þ ø�ðoöb÷tð � ò
ù�ø�ð��
ø
ù�õ¨�
õ�O�õ�ø
ò
õ,óVðVþ�ðVü
ò��
>�÷��võb÷�ò��1ú�ü¤÷�ù´!�ð���ð
ñ¤÷�õ��
ø
ù�� ù�ö�ù�?�õ�ø
ø
ù�öb÷���� ù�?�ö���ýoþ�ð
õ��vù�ÿ�ù ñ�û'ð
ö�ö�ðß÷�õ�ü
õ�ø
ò��§�
ôtû��
õb÷�ö �

ô�ù
ó��vùVýMø
ù�öb÷��+�
õ��
õ�ø
ù�ö�ð,ò��vò���ð
ö�ö�ò
ô�ø
ù��C���
ò��võ�ö�òPø�ð&?�ùtû
��O�ò
õö��ð
ö�öb÷�ùJ�
ø
ò��Pô}þ'ùtû
��÷����"?��³���
ò
ö�ù�ô��võ�öb÷�ø
ù��åþ'õ��
öb÷�ô�ò
ò����
ù�þ'ùtû
��ø
ù�ÿ�ù�ÿ���ðVþ'ò
õ�ø¤÷tðo÷�õ��G�
õ���ðt÷��"��� ò��
ù��
õ��
õ�ü
ø
ù��6ö�ò�û
� ÷J�¤ýoõ�öb÷�ò
. ���
ò��b÷�ù�� ô�õ~û�ò
ü
ò
ø�ð&�
ù�ö~û�õÉþ'ø
õ��C�vùVýoõb÷+?��è÷��8ù�ü
õ�ø��&�$ð}û�ù�� 1 �:> � õ�ø
ñ��oô�õ~û�ò
ü
ò
ø��³���
ù�þ'ùtû
��ø
ù��
ö�ñ�ù��
ù�öb÷�ò©�vùVýMø
ù��
ùtû���ü
ò¤÷���ò¤ó
*8ù����	�Vû
�

w = νh−1 Á w′
úXÿ´þ'õ

w′
ò��võ�õb÷��
ù��:��þ'ù�ñ õÉþ'ò
ø
ò � �&F

÷�ù�ÿ´þ�ð
w ∼ Aβ1gh

3/ν.
$�ùtû'ð
ÿ~ð��

h = 5
ö��1ú

ν = 10−2 ö�� 2 � ö
ú β1 = 0.4 · 10−3 ï −1 ú A = 1
ï � ö��1ú

g = 0.2
ö�� � ö 2 ú����
ò"!�ù�þ'ò�� ñ2ù � õ�ø
ñ�õ w ∼ / ö�� � ö��

�1Û��>ä çFâ$á$äüç�ç�ê��`îFê�ë ä à�êFä
��ð
ö�ö��vù
÷��
ò���öb÷tð � ò
ù�ø�ð��
ø��"� óVðVþ�ðVü�� .0/Jª:17¬�.76�6�1 ���
òPþ'ù�öb÷tðt÷�ù�ü
ø
ù��$ð}û
�H!Mó�ø�ðVü
õ�ø
ò��"!���ð���ð��võb÷ ���ð

λ
��òvõ+�
õ�O�õ�ø
ò
õÈ�vùVýMø
ù����
õÉþ'öb÷tð
ô�ò¤÷���*8ù����$ð}û
��ø��L�vò��:��þ�ð��vò

ψ(r, ϕ) = ψ0(r, ϕ) +

∞
∑

k=0

λk+1 ψk+1(r, ϕ),

w(r, ϕ) = w0(r, ϕ) +

∞
∑

k=0

λk+1wk+1(r, ϕ),



/�/ Ò@ÓiÔ�Ó�Õ ��¢
�Z���X�"Ö#× ÓaØCÓZÙ �����:£�¤����
�

θ(r, ϕ) = θ0(r, ϕ) +
∞

∑

k=0

λk+1 θk+1(r, ϕ), .<;:Ñ:1

c(r, ϕ) = c0(r, ϕ) +
∞

∑

k=0

λk+1 ck+1(r, ϕ),

ÿ´þ'õ
ψ0, w0, c0

õ�öb÷��È�
õ�O�õ�ø
ò
õ�ö�ù�ù
÷�ô�õb÷�öb÷�ô��"��¸�ò"!KóVðVþ�ðVüC���
ò
λ = 0 . ø�ð����
ò��võ�� ú ψ0, w0, c0

ù����
õ �
þ'õ~û����Ù÷�ö �
*8ù����	�Vû'ð��vò .76�ª:1 ú .76�8:17¬�.76�E�1i1 ú
ð@*&��ø
ñ � ò
ò Ψk+1, wk+1, θk+1, ck+1

A �
ù�ö~û�õÉþ'ù�ô�ðt÷�õ~û
� �
ø
ùPñ�ð
ñ��
õ�O�õ�ø
ò
õTw�n�k�yb��k�s���óVðVþ�ðVü

44ψk+1 +

(

∂θk+1

∂r
+
∂ck+1

∂r

)

sinϕ+
1

r

(

∂θk+1

∂ϕ
+
∂ck+1

∂ϕ

)

cosϕ =

=
1

r

k
∑

j=0

∂(4ψj , ψk−j)

∂(r, ϕ)
; .<;�/21

4wk+1 =
1

r

k
∑

j=0

∂(ψj , wk−j)

∂(r, ϕ)
; .<;=6�1

4θk+1 + wk+1 =

ÂGÄ
r

k
∑

j=0

∂(ψj , θk−j)

∂(r, ϕ)
; .<;:8:1

4ck+1 − ε4θk+1 + ε1wk+1 =

Ç º
r

k
∑

j=0

∂(ψj , ck−j)

∂(r, ϕ)
. .<;�;=1

À]��ð
ø
ò
ü
ø��1õ+��ö~û�ù�ô�ò��.þ�û��
ψk+1, wk+1, θk+1, ck+1

ù�öb÷tð��Ù÷�ö �����
õbýMø
ò��vò ¡ .76"/217¬�.76�6�1 �Î8ð���þ'õ��¿�
õ��
ô�ù�õ%���
ò�?tû�ò¤ýoõ�ø
ò
õ
ú�÷2� õ����
ùtû�ùVýMò�� ô .<;:Ñ:17¬�.<;�;=1 k = 0.
¯�ù�ÿ´þ�ð8óVðVþ�ðVü�ð,ùTø�ð2!�ùVý �

þ'õ�ø
ò
ò
ψ1, w1, θ1, c1

ò��võ�õb÷Mô�ò�þ

44ψ1 +

(

∂θ1
∂r

+
∂c1
∂r

)

sinϕ+
1

r

(

∂θ1
∂ϕ

+
∂c1
∂ϕ

)

cosϕ =
1

r

∂(4ψ0, ψ0)

∂(r, ϕ)
,

4w1 =
1

r

∂(ψ0, w0)

∂(r, ϕ)
, 4θ1 + w1 =

ÂGÄ
r

∂(ψ0, θ0)

∂(r, ϕ)
, .<;=E�1

4c1 − ε4θ1 + ε1w1 =

Ç º
r

∂(ψ0, c0)

∂(r, ϕ)
.

«�ù�ÿ û'ð
ö�ø
ù .76�8:17¬�.76�ª:1 ú
∂(ψ0, w0)

∂(r, ϕ)
=

cosϕ(1 + ε+ ε1)

215 · 32 · 5
×

×
[

8r10 − 53r8 + 93r6 − 59r4 + 11r2 + cos 2ϕ(−2r10 + 6r8 − 6r6 + 2r4)
]

; .<;:ª:1
∂(ψ0, θ0)

∂(r, ϕ)
= −

º�»�½ ϕ(1 + ε+ ε1)

218 · 33 · 5

[

8r12− 69r10+ 215r8−

−335r6+ 225r4 − 44r2 + cos 2ϕ(2r12 − 24r10 + 48r8 + 4r6 − 30r4)
]

; .<;=±�1
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∂(ψ0, c0)

∂(r, ϕ)
= −

cosϕ(1 + ε+ ε1)(ε+ ε1)

218 · 33 · 5

[

8r12 − 69r10 + 215r8−

−335r6 + 225r4 − 44r2 + cos 2ϕ(2r12 − 24r10 + 48r8 + 4r6 − 30r4)
]

; .<;:É:1
∂(4ψ0, ψ0)

∂(r, ϕ)
= −

(1 + ε+ ε1)
2 sin 4ϕ

219 · 33 · 5

(

−
1

4
r13 + 2r11 −

63

5
r9 +

25

4
r7 −

17

10
r5

)

. .<;:Ð:1
$�ù�þ'öb÷tð
ôtû����oô��L��ðtýoõ�ø
ò�� .<;:ª:17¬�.<;:Ð:1 ô .<;=E�1 ú2�
ùtû���ü
ò��N�"��ð
ô�ø
õ�ø
ò��,þ�û���ù����
õÉþ'õ~û�õ�ø
ò��

w1, θ1
ú

c1, ψ1.
��õ�Ooð��Hò"!�ú�ø�ð���þ'õ��Ýö~û�õÉþ
�"��¸�ò
õÈ���
õÉþ'öb÷tð
ôtû�õ�ø
ò�� ¡

w1 =
(1 + ε+ ε1) cosϕ

215 · 32 · 5

[

1

15
r11 −

53

80
r9 +

31

16
r7 −

59

24
r5 +

11

8
r3 −

31

120
r+

+ cos 2ϕ

(

−
1

60
r11 +

3

40
r9 −

1

8
r7 +

1

12
r5 −

1

60
r

)]

; .7E�Ñ:1

θ1 = −
(1 + ε+ ε1) cosϕ

215 · 32 · 5

[

1

2520
r13 −

53

9600
r11 +

31

1280
r9 −

59

1152
r7 +

11

192
r5 −

31

360
r3+

+
87

134400
r + cos 2ϕ

(

−
1

10080
r13 +

1

1600
r11 −

1

640
r9 +

1

576
r7 −

1

480
r3 +

23

5600
r

)]

−

−

ÂGÄ
cosϕ(1 + εε1)

218 · 33 · 5

[

1

21
r13 −

23

40
r11 +

43

16
r9 −

335

48
r7 +

225

24
r5 −

11

2
r3 −

1

420
r+

+ cos 2ϕ

(

1

84
r13 −

1

5
r11 +

3

5
r9 +

1

12
r7 −

5

4
r3 −

79

420
r

)]

; .7E"/21

c1 =−
(ε+ ε1)(1 + ε+ ε1) cosϕ

215 · 32 · 5

[

1

2520
r13 −

53

9600
r11 +

31

1280
r9 −

59

1152
r7 +

11

192
r5 −

31

960
r3+

+
877

134400
r + cos 2ϕ

(

−
1

10080
r13 +

1

1600
r11 −

1

640
r9 +

1

576
r7 −

1

480
r3 +

23

5600
r

)]

−

−

ÂGÄ
cosϕ(1 + ε+ ε1) · ε

218 · 33 · 5

[

1

21
r13 −

23

40
r11 +

43

16
r9 −

335

48
r7 +

225

24
r5 −

11

2
r3 −

1

420
r+

+ cos 2ϕ

(

1

84
r13 −

1

5
r11 +

3

5
r9 +

1

12
r7 −

5

4
r3 −

79

420
r

)]

−

−

Ç º cosϕ(ε+ ε1)(1 + ε+ ε1)

218 · 33 · 5

[

1

21
r13 −

23

40
r11 +

43

16
r9 −

335

48
r7 +

225

24
r5 −

11

2
r3 −

1

420
r+

+ cos 2ϕ

(

1

84
r13 −

1

5
r11 +

3

5
r9 +

1

12
r7 −

5

4
r3 −

79

420
r

)]

. .7E�6�1
Î8ð���þ'õ�ø
ø��1õ��
õ�O�õ�ø
ò��¿��þ'ù�ôtû�õb÷�ô�ù��:���Ù÷ ò ÿ���ð
ø
ò
ü
ø��L�§��ö~û�ù�ô�ò���� .76"/21 ú .76�6�1 � î ÷tð
ñ úm�
õ�O�õ�ø
ò
õ
öb÷tð � ò
ù�ø�ð��
ø
ù��6óVðVþ�ðVü
ò����
òKþ'ù�öb÷tðt÷�ù�ü
ø
ù
�$ð}û
�H!

λ
ô��
õ��
ô�ù��³���
ò�?tû�ò¤ýoõ�ø
ò
ò6ò��võ�õb÷Kô�ò�þ

ψ(r, ϕ) = ψ0(r, ϕ) + λψ1(r, ϕ), w(r, ϕ) = w0(r, ϕ) + λw1(r, ϕ),

θ(r, ϕ) = θ0(r, ϕ) + λθ1(r, ϕ), c(r, ϕ) = c0(r, ϕ) + λc1(r, ϕ).
.7E�8:1

��ð
ö�ö��$ðt÷��
ò
ô�ð
õ��vù�õoôMóVðVþ�ðVü
õ .0/Jª:17¬�.76�6�1 ���
ò
λ = 0

÷�õ�ü
õ�ø
ò
õoò��võ�õb÷M��û�ù�ö�ñ�ù�öb÷�ò ö�ò��G�võb÷��
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