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Stability of an interface between two binary mixes is investigated for the case of
arbitrary perturbations. The dependence of the complex decrement versus the wave
number is obtained numerically. Physical parameters of glycerin and ethyl spirit were
used in calculations. It is shown that when the Marangony numbert increases, the region
of instability turns toward the short wavelengths for the nondeformable surfaces. For
the deformable surface a long-wave instability is observed when the Marangoni number
is increased.

1. Основные предположения и уравнения

Рассмотрим совместное движение двух жидких сред, контактирующих по некоторой

плоской поверхности y = 0. Обозначим через Ωj(j = 1, 2) области, занятые жидкостями,

через ρj, νj, χj, cpj — соответственно плотности, кинематические вязкости, коэффициен-

ты температуропроводности, удельной теплоемкости жидкостей. Далее предполагаем,

что эти параметры — положительные постоянные. Плоскости y = ±l суть непроницае-

мые твердые стенки. Считается, что данная конфигурация находится в покое: ~uj = 0,

j = 1, 2. Предполагается, что в каждой из жидкостей имеется растворенное вещество

концентрации cj; зависимость поверхностного натяжение от температуры и концентра-

ции линейная:

σ(θ, c) = σ0
− γ(c − c0) − σT (θ − θ0), (1.1)

где σ0 > 0, σT > 0, γ < 0 — постоянные, а c0, θ0 — концентрации и температуры в

некоторой точке поверхности раздела.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследова-
ний (грант № 05-01-00836), гранта НШ 5873.2006.1 и комплексного интеграционного проекта № 2.15
СО РАН.
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Тогда движение жидкостей описывается системой уравнений при x ∈ Ωj:

ujt + uj ▽ uj +
1

ρj

▽ pj = νj∆uj; (1.2)

divuj = 0; (1.3)

θjt + uj · ▽θj = χj∆θj; (1.4)

cjt + uj · ▽cj = dj △

(

cj +
kj

θ

θc

θj

)

, (1.5)

где uj(x, t) — вектор скорости, pj — отклонение давления от гидростатического, θj —

температура, cj — концентрация, θc — средняя температура слоев, внешние силы от-

сутствуют. Сформулируем, следуя [1, 2] (в [1] рассмотрен лишь случай стационарного

течения и c = 0), условия на поверхности раздела жидкостей Γ:

u1 = u2; (1.6)

u · n = Vn; (1.7)

θ1 = θ2, c1 = αc2; (1.8)

(P2 − P1)n = 2σHn + ▽11σ; (1.9)

λ2

∂θ2

∂n
− λ1

∂θ1

∂n
= 0; (1.10)

ρ2d2

(

∂c2

∂n
+

k2
θ

θ2

∂θ2

∂n

)

= ρ1d1

(

∂c1

∂n
+

k1
θ

θ1

∂θ1

∂n

)

. (1.11)

Здесь n — единичный вектор нормали к Γ, направленный из Ω1 в Ω2; Vn — скорость пере-

мещения поверхности раздела Γ в направлении n; Pj = (−pj−ρjg·x)E+2ρjνjDj — тензо-

ры напряжений; E — единичный тензор; H — средняя кривизна поверхности Γ (H > 0,

если Γ выпукла наружу области Ω1);▽11 = ▽ − (n · ▽)n — поверхностный градиент;

λj = χjρjcpj
— коэффициенты теплопроводности. Через u и θ обозначены значения век-

тора скорости и температур обеих жидкостей на Γ, попарно совпадающие в силу (1.6),

(1.8), во втором равенстве (1.8) α есть постоянная равновесия Генри.

Области Ω1 и Ω2 могут контактировать не только друг с другом, но и с твердыми

телами. Поверхности твердых тел, контактирующих с жидкостями, обозначим через
∑

i. На каждой из них ставится условие прилипания

ui = ai(x, t), x ∈ Ωi ∩ Σi, (1.12)

где ai(x, t) — скорость движения стенки Σi. Кроме того, будем считать, что температура

в точках Σi удовлетворяет одному из условий

∂θi

∂n
= hi(x, t), θi = bi(x, t), x ∈ Ωi ∩ Σi, (1.13)

с заданными функциями hi(x, t), bi(x, t).

Если через твердые поверхности Σi нет потока вещества, то

∂ci

∂n
+

ki
θ

θi

∂θi

∂n
= 0, x ∈ Σi. (1.14)
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Соотношения (1.2)–(1.11) следует дополнить начальными условиями

Ωi = Ω0
i ; (1.15)

ui(x, 0) = u0
i (x), x ∈ Ω0

i ; (1.16)

θi(x, 0) = θ0
i (x), x ∈ Ω0

i ; (1.17)

ci(x, 0) = c0
i (x), x ∈ Ω0

i . (1.18)

Если поверхность Σi не имеет общих точек с Γ, то постановка нестационарной задачи

о термокапиллярном движении закончена. Сформулируем эту задачу. Требуется найти

области Ωi (i = 1, 2) и функции ~ui, pi, θi, ci, определенные в областях Ωi так, чтобы

выполнялись уравнения (1.2)–(1.4), граничные условия (1.5)–(1.14) и начальные условия

(1.15)–(1.18).

Заметим, что в [3] доказана разрешимость плоской стационарной задачи о чисто тер-

мокапиллярном течении одной жидкости. В работе [4] доказана глобальная разреши-

мость одномерной нестационарной задачи с двумя коэффициентами вязкости, правда,

без термокапиллярного эффекта. В [5] изучена линейная устойчивость поверхности при

наличии диффузионного переноса между двумя несмешивающимися вязкими жидко-

стями.

В данной работе рассматриваются два несмешивающихся несжимаемых плоских

слоя смесей с общей поверхностью раздела y = 0. Плоскости y = ±l суть непроницае-

мые твердые стенки. Считается, что данная конфигурация находится в покое: uj = 0,

j = 1, 2. При указанных выше условиях задача о термодиффузионном равновесии с

поверхностью раздела [6], как можно видеть, имеет решение

uj = 0, pj = const, θ1 =
θ10 − θ20

(λ + 1)l
y +

θ20 + λθ10

λ + 1
,

θ2 =
λ(θ10 − θ20)

(λ + 1)l
y +

θ20 + λθ10

λ + 1
, (1.19)

c1 = −
k1(θ10 − θ20)

(λ + 1)l
y + c0, c2 = −

k2λ(θ10 − θ20)

(λ + 1)l
y + c0.

В (1.19) θ10, θ20 — температуры твердых стенок при y = ±l соответственно; λ = λ1/λ2 —

отношение коэффициентов теплопроводностей; kj = kj
θ/θc, kj

θ — коэффициенты термо-

диффузии; c0 — концентрация на границе раздела (все эти величины предполагаются

постоянными).

Замечание 1. ПАВ на поверхности y = 0 отсутствует, а в законе Генри c1 = αc2

постоянная α полагается, без ограничения общности, равной единице.

2. Задача о малых возмущениях

Для изучения устойчивости равновесного состояния двух слоев жидкостей (1.19) вос-

пользуемся уравнениями малых возмущений, полученных в общем виде в [6].

Сформулируем задачу об устойчивости равновесного состояния двух слоев жидко-

сти относительно малых возмущений. Запишем линеаризованную задачу для возмуще-

ния скорости, давления, температуры и концентрации в каждой из жидкостей:

Ujτ +
νj

ν2

∇Pj =
νj

ν2

∆Uj; (2.1)



НЕУСТОЙЧИВОСТЬ ПОВЕРХНОСТИ РАЗДЕЛА... 37

divUj = 0; (2.2)

ν2

χj

Tjτ + Vjεj = ∆Tj; (2.3)

Kjτ −
νj

ν2

Vjεj =
dj

ν2

∆(Kj + PrjTj). (2.4)

Граничные условия на поверхности раздела η = 0 сводятся в этом случае к сле-

дующим (влиянием поверхностной вязкости пренебрегаем, так как она обычно очень

мала):

U2 = νU1, V2 = νV1, K2 +
∂c2

∂η
R = kθ

(

K1 +
∂c1

∂η
R

)

; (2.5)

T2 +
∂θ2

∂η
R =

ν

χ

(

T1 +
∂θ1

∂η
R

)

,
∂T2

∂η
=

λν

χ

∂T1

∂η
; (2.6)

ρν2P1 − P2 + 2V2η − 2ρν2V1η = WeRξξ; (2.7)

U2η + V2ξ − ρν2(U1η + V1ξ) = −M

(

T2 +
∂θ2

∂η
R

)

ξ

− Sr

(

C2 +
∂c2

∂η
R

)

ξ

; (2.8)

∂K2

∂η
+ Pr2

∂T2

∂η
= ρdkθ

(

∂K1

∂η
+ Pr1

∂T1

∂η

)

; (2.9)

Rτ = V1. (2.10)

Граничные условия на твердых стенках:

U1 = 0, T1 = 0, V1 = 0,
∂C1

∂η
+ Pr1

∂T1

∂η
= 0, η = 1, (2.11)

U2 = 0, T2 = 0, V2 = 0,
∂C2

∂η
+ Pr2

∂T2

∂η
= 0, η = −1. (2.12)

Соотношения (2.1)–(2.12) приведены в безразмерной форме. Использованы следу-

ющие единицы измерения расстояния, времени, скорости, давления, температуры и

концентрации соответственно:

l,
l2

ν2

νj

l
,

ρjν
2
j

l2
,

(θ10 − θ20)νj

χj

,
kj

θ(θ10 − θ20)

θc

, j = 1, 2,

введены обозначения

ε1 =
1

λ + 1
, ε2 =

λ

λ + 1
, ν =

ν1

ν2

, kθ =
k1

θ

k2
θ

, χ =
χ1

χ2

, ρ =
ρ1

ρ2

;

Sj =
νj

dj

— число Шмидта, Prj =
νj

χj

— число Прандтля;

We =
σ0l

ρ2ν2
2

—число Вебера,

M =
σT (θ10 − θ20)l

ρ2ν2χ2

— число Марангони,

Sr =
γk2

θ l(θ10 − θ20)

ρ2ν2
2θc

— число Соре.
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Решение краевой задачи (2.1)–(2.12) ищем в виде нормальных волн

(U, V, P, T,K,R) = (U(η), V (η), P (η), T (η), K(η), R) exp(iαξ − iCτ), (2.13)

где α — волновое число, C — комплексный декремент. Подставляя (2.13) в (2.1)–(2.4),

получим спектральную задачу относительно параметра C для системы обыкновенных

дифференциальных уравнений:

U ′′

j +

(

ν2

νj

iC − α2

)

Uj − Pjiα = 0; (2.14)

V ′′

j +

(

ν2

νj

iC − α2

)

Vj − P ′

j = 0; (2.15)

iαUj + V ′

j = 0; (2.16)

T ′′

j +

(

ν2

χj

iC − α2

)

Tj − εjVj = 0; (2.17)

K ′′

j +

(

ν2

dj

iC − α2

)

Kj + Prj(T
′′

j − α2Tj) +
ν2

dj

Vjεj = 0. (2.18)

Граничные условия на твердых стенках:

Uj = 0, Vj = 0, Tj = 0,
∂Kj

∂η
+ Prj

∂Tj

∂η
= 0, η = ±1. (2.19)

Условия на поверхности раздела η = 0:

U2 = νU1, V2 = νV1, K2 − ε2R = kθ (K1 − ε1R) ; (2.20)

T2 + ε2R =
ν

χ
(T1 + ε1R) ,

∂T2

∂η
=

λν

χ

∂T1

∂η
; (2.21)

ρν2P1 − P2 + 2V2η − 2ρν2V1η = −α2WeR; (2.22)

U2η + iαV2 − ρν2(U1η + iαV1) = −Miα (T2 + ε2R) − iαSr (K2 − ε2R) ; (2.23)

∂K2

∂η
+ Pr2

∂T2

∂η
= ρdkθ

(

∂K1

∂η
+ Pr1

∂T1

∂η

)

; (2.24)

R =
iV2

C
. (2.25)

Для неустойчивости в первом приближении состояния равновесия (1.19) необходимо

и достаточно, чтобы хотя бы для одного собственного значения было выполнено условие

ImC > 0.

Рассмотрим асимпотическое поведение амплитудных уравнений при α → 0. Поло-

жим

Uj = U0
j + αU1

j + ..., Vj = αV 0
j + α2V 1

j + ..., Pj = αP 0
j + α2P 1

j + ...,
Tj = T 0

j + αT 1
j + ..., Kj = K0

j + αK1
j + ..., C = C0 + αC1 + ...,

R = αR0
j + α2R1

j + ...
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Подстановка этих выражений в спектральную задачу (2.14)–(2.25) в нулевом прибли-

жении приводит к системе

U0′′

j +
ν2

νj

iC0U0
j = 0; (2.26)

V 0′′

j +
ν2

νj

iC0V 0
j − P 0′

j = 0; (2.27)

iU0
j + V 0′

j = 0; (2.28)

T 0′′

j +
ν2

χj

iC0T 0
j = 0; (2.29)

K0′′

j +
ν2

dj

iC0K0
j + PrjT

0′′

j = 0. (2.30)

С граничными условиями на твердых стенках:

U0
j = 0, V 0

j = 0, T 0
j = 0,

∂K0
j

∂η
+ Prj

∂T 0
j

∂η
= 0, η = ±1. (2.31)

Условия на поверхности раздела η = 0:

U0
2 = νU0

1 , V 0
2 = νV 0

1 , K0
2 = kθK

0
1 ; (2.32)

T 0
2 =

ν

χ
T 0

1 ,
∂T 0

2

∂η
=

λν

χ

∂T 0
1

∂η
; (2.33)

ρν2P 0
1 − P 0

2 + 2V 0
2η − 2ρν2V 0

1η = −α2WeR0; (2.34)

U0′

2 − ρν2U0′

1 = 0; (2.35)

∂K0
2

∂η
+ Pr2

∂T 0
2

∂η
= ρdkθ

(

∂K0
1

∂η
+ Pr1

∂T 0
1

∂η

)

; (2.36)

R0 =
iV 0

2

C0
. (2.37)

Далее рассмотрим уравнения (2.26). Их решения имеют следующий вид:

U0
1 = A1 sin

(

√

1

ν
iC0η

)

+ A2 cos

(

√

1

ν
iC0η

)

, U0
2 = A3 sin(

√

iC0η) + A4 cos(
√

iC0η),

(2.38)

где константы A1, A2, A3, A4 находятся из граничных условий (2.31), (2.32), (2.35). В

результате получаем систему линейных однородных уравнений относительно неизвест-

ных A1 — A4. Поскольку ищутся ненулевые решения Uj, то определитель, составленный

из коэффициентов при A1 — A4, должен равняться нулю. В результате получим урав-

нение для нахождения декремента C0:

sin

(

√

1

ν
iC0

)

cos(
√

iC0) + ρ
√

ν cos

(

√

1

ν
iC0

)

sin(
√

iC0) = 0. (2.39)

Если обозначить
√

iC0 = µ, то корни уравнения (2.39) µ вещественны и их счетное

число. Значит C0 — число мнимое, C0 = iC0i, причем C0i < 0. Поэтому длинновол-

новые возмущения затухают монотонно. Уравнение для определения первой поправки

к комплексному декременту громоздко и в данной статье не приводится. Для систе-

мы глицерин—этиловый спирт (ρ = 1.208 · 10−6, ν = 0.432) имеем µ1 = 1.571, µ2 =
2.06, µ3 = 4.13.
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3. Численное решение задачи на собственные значения

Для отыскания численного решения методом ортогонализации [7] приведем систему

(2.14)–(2.25) к виду w′ = Aw, где w(ζ) — вектор неизвестных; A(ζ) — матрица коэф-

фициентов. Для этого сделаем замену для слоя Ω1 = {0 6 η 6 1}:

ζ = 1 − η, U1 = y1, U ′

1 = −y2, V1 = y3, P1 = y4, (3.1)

T1 = y5, T ′

1 = −y6, K1 = y7, K ′

1 = −y8; (3.2)

для слоя Ω2 = {−1 6 η 6 0}:

ζ = η + 1, U2 = z1, U ′

2 = z2, V2 = z3, P2 = z4, (3.3)

T2 = z5, T ′

2 = z6, K2 = z7, K ′

2 = z8. (3.4)

Исключая V ′, V ′′ из (2.15), (2.16), получим следующую систему уравнений:

1) для слоя Ω1 = {0 6 ζ 6 1}:

y′

1 = −y2,

y′

2 = y1(α
2 −

1

ν
iC) + iαy4,

y′

3 = iαy1,

y′

4 = iαy2 + (
1

ν
iC + α2)y3,

y′

5 = −y6,

y′

6 = (α2 −
ν2

χ1

iC)y5 + ε1y3,

y′

7 = −y8,

y′

8 = (α2 −
ν2

d1

iC)y7 −
ν1

d1

ε1y3 − Pr1(ε1y3 −
ν2

χ1

iCy5).

(3.5)

С граничными условиями на твердой стенке при ζ = 0:

y1 = y3 = y5 = 0, y8 + Pr1y6 = 0;

2) для слоя Ω2 = {0 6 ζ 6 1}:

z′1 = z2,

z′2 = z1(α
2 − iC) + iαz4,

z′3 = −iαz1,

z′4 = −iαz2 + (iC − α2)z3,

z′5 = z6,

z′6 = (α2 − Pr2iC)z5 + ε2z3,

z′7 = z8,

z′8 =

(

α2 −
ν2

d2

iC

)

z7 −
ν2

d2

ε2z3 − Pr1(ε2z3 − Pr2iCz5).

(3.6)

С граничными условиями на твердой стенке при ζ = 0:

z1 = z3 = z5 = 0, z8 + Pr2z6 = 0.
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Граничные условия на поверхности раздела ζ = 1 в силу замены можно представить

в следующем виде (для недеформируемой поверхности раздела):

z1 − νy1 = 0,

z3 − y3 = 0,

z2 + ρν2y2 + Miα
ν

χ
y5 + Sriαkθy7 = 0,

z8 −

(

Pr2

λν

χ
− ρdkθPr1

)

y6 + ρdkθy8 = 0.

(3.7)

Если поверхность раздела деформируема, то граничные условия (2.20)–(2.25) при-

мут вид

z3 − νy3 = 0,

ρν2y4 − z4 − 2iανy1 − 2ρν2iαy1 + α2We
iν

C
y3 = 0,

z2 + ρν2y2 + iαz3 − ρν2iαy3 + Miα

(

ν

χ
y5 +

ν2ε1i

χPr1C
y3

)

+

+ Sriα

(

kθy7 −
νkθε1i

C
y3

)

= 0,

z8 −

(

Pr2

λν

χ
− ρdkθPr1

)

y6 + ρdkθy8 = 0.

(3.8)

Таким образом, решается система вида w′ = Aj(ζ)w, где j = 1, w = y в слое Ω1

и j = 2, w = z в слое Ω2, с краевыми условиями B1y(0) = 0, B2z(0) = 0 на твердых

стенках и Dw(1) = 0 — на границе раздела.

Для нахождения собственного значения C необходимы два начальных приближения

C0, C1. Начальное приближение C0 выбирается из условия (2.39).

4. Анализ результатов

Задача решалась для системы глицерин (80 %)—60%-й раствор этилового спирта, а

также глицерин (80 %)—90%-й раствор метилового спирта. Пусть поверхность разде-

ла недеформируема (We = ∞). Проведенные расчеты показали, что неустойчивость

Рис. 1. Зависимость Ci от волнового числа α в системе глицерин—этиловый спирт при Sr =

−10: кривая 1 — M = 1.7 · 10
6, 2 — M = 2.3 · 10

6, 3 — M = 10
7
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Рис. 2. Зависимость Ci от волнового числа α в системе глицерин—этиловый спирт при фикси-
рованном M: кривая 1 — Sr = −1, 2 — Sr = −10, 3 — Sr = −100

Рис. 3. Зависимость Ci от волнового числа α в системе глицерин—метиловый спирт при Sr =

−10: кривая 1 — M = 200, 2 — M = 7500, 3 — M = 9500, 4 — M = 19500

наблюдается в области длинных волн. На рис. 1 показаны результаты расчетов зави-

симости Ci от α при различных числах Марангони. При этом при увеличении числа

Марангони область неустойчивости смещается в сторону умеренных волн.

На рис. 2 показано влияние эффекта Соре на устойчивость длинноволновых возму-

щений, т. е. при росте числа Соре область неустойчивости уменьшается.

Если же поверхность раздела деформируема, то при увеличении числа Марангони

область неустойчивости смещается из области умеренных волн к области длинных волн

(рис. 3).

Автор благодарит В.К. Андреева за постановку задачи. По данной работе был сде-

лан доклад на VII Всероссийской конференции молодых ученых по математическому

моделированию.
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