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Статья посвящена математическому моделированию процесса фильтрации жид-
кости в пористой геологической среде под действием давления. Разрабатывает-
ся вычислительная схема решения задачи Дарси на основе смешанной конечно-
элементной постановки с использованием разрывного метода Галёркина. Выполне-
но построение специализированных базисных систем для скорости в пространстве
𝐻𝑑𝑖𝑣 и давления в пространстве 𝐿2. Проведены вычислительные эксперименты
на классе модельных задач.
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Введение

Теория фильтрации — раздел гидродинамики, который посвящен исследованию дви-
жения жидкостей и газов через пористые или трещиновато-пористые среды. Спектр
приложений данной теории весьма обширен: проблемы транспортировки жидкостей
через пористые биоматериалы в живых организмах, правильной организации иррига-
ции земель в сельском хозяйстве, охраны грунтовых вод от загрязнений отходами про-
изводства, удобрениями и прочими продуктами жизнедеятельности человека, задачи
гидроэнергетического и гидромелиоративного строительства и нефтегазовой промыш-
ленности.

Нефть и природный газ являются одними из основных видов энергетических ресур-
сов, нефтегазовый комплекс играет ключевую роль в экономике России. Применение ме-
тодов математического моделирования позволяет классифицировать технологические
процедуры, ориентированные на процессы протекания жидкости (газа) в гетерогенных
геологических средах, что приводит к необходимости использования самого современ-
ного аппарата вычислительных методов.
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Для решения задач фильтрации в пористых и трещиновато-пористых средах сущест-
вуют специальные модели, полученные в результате применения методов осреднения.
В этом случае процесс фильтрации рассматривается в однородной среде, физические
свойства которой эквивалентны физическим свойствам неоднородной среды. Задача
определения физических свойств новой однородной среды рассматривается в рамках
теории гомогенизации [1]. Таким образом, соответствующие публикации можно разде-
лить на две категории: работы, посвященные методам решения задач геофизики в гомо-
генизированной среде, и работы, рассматривающие сложную многомасштабную струк-
туру расчетной области. В данной публикации используются методы, учитывающие
гетерогенность геологической среды.

Основным соотношением для теории фильтрации является закон Дарси [2, 3]. За-
кону Дарси не подчиняются течения неньютоновских жидкостей, течения с достаточно
большой скоростью флюида и течения через сыпучие среды крупной фракции. Связано
это с высоким влиянием инерционных членов в системе уравнений Навье — Стокса, по-
скольку в этом случае приближение Стокса дает существенную ошибку [4, 5]. В работах
K. Vafai [6], L. Badea [7] отмечается, что закон Дарси применим для течений с числом
Рейнольдса 3 < Re < 10. Критерий Рейнольдса является характеристикой отношения
сил инерции и диссипативного члена в системе уравнений Навье — Стокса.

При моделировании процессов, связанных с разработкой углеводородных месторож-
дений, возникает класс задач, которые не предусматривают определения явного пове-
дения давления на границе области моделирования, однако задают поведение нормаль-
ной компоненты скорости. Необходимость решения такого рода прикладных проблем
обусловливает использование специализированных смешанных вариационных постано-
вок. В отличие от прямых постановок, применение смешанного метода для решения
задачи Дарси позволяет сразу определить как давление, так и скорость течения флюи-
да, при этом осуществляется поиск критической точки соответствующего функционала
в конечно-элементном пространстве допустимых пробных функций, которое предста-
вимо в виде прямой суммы двух подпространств. Сложность метода состоит в том,
что критическая точка функционала — седловая точка [8–10], т. е. решение задачи
об определении минимума функционала в общем случае не единственно и для вы-
полнения условий корректности требуется дополнительная информация. Наиболее рас-
пространенный подход — введение множителей Лагранжа или определение конечно-
элементного базиса из пространства 𝐻𝑑𝑖𝑣, для которого выполнены условия Ладыжен-
ской — Бабушки — Брецци (ЛББ) [11, 12]. Такой подход позволяет найти решение,
соответствующее физике моделируемых процессов [13–15].

В работе [16] разрабатывается 𝐻𝑑𝑖𝑣-вариация многомасштабного гибридного сме-
шанного метода (multiscale hybrid mixed method) для решения задачи Дарси, смысл
которой заключается в использовании на микроуровне смешанных конечных элемен-
тов вместо непрерывных элементов. Авторы [17] используют многоточечный потоко-
вый смешанный метод конечных элементов (multipoint flux mixed finite element method)
для решения задачи Дарси — Форхгеймера, моделирующей движение сжимаемой жид-
кости в пористой среде при относительно высоких скоростях. Данный метод основы-
вается на смешанном конечно-элементном методе Brezzi — Douglas — Marini низкого
порядка. В работе представлены оценки погрешности метода, а также проведены чис-
ленные эксперименты для задач, имеющих аналитическое решение. В работе [18] рас-
сматриваются вариационные формулировки конечно-элементного метода для решения
задачи Стокса, задачи Стокса — Дарси и задачи Бринкмана, при этом используются
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разрывная, 𝐻1-конформная и 𝐻𝑑𝑖𝑣-конформная аппроксимации для скорости. Особое
внимание авторы уделяют вариационной формулировке задачи Стокса на базе раз-
рывного метода Галёркина. Авторы [19] фокусируются на разработке единого подхода
для дискретизации задачи Стокса — Дарси, в котором поиск решения и задачи Сток-
са и задачи Дарси будет осуществляться при помощи конформных конечных элемен-
тов (мини-элементов) в смешанной постановке. Проводятся численные эксперименты
для задач, имеющих аналитическое решение.

В данном исследовании разрабатывается, реализуется и верифицируется вычисли-
тельная схема на базе неконформных смешанных вариационных постановок для реше-
ния задачи Дарси в гетерогенной геологической среде. Предлагается использовать спе-
циальный иерархический базис, повышающий устойчивость дискретного аналога вари-
ационной постановки без использования дополнительных стабилизаторов. Проводятся
исследования построенной вычислительной схемы на классе модельных задач, прибли-
женных к реальным, при этом расчетная область содержит прямоугольные глинистые
включения различных размера и направленности.

В настоящей работе применяется разрывный метод Галёркина (DG-метод) для полу-
чения конечно-элементного приближения. Он имеет ряд преимуществ перед стандарт-
ным методом конечных элементов при решении задач в сложно построенных геологи-
ческих областях. Основная идея DG-метода заключается в локальной аппроксимации
решения на каждом конечном элементе и определении решения на межэлементных
границах при помощи специальных операторов следа функций — “численных потоков”.
Потоки вводятся для обеспечения сходимости численного решения к физически реле-
вантному решению без осцилляций вблизи разрывов. В зависимости от вида потоков
можно получить вычислительную схему с различными свойствами [20].

1. Смешанная вариационная формулировка на базе разрывного

метода Галёркина и дискретный аналог

Пусть Ω ⊂ 𝑅2 — ограниченная двумерная область с границей 𝜕Ω = Γ𝐷, модель Дарси
описывается системой уравнений для скорости u и давления 𝑝:⎧⎨⎩

u = −𝐾∇𝑝 в Ω,
∇ · u = 𝑓 в Ω,
u · 𝑛 = 𝑔 на 𝜕Ω,

(1)

где 𝐾 — симметричный положительно определенный тензор.
Введем бесконечномерное пространство Лебега 𝐿2(Ω) со скалярным произведени-

ем (𝑣, 𝑤)𝐿2(Ω) =

∫︁
Ω

𝑣𝑤𝑑Ω и нормой ‖𝑣‖𝐿2(Ω) = (𝑣, 𝑣)
1/2
𝐿2(Ω) и гильбертово пространство

векторных функций:

𝐻𝑑𝑖𝑣(Ω) = {v ∈ (𝐿2(Ω))2,∇ · v ∈ 𝐿2(Ω)}.

Смешанная формулировка для задачи Дарси имеет вид [21]:
найти (u, 𝑝) ∈ 𝐻𝑑𝑖𝑣(Ω) × 𝐿2(Ω) такие, что{︂

(𝐾−1u,v)𝐿2(Ω) − (𝑝,∇ · v)𝐿2(Ω) = 0 ∀v ∈ 𝐻𝑑𝑖𝑣(Ω),
(∇ · u, 𝑞)𝐿2(Ω) = (𝑓, 𝑞)𝐿2(Ω) ∀𝑞 ∈ 𝐿2(Ω).
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Пусть Ξℎ = {𝑇} — разбиение расчетной области Ω на прямоугольные конечные
элементы 𝑇 . Тогда Γ =

⋃︀
𝑇

𝜕𝑇 — множество границ элементов 𝑇 , Γ0 = Γ∖𝜕Ω. Введем

конечно-элементные подпространства следующим образом:

𝑉ℎ =
{︀
v ∈ (𝐿2(Ω))2 : v |𝑇∈ (𝑃𝑙(𝑇 ))2 ∀𝑇 ∈ Ξℎ

}︀
, (2)

𝑄ℎ = {𝑞 ∈ 𝐿2(Ω) : 𝑞 |𝑇∈ 𝑃𝑙(𝑇 ) ∀𝑇 ∈ Ξℎ} , (3)

где 𝑃𝑙(𝑇 ) — пространство полиномов степени 𝑙 ≥ 1, определенное на элементе 𝑇 .
В соответствии с [15] смешанная вариационная постановка разрывного метода Га-

лёркина имеет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫︁
Ω

𝐾−1u · v𝑑Ω −
∫︁
Ω

𝑝∇ · v𝑑Ω +

∫︁
Γ0

[𝑝]{v}𝑑𝑆 +

∫︁
Γ𝐷

(𝑝𝑛) · v𝑑𝑆−

−𝜃
∫︁
Ω

(𝐾−1u + ∇𝑝) · v𝑑Ω = 0,

−
∫︁
Ω

∇ · u𝑞𝑑Ω +

∫︁
Γ0

{u}[𝑞]𝑑𝑆 +

∫︁
Γ𝐷

u · (𝑞𝑛)𝑑𝑆 + 𝛿𝜃

∫︁
Ω

(u +𝐾∇𝑝) · ∇𝑞𝑑Ω =

=

∫︁
Ω

𝑓𝑞𝑑Ω −
∫︁
Γ𝐷

𝑔𝑞𝑑𝑆,

(4)

где 𝜃 — параметр стабилизации; 𝛿 = ±1, [·] — оператор скачка; {·} — оператор среднего.
Построение конечно-элементных подпространств (2), (3) необходимо выполнять с уче-

том теорем вложения С.Л. Соболева [22]. Диаграмма DeRham‘a для области Ω ⊂ 𝑅2:

𝐻1 ∇×−−→ 𝐻𝑑𝑖𝑣 ∇·−→ 𝐿2,
∪ ∪ ∪
𝑆ℎ

∇×−−→ 𝑉ℎ
∇·−→ 𝑄ℎ.

В данной работе рассматривается двумерная расчетная область с разбиением на пря-
моугольные согласованные конечные элементы.

Построение иерархического базиса в пространстве𝐻𝑑𝑖𝑣 для скорости осуществляется
с учетом конформности, которая подразумевает выполнение требования непрерывнос-
ти нормальных компонент базисных функций на межэлементных границах. Базисные
функции строятся как результат тензорного произведения ортогональных полиномов,
заданных на прямоугольном носителе, само пространство при этом представляется в ви-
де прямой суммы двух подпространств: подпространства дивергентно свободных функ-
ций и подпространства недивергентно свободных функций [23].

Построение базиса для давления в пространстве 𝐿2 осуществляется путем введения
двух одномерных разрывных функций и одной непрерывной одномерной функции [24].
Двумерные биквадратичные базисные функции получаем в виде тензорного произве-
дения одномерных квадратичных базисных функций.

Для устойчивости смешанных методов конечномерные подпространства должны
удовлетворять условию совместимости, полученному Ладыженской (1969),
Бабушкой (1970) и Брецци (1974). Для существования и единственности конечно-эле-
ментного решения задачи (5) должно выполняться условие ЛББ [11, 12]:

inf
𝑝∈𝑄ℎ

sup
v∈𝑉ℎ

=
(∇ · v, 𝑝)𝐿2(Ω)

‖𝑝‖𝐿2(Ω)‖v‖[𝐻1(Ω)]3
≥ 𝛼 > 0, (5)

где 𝛼 не зависит от размерности конечно-элементной сетки.
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Определим искомые скорость и давление в виде разложения по базисным функциям
из подпространств (2), (3) соответственно:

u =
𝑁𝑢∑︁
𝑖=1

𝑞𝑢𝑖 𝜓
𝑢
𝑖 , 𝜓

𝑢
𝑖 ∈ 𝑉ℎ, (6)

𝑝 =
𝑁𝑝∑︁
𝑖=1

𝑞𝑝𝑖 𝜓
𝑝
𝑖 , 𝜓

𝑝
𝑖 ∈ 𝑄ℎ. (7)

Подставив (6), (7) в (4), получим дискретный аналог вариационной постановки:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫︁
Ω

𝐾−1

(︃
𝑁𝑢∑︁
𝑗=1

𝑞𝑢𝑗 𝜓
𝑢
𝑗

)︃
𝜓𝑢
𝑖 𝑑Ω −

∫︁
Ω

(︃
𝑁𝑢+𝑁𝑝∑︁
𝑗=𝑁𝑢+1

𝑞𝑝𝑗𝜓
𝑝
𝑗−𝑁𝑢

)︃
∇𝜓𝑢

𝑖 𝑑Ω+

+

∫︁
Γ0

[︃(︃
𝑁𝑢+𝑁𝑝∑︁
𝑗=𝑁𝑢+1

𝑞𝑝𝑗𝜓
𝑝
𝑗−𝑁𝑢

)︃]︃
{𝜓𝑢

𝑖 }𝑑𝑆 +

∫︁
Γ𝐷

(︃
𝑁𝑢+𝑁𝑝∑︁
𝑗=𝑁𝑢+1

𝑞𝑝𝑗𝜓
𝑝
𝑗−𝑁𝑢

)︃
𝑛𝜓𝑢

𝑖 𝑑𝑆−

−𝜃
∫︁
Ω

𝐾−1

(︃
𝑁𝑢∑︁
𝑗=1

𝑞𝑢𝑗 𝜓
𝑢
𝑗

)︃
𝜓𝑢
𝑖 𝑑Ω − 𝜃

∫︁
Ω

(︃
𝑁𝑢+𝑁𝑝∑︁
𝑗=𝑁𝑢+1

𝑞𝑝𝑗∇𝜓
𝑝
𝑗−𝑁𝑢

)︃
𝜓𝑢
𝑖 𝑑Ω = 0, 𝑖 = 1, 𝑁𝑢,

−
∫︁
Ω

∇

(︃
𝑁𝑢∑︁
𝑗=1

𝑞𝑢𝑗 𝜓
𝑢
𝑗

)︃
𝜓𝑝
𝑖 𝑑Ω +

∫︁
Γ0

{︃(︃
𝑁𝑢∑︁
𝑗=1

𝑞𝑢𝑗 𝜓
𝑢
𝑗

)︃}︃
[𝜓𝑝

𝑖 ] 𝑑𝑆+

+

∫︁
Γ𝐷

(︃
𝑁𝑢∑︁
𝑗=1

𝑞𝑢𝑗 𝜓
𝑢
𝑗

)︃
(𝜓𝑝

𝑖 𝑛)𝑑𝑆 + 𝛿𝜃

∫︁
Ω

(︃
𝑁𝑢∑︁
𝑗=1

𝑞𝑢𝑗 𝜓
𝑢
𝑗

)︃
∇𝜓𝑝

𝑖 𝑑Ω+

+𝛿𝜃

∫︁
Ω

𝐾

(︃
𝑁𝑢+𝑁𝑝∑︁
𝑗=𝑁𝑢+1

𝑞𝑝𝑗∇𝜓
𝑝
𝑗−𝑁𝑢

)︃
∇𝜓𝑝

𝑖 𝑑Ω =

∫︁
Ω

(︃
𝑁𝑢∑︁
𝑗=1

𝑓𝑢
𝑗 𝜓

𝑢
𝑗 +

𝑁𝑝∑︁
𝑗=1

𝑓𝑝
𝑗 𝜓

𝑝
𝑗

)︃
𝜓𝑝
𝑖 𝑑Ω−

−
∫︁
Γ𝐷

(︃
𝑁𝑢∑︁
𝑗=1

𝑔𝑢𝑗 𝜓
𝑢
𝑗 +

𝑁𝑝∑︁
𝑗=1

𝑔𝑝𝑗𝜓
𝑝
𝑗

)︃
𝜓𝑝
𝑖 𝑑𝑆,

𝑖 = 𝑁𝑢 + 1, 𝑁𝑢 +𝑁𝑝.

В итоге получаем систему линейных алгебраических уравнений

𝐴𝑞 = 𝑓

с матрицей, имеющей блочную структуру:(︂
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

)︂(︂
𝑞𝑢

𝑞𝑝

)︂
=

(︂
0
𝑓

)︂
,

где элементы блоков матрицы и вектора правой части вычисляются по формулам

𝑎𝑖𝑗 =

∫︁
Ω

𝐾−1𝜓𝑢
𝑗 𝜓

𝑢
𝑖 𝑑Ω − 𝜃

∫︁
Ω

𝐾−1𝜓𝑢
𝑗 𝜓

𝑢
𝑖 𝑑Ω,

𝑏𝑖𝑗 = −
∫︁
Ω

𝜓𝑝
𝑗∇𝜓𝑢

𝑖 𝑑Ω +

∫︁
Γ0

[︀
𝜓𝑝
𝑗

]︀
{𝜓𝑢

𝑖 } 𝑑𝑆 +

∫︁
Γ𝐷

(︀
𝜓𝑝
𝑗𝑛
)︀
𝜓𝑢
𝑖 𝑑𝑆−

−𝜃
∫︁
Ω

∇𝜓𝑝
𝑗𝜓

𝑢
𝑖 𝑑Ω, 𝑖 = 1, 𝑁𝑢, 𝑗 = 1, 𝑁𝑝,
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𝑐𝑖𝑗 = −
∫︁
Ω

∇𝜓𝑢
𝑗 𝜓

𝑝
𝑖 𝑑Ω +

∫︁
Γ0

{︀
𝜓𝑢
𝑗

}︀
[𝜓𝑝

𝑖 ] 𝑑𝑆 +

∫︁
Γ𝐷

𝜓𝑢
𝑗 (𝜓𝑝

𝑖 𝑛) 𝑑𝑆+

+𝛿𝜃

∫︁
Ω

𝜓𝑢
𝑗∇𝜓

𝑝
𝑖 𝑑Ω, 𝑖 = 1, 𝑁𝑝, 𝑗 = 1, 𝑁𝑢,

𝑑𝑖𝑗 = 𝛿𝜃

∫︁
Ω

𝐾∇𝜓𝑝
𝑗∇𝜓

𝑝
𝑖 𝑑Ω, 𝑖 = 1, 𝑁𝑝, 𝑗 = 1, 𝑁𝑝,

𝑓𝑖 =

∫︁
Ω

(︃
𝑁𝑢∑︁
𝑖=1

𝑓𝑢
𝑖 𝜓

𝑢
𝑖 +

𝑁𝑝∑︁
𝑖=1

𝑓𝑝
𝑖 𝜓

𝑝
𝑖

)︃
𝜓𝑝
𝑗𝑑Ω −

∫︁
Γ𝐷

(︃
𝑁𝑢∑︁
𝑖=1

𝑔𝑢𝑖 𝜓
𝑢
𝑖 +

𝑁𝑝∑︁
𝑖=1

𝑔𝑝𝑖 𝜓
𝑝
𝑖

)︃
𝜓𝑝
𝑗𝑑𝑆, 𝑗 = 1, 𝑁𝑝.

Реализация различных стратегий нумерации конечных элементов и степеней сво-
боды позволяет построить матрицу СЛАУ определенной структуры. Учитывая спе-
цифику формирования матрицы дискретного аналога разрывного метода Галёркина,
используем нумерацию, которая позволит оптимизировать структуру матрицы.

2. Вычислительные эксперименты

При разработке нефтяных месторождений наиболее распространенной на практике сис-
темой площадного расположения скважин является пятиточечная. Элемент такой сис-
темы — квадрат, в углах которого находятся добывающие скважины, а в центре —
нагнетательная (рис. 1).

Моделируя физические процессы в такой системе, расчетную область зачастую пред-
ставляют в виде четверти всей системы, т. е. прямоугольной области с нагнетательной
скважиной в левом нижнем углу и добывающей скважиной в верхнем правом углу.
Такой вид расчетной области представляет интерес для ряда авторов (см., например,
работы [14, 25]).

2.1. Задача 1. Область с прямоугольными разнонаправленными глинистыми

включениями

Рассмотрим вариационную постановку (4). Пусть расчетная область Ω = [0, 300] ×
[0, 300] (в метрах) представлена на рис. 2, в левом нижнем углу показан вектор ско-
рости нагнетания, а в правом верхнем — вектор скорости стока, коэффициент проница-

емости среды (соответствует песчанику) 𝐾 =

[︂
50 0
0 50

]︂
, коэффициент проницаемости

Рис. 1. Пятиточечная система расположения добывающих и нагнетательной скважин
Fig. 1. The five spot pattern of injector and producer wells
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Т а б л и ц а 1. Относительные погрешности в норме 𝐿2 (задача 1)
Table. 1. Relative errors in the 𝐿2 norm (problem 1)

Шаг Количество Норма Погрешность Погрешность
сетки итераций вектора давления, скорости
ℎ решателя невязки ‖𝑝ℎ/2−𝑝ℎ‖𝐿2

‖𝑝ℎ/2‖𝐿2

‖𝑢ℎ/2
𝑥 −𝑢ℎ

𝑥‖𝐿2

‖𝑢ℎ/2
𝑥 ‖𝐿2

‖𝑢ℎ/2
𝑦 −𝑢ℎ

𝑦‖𝐿2

‖𝑢ℎ/2
𝑦 ‖𝐿2

‖uℎ/2−uℎ‖𝐿2

‖uℎ/2‖𝐿2

10.0 818 6.019031e−9
8.92641e−2 2.94295e−2 3.00745e−2 2.97455e−2

5.0 1421 8.200960e−9
3.59685e−2 1.93658e−2 1.97597e−2 1.95586e−2

2.5 2348 6.518210e−9

Рис. 2. Расчетная область (задачи 1, 2)
Fig. 2. Computational domain (problems 1, 2)

Рис. 3. Численные поля давления и векторы
скорости (задача 1)
Fig. 3. Computed pressure fields and velocity
vectors (problem 1)

включений (соответствует глине) 𝐾 =

[︂
1 0
0 1

]︂
, правая часть второго уравнения систе-

мы (1) 𝑓 = 0. В табл. 1 приведены относительные погрешности вычислений в норме 𝐿2.
На рис. 3 представлены численные поля давления и векторы скорости.

2.2. Задача 2. Контрастная проницаемость среды по отношению

к включениям для области с прямоугольными разнонаправленными

глинистыми включениями

Рассмотрим вариационную постановку (4). Пусть расчетная область Ω = [0, 300] ×
[0, 300] (в метрах) представлена на рис. 2, коэффициент проницаемости включений (со-

ответствует глине) 𝐾 =

[︂
1 0
0 1

]︂
, правая часть второго уравнения системы (1) 𝑓 = 0,

шаг сетки ℎ = 10.0 и ℎ/2 = 5.0. В табл. 2 представлены относительные погрешности
вычислений в норме 𝐿2, на рис. 4 — численные поля давления и векторы скорости.
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Т а б л и ц а 2. Относительные погрешности в норме 𝐿2 (задача 2)
Table 2. Relative errors in the 𝐿2 norm (problem 2)

Проницае- Количество итераций Погрешность Погрешность
мость среды решателя давления скорости

𝐾 ℎ ℎ/2
‖𝑝ℎ/2−𝑝ℎ‖𝐿2

‖𝑝ℎ/2‖𝐿2

‖𝑢ℎ/2
𝑥 −𝑢ℎ

𝑥‖𝐿2

‖𝑢ℎ/2
𝑥 ‖𝐿2

‖𝑢ℎ/2
𝑦 −𝑢ℎ

𝑦‖𝐿2

‖𝑢ℎ/2
𝑦 ‖𝐿2

‖uℎ/2−uℎ‖𝐿2

‖uℎ/2‖𝐿2[︂
102 0
0 102

]︂
820 1499 8.79875e−2 3.08487e−2 3.17311e−2 3.12793e−2[︂

103 0
0 103

]︂
817 1532 8.54743e−2 3.24394e−2 3.36742e−2 3.30385e−2[︂

104 0
0 104

]︂
717 1097 8.50906e−2 3.26238e−2 3.39049e−2 3.32449e−2[︂

105 0
0 105

]︂
580 919 8.50509e−2 3.26425e−2 3.39285e−2 3.32659e−2[︂

106 0
0 106

]︂
505 837 8.5048e−2 3.26458e−2 3.39311e−2 3.32689e−2[︂

107 0
0 107

]︂
413 643 8.50915e−2 3.26543e−2 3.39386e−2 3.32773e−2[︂

108 0
0 108

]︂
181 501 8.88594e−2 3.45524e−2 3.87065e−2 3.66110e−2

Рис. 4. Численные поля давления при коэффициенте

проницаемости среды 𝐾 =

[︂
105 0
0 105

]︂
(задача 2)

Fig. 4. Calculated pressure fields for the medium

permeability coefficient 𝐾 =

[︂
105 0
0 105

]︂
(problem 2)

Рис. 5. Расчетная область (задачи 3, 4)
Fig. 5. Computational domain
(problems 3, 4)

2.3. Задача 3. Область с большой концентрацией прямоугольных глинистых

включений

Рассмотрим вариационную постановку (4). Пусть расчетная область Ω = [0, 300] ×
[0, 300] (в метрах) представлена на рис. 5, в левом нижнем углу показан вектор скорости
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нагнетания, а в правом верхнем — вектор скорости стока, коэффициент проницаемости

среды (соответствует песчанику) 𝐾 =

[︂
50 0
0 50

]︂
, коэффициент проницаемости вклю-

чений (соответствует глине) 𝐾 =

[︂
1 0
0 1

]︂
, правая часть второго уравнения системы (1)

𝑓 = 0. В табл. 3 представлены относительные погрешности вычислений в норме 𝐿2, на
рис. 6 — численные поля давления и векторы скорости, полученные на сетке ℎ = 2.5.

Т а б л и ц а 3. Относительные погрешности в норме 𝐿2 (задача 3)
Table 3. Relative errors in the 𝐿2 norm (problem 3)

Шаг Количество Норма Погрешность Погрешность
сетки итераций вектора давления скорости
ℎ решателя невязки ‖𝑝ℎ/2−𝑝ℎ‖𝐿2

‖𝑝ℎ/2‖𝐿2

‖𝑢ℎ/2
𝑥 −𝑢ℎ

𝑥‖𝐿2

‖𝑢ℎ/2
𝑥 ‖𝐿2

‖𝑢ℎ/2
𝑦 −𝑢ℎ

𝑦‖𝐿2

‖𝑢ℎ/2
𝑦 ‖𝐿2

‖uℎ/2−uℎ‖𝐿2

‖uℎ/2‖𝐿2

10.0 1635 4.822759e−09
1.37459e−2 6.08559e−2 7.13012e−2 6.56705e−2

5.0 2654 9.806742e−09
5.45132e−3 4.28522e−2 4.83216e−2 4.53515e−2

2.5 3975 9.565203e−09

Рис. 6. Численные поля давления и векторы
скорости (задача 3)
Fig. 6. Calculated pressure fields and velocity
vectors (problem 3)

Рис. 7. Численные поля давления и векторы
скорости (задача 4)
Fig. 7. Calculated pressure fields and velocity
vectors (problem 4)

Т а б л и ц а 4. Относительные погрешности в норме 𝐿2 (задача 4)
Table 4. Relative errors in the 𝐿2 norm (problem 4)

Шаг Количество Норма Погрешность Погрешность
сетки итераций вектора давления скорости
ℎ решателя невязки ‖𝑝ℎ/2−𝑝ℎ‖𝐿2

‖𝑝ℎ/2‖𝐿2

‖𝑢ℎ/2
𝑥 −𝑢ℎ

𝑥‖𝐿2

‖𝑢ℎ/2
𝑥 ‖𝐿2

‖𝑢ℎ/2
𝑦 −𝑢ℎ

𝑦‖𝐿2

‖𝑢ℎ/2
𝑦 ‖𝐿2

‖uℎ/2−uℎ‖𝐿2

‖uℎ/2‖𝐿2

10.0 2043 7.032802e−9
1.92745e−2 5.74383e−2 7.20196e−2 6.35809e−2

5.0 3369 7.684368e−9
6.10529e−3 3.79170e−2 4.7583e−2 4.19894e−2

2.5 5820 9.919702e−9
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2.4. Задача 4. Контрастная проницаемость среды по отношению

к включениям для области с большой концентрацией прямоугольных

включений

Рассмотрим вариационную постановку (4). Пусть расчетная область Ω = [0, 300] ×
[0, 300] (в метрах) представлена на рис. 5, коэффициент проницаемости среды 𝐾 =[︂

103 0
0 103

]︂
, коэффициент проницаемости включений𝐾 =

[︂
10−5 0

0 10−5

]︂
, правая часть

второго уравнения системы (1) 𝑓 = 0. В табл. 4 представлены относительные погрешнос-
ти вычислений в норме 𝐿2, на рис. 7 — численные поля давления и векторы скорости,
полученные на сетке ℎ = 2.5.

Заключение

В рамках данного исследования разработана, реализована и верифицирована вычисли-
тельная схема, основанная на смешанной неконформной вариационной формулиров-
ке, для решения задачи Дарси с тензорным коэффициентом проницаемости среды.
При этом для получения конечно-элементного приближения использовался разрывный
метод Галёркина.

Исследования на классе приближенных к реальным задач показали, что для рас-
четной области с разнонаправленными прямоугольными включениями произвольного
размера с коэффициентом проницаемости, соответствующим глине, определение чис-
ленных полей давления и скорости производится с относительной погрешностью 1e−2
даже на грубой сетке. Увеличение контрастности коэффициента проницаемости среды
по отношению к коэффициенту проницаемости включений не дает изменений в отно-
сительной погрешности определения численных полей, в связи с этим можно сделать
вывод об устойчивости построенной вычислительной схемы к контрастным значениям
коэффициента.

Увеличение количества глинистых включений в расчетной области не приводит
к росту относительной погрешности вычислений давления и скорости, однако увели-
чивает число итераций решателя, что свидетельствует о некотором ухудшении свойств
матрицы дискретного аналога. Это ведет в свою очередь к увеличению скорости сходи-
мости. Исследование показало, что для области с большой концентрацией прямоуголь-
ных включений при контрастности коэффициентов проницаемости среды и включений
108 построенная вычислительная схема позволяет получить численные поля давления
и скорости с относительной погрешностью 1e−2.

Авторами разработан и верифицирован программный комплекс, принимающий
на вход сеточное разбиение расчетной области в формате .msh, полученное при помощи
конечно-элементного генератора сеток Gmsh. Реализованный программный комплекс
предусматривает возможность экспорта готового решения задачи в файл формата .dat
для дальнейшего графического отображения и анализа в программном пакете Tecplot.

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке программы ФНИ (про-
ект 0266-209-0007) и Президиума РАН (проект � 27 “Разработка и реализация па-
раллельных вычислительных схем на базе неконформного метода конечных элементов
для моделирования гидроразрыва”).
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Abstract

The paper addresses mathematical modelling modelling for the process of fluid filtration in
porous geological media under pressure. A computational scheme based on a mixed non-conformal
variational formulation for solving the Darcy problem with a tensor coefficient of permeability of the
medium was developed, implemented and verified. Moreover, the discontinuous Galerkin method
for obtaining the finite element approximation was used.

A specialized hierarchical basis system for velocity in the 𝐻𝑑𝑖𝑣 space and a basis system
with discontinuous functions on boundaries of finite elements for pressure in the 𝐿2 space were
constructed.

Computational experiments on a class of problems close to real ones have shown that for a
computational domain with multidirectional rectangular inclusions of arbitrary size and concentra-
tion, the numerical fields of pressure and velocity are determined with a relative error of 1e−2
even on a coarse grid. An increase in the contrast of the permeability coefficient of the medium with
respect to the permeability coefficient of inclusions does not change the relative error in determining
the numerical fields. To this end, we can conclude that the constructed computational scheme is
stable to significant variation of the coefficient.

The authors have developed and verified a software package that is able to export a ready-made
solution to the problem in the “.dat” format file for further graphical display and analysis in the
Tecplot software package.

Keywords: fluid filtration, Darcy problem, mixed formulation, finite element method, discon-
tinuous Galerkin method.
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