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Изучаются современные численные методы нелинейной фильтрации для оце-
нивания неизвестного вектора состояния стохастической дифференциальной си-
стемы типа Ито с дискретными измерениями. Проводится их сравнительный ана-
лиз на задаче отслеживания координат и скоростей самолета, осуществляюще-
го маневр в горизонтальной плоскости. Указанная задача моделируется системой
стохастичеких дифференциальных уравнений седьмого порядка и считается доста-
точно сложной и пригодной для адекватного тестирования алгоритмов нелинейной
фильтрации. В работе исследуются такие перспективные алгоритмы, как сигма-то-
чечный и кубатурный фильтры Калмана, включая их ортогональные квадратно-
корневые модификации. Обсуждаются особенности практической реализации этих
фильтров, а также их работоспособность для различных комбинаций угловой ско-
рости маневрирующего объекта (самолета) и времени ожидания наблюдений. По-
строены новые реализации для сигма-точечного и обобщенного фильтров Калмана,
эффективные для оценивания стохастических дифференциальных моделей с дис-
кретными измерениями. Показано их несомненное преимущество над стандартной
версией обобщенного фильтра Калмана для следящих систем.
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Введение

В статье рассматривается задача построения оптимального/субоптимального байесов-
ского фильтра для нелинейной стохастической системы, возмущенной белым гауссовым
шумом, с непрерывным временем и дискретными измерениями, который минимизирует
среднеквадратичную ошибку оценивания. Точное решение этой задачи в промежутке
между моментами поступления результатов измерений подчиняется дифференциально-
му уравнению Фоккера—Планка в частных производных, известному также как прямое
уравнение Колмогорова и описывающему эволюцию функции плотности вероятности
в указанном временном интервале. Затем найденная прогнозная плотность вероятности
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корректируется на основе правила Байеса с использованием вновь полученной инфор-
мации о состоянии объекта наблюдения1 [1, c. 164]. К сожалению, приведенное выше тео-
ретическое решение задачи фильтрации осуществимо на практике только в некоторых
частных случаях. Например, для линейных гауссовых систем оно приводит к известным
уравнениям фильтра Калмана—Бьюси [2]. В целом же приходится использовать чис-
ленные методы для решения дифференциальных уравнений в частных производных,
что требует значительных вычислительных затрат.

Альтернативный подход, позволяющий существенно сократить вычислительную
сложность при решении поставленной задачи, состоит в вычислении лишь ограниченно-
го числа характеристик стохастического процесса. В частности, наиболее популярными
среди современных алгоритмов нелинейной фильтрации являются методы, предполага-
ющие нормальное распределение неизвестного вектора состояния стохастической моде-
ли и базирующиеся на вычислении только первых двух моментов, т. е. математического
ожидания и ковариации. Фильтры, полученные в рамках этого подхода, относятся к так
называемым методам нелинейной калмановской фильтрации или “методам нелинейной
фильтрации, основанной на теории оптимального линейного оценивания”2 [3]. В отече-
ственной литературе они называются субоптимальными [4, гл. 3]. Однако в отличие от
процитированной монографии, где утверждается, что “численное решение этих уравне-
ний в задачах реального времени тоже невозможно, так как для этого требуется много
времени, а решать их необходимо каждый раз после получения результатов наблюде-
ний” [4, c. 372], в алгоритмах нелинейной калмановской фильтрации дополнительно
предполагается нормальность апостериорного распределения вектора состояния сто-
хастической модели, что полностью исключает необходимость явного интегрирования
дифференциального уравнения Фоккера—Планка в частных производных, а значит,
такие фильтры пригодны для вычислений в реальном времени. Далее в работе все
внимание будет уделено именно этому направлению в теории оценивания неизвестного
вектора состояния стохастических систем.

Если обратиться к истории развития методов нелинейной калмановской фильтра-
ции, то прежде всего следует отметить так называемый обобщенный фильтр Калмана
(EKF-алгоритм3), известный с 1970 г. [1, 5]. Именно EKF был основным, классиче-
ским методом практического решения задачи нелинейной фильтрации вплоть до появ-
ления других, более современных методик в середине 1990-х гг., изучению которых и
посвящена настоящая работа. Известно, что EKF базируется на разложении нелинейной
функции переноса в правой части стохастической модели в ряд Тейлора в окрестнос-
ти отфильрованной оценки неизвестного вектора состояния системы на каждом шаге
алгоритма фильтрации и отсечении всех членов выше первого порядка.

Таким образом, этот метод обеспечивает только первый порядок аппроксимации
при оценивании математического ожидания неизвестного вектора состояния системы
и соответствующей матрицы ковариации. С другой стороны, существуют аналогич-
ные методы и с более высоким порядком аппроксимации нелинейной функции, однако

1Необходимо уточнить, что в отечественной литературе задача фильтрации, как правило, форму-
лируется для стохастических систем с непрерывными измерениями (см, например, [4, разд. 2.1.4]). По-
следнее предполагает одновременное решение стохастических уравнений для динамики системы и про-
цесса измерений. Решение этой более сложной задачи определяется уравнением Кушнера— Стратоно-
вича или уравнением Дункана— Мортенсена —Закаи. Однако эта задача не имеет отношения к изуча-
емым в настоящей статье фильтрам (см. подробное объяснение в [6]) и далее не упоминается.

2От англ. “nonlinear filtering through linear estimation theory”.
3От англ. Extended Kalman Filter (EKF).
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их практическое использование затруднено из-за высокой вычислительной сложности.
Другим известным подходом, позволяющим повысить точность вычислений обобщенно-
го фильтра Калмана, является техника, получившая название итерационного фильтра4

(см. подробнее, например, [1, 7, 8] и др.).
На современном этапе в развитии методов нелинейной калмановской фильтрации

можно выделить три основных направления. Прежде всего, это сигма-точечный фильтр
Калмана (UKF-алгоритм5), впервые предложенный в 1995 г. [9] и затем усовершенство-
ванный [10 – 12]. Во-вторых, так называемый интерполяционный фильтр с центральны-
ми разностями (CDF-алгоритм6), разработанный одновременно двумя независимыми
группами исследователей в 2000 г. [13, 14]. И, наконец, подход, основанный на численной
аппроксимации многомерных вероятностных интегралов специального вида (напомним,
что рассматриваются только гауссовы системы), т. е. квадратурный фильтр Калмана
(QKF-алгоритм7) [15] и кубатурный фильтр Калмана (CKF-алгоритм8) [3]. Важно под-
черкнуть, что все вычислительные процедуры, разработанные в рамках этих трех ос-
новных направлений, не требуют вычисления матрицы Якоби и/или Гессе в отличие
от обобщенного фильтра Калмана, в связи с чем они выделены в единое семейство
фильтров, названных в иностранной литературе “derivative-free Kalman filters” (см. об-
суждение в [16]).

В настоящее время существует огромное количество перспективных алгоритмов
фильтрации в рамках каждого из перечисленных выше направлений. Отметим лишь
некоторые из них. Например, реализации сигма-точечного фильтра [17 – 19], фильтр
разделенных разностей (DDF-алгоритм9) [20], реализации квадратурного фильтра Кал-
мана [21] и кубатурного фильтра [22, 23]. Активно развиваются аналогичные численные
методы и для решения задачи сглаживания (см., например, [24] и многие другие). К со-
жалению, перечислить все работы, вносящие вклад в данную область исследований, не
представляется возможным. В наши дни она переживает бурное развитие, о чем свиде-
тельствует большое количество публикаций в российских и иностранных периодических
научных изданиях.

Среди перечисленных выше трех основных направлений современных методов нели-
нейной калмановской фильтрации особое значение приобретает сигма-точечный фильтр
Калмана. UKF-метод организован следующим образом. На каждом этапе алгоритма
вокруг полученной оценки вектора состояния динамической системы детерминирован-
ным образом10 выбирают оптимальное (минимальное) число сигма-точек, которые за-
тем используют для аппроксимации первых двух моментов случайного вектора состо-
яния системы. Сигма-точки выбираются оптимальным образом с помощью специаль-
ного преобразования11 и с таким расчетом, чтобы несколько важнейших числовых ха-
рактеристик (моментов) теоретического распределения были равны соответствующим
статистическим характеристикам. В UKF-методе речь идет о первых двух моментах,
т. е. о математическом ожидании и матрице ковариации неизвестного вектора состоя-
ния системы. Затем сигма-точки пропускают через нелинейную функцию правой части

4От англ. iterated Extended Kalman Filter (iEKF).
5От англ. Unscented Kalman Filter (UKF).
6От англ. Central Difference Interpolation Filtering (CDF).
7От англ. Quadrature Kalman Filter (QKF).
8От англ. Cubature Kalman Filter (CKF).
9От англ. Divided Difference Filter (DDF).

10В иностранной литературе “deterministic sampling approach”.
11В иностранной литературе “unscented transformation”.
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дискретной стохастической системы, чтобы получить прогнозные значения первых двух
моментов апостериорного распределения случайной величины. Отметим, что, в отличие
от обобщенного фильтра Калмана, в UKF-методе нелинейная функция системы не изме-
няется, т. е. не линеаризуется. Отсюда вытекает основное преимущество UKF-фильтра,
которое заключается в более высоком порядке аппроксимации оценки математического
ожидания случайного вектора состояния системы при той же вычислительной слож-
ности, что и в обобщенном фильтре Калмана. Доказано, что сигма-точечный фильтр
обеспечивает второй порядок аппроксимации указанной выше величины для любой до-
статочно гладкой нелинейной функции системы. В случае, если функция плотности
вероятности состояния системы является симметричной, то UKF обеспечивает третий
порядок аппроксимации (см. доказательство в [25, с. 269]). Особая роль сигма-точечного
фильтра объясняется еще и тем фактом, что некоторые современные методы нелиней-
ной калмановской фильтрации имеют тесную связь именно с UKF-алгоритмом (см.,
например, обсуждение в [3, 13]).

Следует отметить, что UKF, как и другие перечисленные выше современные ме-
тоды нелинейной калмановской фильтрации, развиты для дискретных стохастических
динамических систем. Поэтому, чтобы использовать их для оценивания стохастических
дифференциальных моделей, необходимо прежде всего применить тот или иной метод
дискретизации и свести задачу к виду, допускающему применение обсуждаемых филь-
тров. На этом этапе вносится ошибка дискретизации, которая оказывает существенное
влияние на работоспособность методов фильтрации. В частности, в [26] впервые разра-
ботан кубатурный фильтр Калмана для стохастических дифференциальных систем с
дискретными измерениями (CD-CKF-алгоритм12), который основан на дискретизации
Ито—Тейлора13 порядка 1.5 для аппроксимации стохастических дифференциальных
уравнений типа Ито. Этот фильтр протестирован на задаче определения координат и
скоростей самолета, осуществляющего маневр в горизонтальной плоскости. Указанная
задача описывается системой стохастических дифференциальных уравнений седьмого
порядка и считается достаточно сложной и пригодной для адекватного тестирования
алгоритмов нелинейной фильтрации [26, c. 4985]. Дополнительно в процитированной
статье проведен сравнительный анализ предложенного CD-CKF-метода с сигма-точеч-
ным и обобщенным фильтрами Калмана. По результатам вычислительных эксперимен-
тов сделан вывод о существенном превосходстве нового алгоритма нелинейной филь-
трации, чем и объясняется его популярность. Однако условия модельного эксперимента
нельзя считать корректно поставлеными. В частности, в рамках сигма-точечного филь-
тра для дискретизации стохастических дифференциальных уравнений авторы исполь-
зуют схему более низкого порядка, чем для разработанного ими нового кубатурного
фильтра. Более того, для CD-CKF вводят дополнительное разбиение (равномерную
сетку) на каждом интервале наблюдений. Другими словами, вычислительные экспери-
менты [26] проведены таким образом, что выводы о существенном преимуществе CD-
CKF-алгоритма становятся очевидны.

Целью данной работы является построение сигма-точечного фильтра Калмана для
оценивания вектора состояния стохастической дифференциальной системы с той же
самой схемой дискретизации порядка 1.5, что и в кубатурном фильтре CD-CKF [26].
Для проведения сравнительного анализа этих фильтров используется упомянутая выше
тестовая задача, т. е. задача отслеживания координат и скоростей самолета, осуществ-

12От англ. Continuous-Discrete Cubature Kalman Filter (CD-CKF).
13В иностранной литературе “Itô-Taylor discretization”.
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ляющего маневр в горизонтальной плоскости, так как дополнительной целью статьи
является исправление некоторых некорректных выводов, опубликованных [26] и проис-
текающих из разной дискретизации нелинейной функции системы в этих фильтрах.

В итоге показано, что при корректной (одинаковой) реализации UKF- и CKF-алго-
ритмов оба подхода обеспечивают практически одну и ту же точность оценивания
неизвестного вектора состояния стохастической дифференциальной системы. Этот вы-
вод полностью соответствует теоретическим результатам, полученным ранее в области
нелинейной фильтрации. Более того, результаты экспериментов говорят о том, что при
использовании EKF-метода, основанного на дискретизации того же порядка, что и в но-
вом CD-UKF и ранее предложенном CD-CKF, новая реализация CD-EKF существенно
превосходит стандартную. Отмечено также несомненное преимущество предложенных
методов над стандартной версией обобщенного фильтра Калмана даже с учетом допол-
нительного разбиения интервала наблюдений на подотрезки меньшей длины.

Кроме того, в статье обсуждаются особенности практической реализации совре-
менных нелинейных алгоритмов калмановской фильтрации, а также их работоспособ-
ность для различных комбинаций угловой скорости маневрирующего объекта (самоле-
та) и времени ожидания наблюдений. Для дискретных стохастических динамических
систем подобный сравнительный анализ современных методов нелинейной калманов-
ской фильтрации можно найти и в отечественной литературе. Например, отметим ана-
лиз среднеквадратической погрешности определения координат объекта в бесплатфор-
менной инерциальной навигационной системе [27] и сопоставление методов нелинейной
фильтрации при оценивании параметров радиолокационных систем [28].

1. Постановка задачи нелинейной фильтрации и EKF
как классический метод ее решения

Предположим, что состояние динамической системы задается стохастическим диффе-
ренциальным уравнением Ито вида

𝑑x(𝑡) = f (x(𝑡), 𝑡) 𝑑𝑡 + 𝐺𝑑𝛽(𝑡), 𝑡 ≥ 𝑡0, (1)

со случайным начальным условием x(𝑡0) ∼ 𝒩 (x̄0,Π0). Здесь x(𝑡) ∈ R𝑛 — неизвестный
вектор состояния системы14; f : R𝑛 × R → R𝑛 — нелинейная вектор-функция; 𝐺 —
постоянная квадратная матрица размера 𝑛 и 𝛽(𝑡) — 𝑛-мерный процесс броуновского
движения с постоянной диффузией 𝑄 ≥ 0, 𝑄 ∈ R𝑛×𝑛. Далее будем рассматривать
стандартный винеровский процесс с независимыми компонентами, т. е. 𝑄 = 𝐼𝑛, где 𝐼𝑛 —
единичная матрица размера 𝑛.

Дополнительно динамическая система (1) снабжена измерителем, позволяющим по-
лучать данные о состоянии этой системы в дискретные моменты времени, а именно
через определенный промежуток времени 𝛿 = 𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1, где 𝑘 — дискретное время на-
шей задачи, в виде последовательности векторов z𝑘. Полученная информация связана
с вектором состояния исходной системы через функцию h, т. е.

z𝑘 = h(x𝑘, 𝑡𝑘) + v𝑘, 𝑘 ≥ 1, (2)

где x𝑘 — значение вектора состояния x𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡(𝑡) в момент времени 𝑡𝑘. В дискретном из-
мерителе (2) вектор z𝑘 ∈ R𝑚 обозначает доступный для наблюдения вектор измерений,

14В работе реализация решения уравнения (1) обозначена как x𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡(𝑡).
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h : R𝑛 × R → R𝑚 — линейную или нелинейную вектор-функцию и {v1,v2, . . . } — нор-
мально распределенную последовательность шумов с нулевым средним и ковариацион-
ной матрицей 𝑅 > 0, 𝑅 ∈ R𝑚×𝑚, соответственно. Предполагается, что последовательно-
сти шумов в стохастической модели (1), (2) не зависят от начального вектора состояния
системы x(𝑡0) и взаимно некоррелированы.

Задача фильтрации для системы (1), (2) заключается в вычислении оптимальной
(субоптимальной) оценки неизвестного вектора состояния системы, обозначенной далее
x̂𝑘|𝑘 в момент времени 𝑡𝑘, на основе доступных измерений 𝑍1:𝑘 = {z1, . . . , z𝑘} и с апри-
орными условиями x(𝑡0) ∼ 𝒩 (x̄0,Π0). В настоящей работе рассматривается задача по-
строения субоптимального фильтра для нелинейных стохастических систем (1), (2).
Ее классическим решением является обобщенный фильтр Калмана, известный уже
в 70-х гг. прошлого века [1]. Ниже рассмотрим этот метод более подробно.

Байесовский фильтр для оценки неизвестного вектора состояния нелинейной сто-
хастической системы состоит из двух этапов: этапа экстраполяции и этапа обработки
измерений. На этапе экстраполяции необходимо вычислить прогнозную оценку вектора
состояния системы (1), (2). Для этого стандартный EKF-алгоритм предполагает приме-
нение метода Эйлера для приближенного решения стохастического дифференциального
уравнения (1) на каждом временном интервале (𝑡, 𝑡+𝛿), т. е. на интервале между двумя
последовательными поступлениями измерений. Таким образом, применив этот метод,
получаем

x(𝑡 + 𝛿) = x(𝑡) + 𝛿f (x(𝑡), 𝑡) + 𝐺w(𝑡),

где w(𝑡) ∼ 𝒩 (0, 𝛿𝐼𝑛), поскольку 𝛽(𝑡) в уравнении (1) есть 𝑛-мерный стандартный вине-
ровский процесс с независимыми компонентами. Принимая во внимание, что неизвест-
ный вектор состояния x(𝑡) из дискретного уравнения, приведенного выше, не зависит
от шумов в системе (1), (2), из последнего соотношения вытекает

E
[︀
x(𝑡 + 𝛿)

]︀
= E

[︀
x(𝑡)

]︀
+𝛿 E

[︀
f (x(𝑡), 𝑡)

]︀
, (3)

var
[︀
x(𝑡 + 𝛿)

]︀
= var

[︀
x(𝑡) + 𝛿f (x(𝑡), 𝑡)

]︀
+𝛿𝐺𝐺T. (4)

С целью вычисления правых частей в уравнениях (3), (4) для моментов нормального
распределения EKF осуществляет разложение нелинейной функции f (x(𝑡), 𝑡) в ряд Тей-
лора в окрестности отфильтрованной оценки неизвестного вектора состояния системы
с точностью до членов первого порядка включительно.

Допустим, что в момент времени 𝑡𝑘−1 известны оценка x̂𝑘−1|𝑘−1 и, соответственно,
матрица ковариации ошибки оценивания 𝑃𝑘−1|𝑘−1. Необходимо вычислить предсказание
для момента времени 𝑡𝑘 = 𝑡𝑘−1 + 𝛿, т. е. найти x̂𝑘|𝑘−1 и 𝑃𝑘|𝑘−1. Тогда имеем

f (x(𝑡), 𝑡) ≈ f
(︀
x̂𝑘−1|𝑘−1, 𝑡𝑘−1

)︀
+

𝜕f
(︀
x̂𝑘−1|𝑘−1, 𝑡𝑘−1

)︀
𝜕x(𝑡)

(︀
x(𝑡) − x̂𝑘−1|𝑘−1

)︀
. (5)

Подставляя разложение (5) в уравнения моментов (3), (4) и принимая во внимание, что
𝑡𝑘−1 = 𝑡, 𝑡𝑘 = 𝑡 + 𝛿 и, соответственно, x(𝑡) = x̂𝑘−1|𝑘−1, получаем этап экстраполяции
стандартного EKF-алгоритма в виде следующих формул (см. также [1]):

x̂𝑘|𝑘−1 = x̂𝑘−1|𝑘−1 + 𝛿f
(︀
x̂𝑘−1|𝑘−1, 𝑡𝑘−1

)︀
,

𝑃𝑘|𝑘−1 =

(︃
𝐼𝑛 + 𝛿

𝜕f
(︀
x̂𝑘−1|𝑘−1, 𝑡𝑘−1

)︀
𝜕x(𝑡)

)︃
𝑃𝑘−1|𝑘−1

(︃
𝐼𝑛 + 𝛿

𝜕f
(︀
x̂𝑘−1|𝑘−1, 𝑡𝑘−1

)︀
𝜕x(𝑡)

)︃T

+ 𝛿𝐺𝐺T.
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Поскольку уравнение наблюдателя (2) дискретно, этап обработки измерений EKF-
алгоритма совпадает с уравнениями стандартного фильтра Калмана для дискретных
систем, за исключением того, что необходимо принять во внимание возможную нели-
нейность функции h(x𝑘, 𝑡𝑘). Алгоритм 1, приведенный полностью в приложении насто-
ящей статьи, представляет собой стандартную версию обобщенного фильтра Калмана.
В свою очередь, его численно устойчивая (по отношению к ошибкам округления) орто-
гональная квадратно-корневая реализация представлена в виде алгоритма 2.

Развитие численно устойчивых по отношению к ошибкам округления квадратно-
корневых алгоритмов является одной из важнейшых задач современной теории калма-
новской фильтрации [29, 30]. Здесь кратко подчеркнем основные принципы построения
таких реализаций и их преимущества. Все квадратно-корневые методы основаны на раз-
ложении Холецкого15 матриц ковариации фильтра. Разложение осуществляется только
один раз, т. е. только для начальных матриц ковариации. Далее обновление уравнений
фильтра происходит только в терминах треугольных матриц, которые являются квад-
ратными корнями исходных. При этом стандартная и квадратно-корневая реализации
алгебраически эквивалентны.

Конечно, подобная организация вычислений не свободна от влияния ошибок округ-
ления, однако она гарантирует сохранение теоретических свойств матриц ковариации
на практике и обеспечивает двойную точность вычислений. В свою очередь, идея по-
строения ортогональных квадратно-корневых фильтров состоит в использовании чис-
ленно устойчивых ортогональных преобразований16 на каждом этапе фильтрации для
обновления квадратных корней исходных матриц в соответствии с уравнениями ви-
да 𝑅𝑅T = 𝐴𝐴T ± 𝐵𝐵T (см. подробнее [31 – 36]). Ортогональные квадратно-корневые
фильтры имеют ряд дополнительных преимуществ. Здесь отметим лишь то, что в силу
простой и компактной записи ортогональные методы ориентированы на параллельные
вычисления. Их “часто намного проще описать и реализовать (как на программном,
так и на физическом уровне), чем систему явных уравнений фильтра” [29, c. 428].

Из сказанного вытекает, что в современной теории калмановской фильтрации наря-
ду с разработкой того или иного нового метода всегда предпринимаются попытки со-
здать и его эквивалентную ортогональную квадратно-корневую версию. То же самое ка-
сается и современных алгоритмов нелинейной фильтрации, таких как сигма-точечный
и кубатурный фильтры Калмана, которые рассматриваются со всеми необходимыми
подробностями в следующих разделах настоящей работы.

2. Современные методы нелинейной калмановской фильтрации

2.1. Сигма-точечный фильтр Калмана для дискретных стохастических
систем

Сигма-точечный фильтр Калмана известен с 1995 г. [9]. Ему посвящено огромное коли-
чество работ в области нелинейной фильтрации. Особое внимание этот метод заслужил
рядом своих достоинств, прежде всего высокой точностью аппроксимации при тех же
вычислительных затратах, что и в EKF-методе. Кроме того, некоторые современные ал-

15 В работе используется разложение Холецкого вида 𝐴 = 𝐴1/2𝐴T/2, где 𝐴1/2 — нижняя треугольная
матрица. Приняты следующие обозначения: 𝐴T/2 = (𝐴1/2)T, 𝐴−1/2 = (𝐴1/2)−1, 𝐴−T/2 = (𝐴−1/2)T.

16Рассматриваются преобразования вида 𝑄𝐴 = 𝑅, где 𝑄 — ортогональное преобразование, приводя-
щее к нижнему треугольному виду матрицу 𝐴, т. е. 𝑅 — нижняя треугольная матрица.
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горитмы нелинейной фильтрации имеют тесную связь с UKF. В частности, ниже будет
рассмотрен кубатурный фильтр Калмана, уравнения которого могут быть получены из
уравнений UKF за счет специального выбора параметров в последнем методе.

Первый вариант сигма-точечного фильтра Калмана был разработан для дискретных
стохастических систем [8–10]. Итак, рассмотрим уравнение вида

x𝑘 = f (x𝑘−1, 𝑡𝑘−1) + 𝐺w𝑘−1. (6)

Здесь x𝑘 ∈ R𝑛 — неизвестный вектор состояния системы; f : R𝑛×R → R𝑛 — нелинейная
вектор-функция; 𝐺 — постоянная матрица размера 𝑛× 𝑛 и {w𝑘} — дискретный белый
шум, где w𝑘 ∼ 𝒩 (0, 𝛿𝐼𝑛), т. е. предполагается, что уравнение (6) получено в результате
дискретизации стохастического дифференциального уравнения (1). Как и ранее, эта
система снабжена измерителем вида (2). Последовательности {w𝑘} и {v𝑘} не зависят
от начального вектора состояния системы x0 ∼ 𝒩 (x̄0,Π0) и взаимно некоррелированы.

UKF-метод для задачи (6) с измерителем (2) основан на специальном (детермини-
рованном) выборе 2𝑛+1 сигма-точки (т. е. 2𝑛+1 сигма-вектора 𝒳 𝑖) вокруг полученной
оценки вектора состояния системы на каждой итерации фильтра. Другими словами,
пусть в момент времени 𝑡𝑘 известна случайная величина со средним x̂𝑘|𝑘 и ковариацией
𝑃𝑘|𝑘. Тогда сигма-векторы определяются следующим образом:

𝒳 0 = x̂𝑘|𝑘,

𝒳 𝑖 = x̂𝑘|𝑘 +
√
𝑛 + 𝜆 𝑃

1/2
𝑖,𝑘|𝑘, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

𝒳 𝑖 = x̂𝑘|𝑘 −
√
𝑛 + 𝜆 𝑃

1/2
𝑖−𝑛,𝑘|𝑘, 𝑖 = 𝑛 + 1, . . . , 2𝑛,

(7)

где 𝑃
1/2
𝑖,𝑘|𝑘 означает 𝑖-й столбец 𝑃

1/2
𝑘|𝑘 . Сигма-векторы (7) имеют весовые коэффициенты

𝑊
(𝑚)
0 =

𝜆

𝜆 + 𝑛
, 𝑊

(𝑐)
0 =

𝜆

𝜆 + 𝑛
+ 1 − 𝛼2 + 𝛽,

𝑊
(𝑚)
𝑖 = 𝑊

(𝑐)
𝑖 =

1

2(𝜆 + 𝑛)
, 𝑖 = 1, . . . , 2𝑛, (8)

которые используются для аппроксимации среднего (коэффициенты 𝑊
(𝑚)
𝑖 ) и ковариа-

ции (коэффициенты 𝑊
(𝑐)
𝑖 ) заданной случайной величины.

В формулах (7), (8) свободный параметр 𝛼 определяет разброс сигма-точек вокруг
среднего. Обычно он выбирается в границах 10−4 ≤ 𝛼 ≤ 1. Параметр 𝛽 позволяет
принять во внимание априорные данные о функции плотности вероятности неизвест-
ного вектора состояния системы. В частности, было доказано, что 𝛽 = 2 является
оптимальным для нормального распределения [37]. И, наконец, 𝜆 = 𝛼2(𝑛 + 𝜅) − 𝑛 —
параметр масштабирования, который зависит от еще одного свободного параметра 𝜅,
обычно полагаемого равным 3−𝑛. Напомним, что 𝑛 означает размерность оцениваемой
стохастической системы (6).

Итак, сигма-точечный фильтр Калмана имеет три свободных параметра {𝛼, 𝛽, 𝜅}
и тем самым является достаточно гибким инструментом. В зарубежной литературе
встречаются различные комбинации значений этих величин и каждая такая комбина-
ция определяет свою уникальную реализацию UKF-метода. В настоящей работе ис-
пользуем следующие три параметризации:
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1) классический UKF [11] с 𝛼 = 1, 𝛽 = 0, 𝜅 = −4;
2) UKF с 𝛼 = 10−3, 𝛽 = 2, 𝜅 = 0;
3) параметризация, которая приводит к уравнениям кубатурного фильтра Калмана,

т. е. с 𝛼 = 1, 𝛽 = 0, 𝜅 = 0.
Подчеркнем, что указанные значения параметров приведены для рассматриваемой

в статье модели маневрирующего летательного аппарата, т. е. при 𝑛 = 7.
Как сказано выше, сигма-точки (7) и их весовые коэффициенты (8) применяются

для аппроксимации функции плотности вероятности, скажем Π(x), 𝑛-мерной случайной
величины x со средним x̂𝑘|𝑘 и ковариацией 𝑃𝑘|𝑘 по формуле

Π(x) ≈
2𝑛∑︁
𝑖=0

𝑊
(𝑚)
𝑖 𝛿(x−𝒳 𝑖), (9)

где 𝛿(·) — дельта-функция Дирака. Таким образом,

E
[︀
f(x)

]︀
=

∫︁
R𝑛

f(x)Π(x)𝑑x ≈
2𝑛∑︁
𝑖=0

𝑊
(𝑚)
𝑖 f (𝒳 𝑖) , (10)

var
[︀
f(x)

]︀
=

∫︁
R𝑛

(︀
f (x) − E

[︀
f(x)

]︀)︀ (︀
f (x) − E

[︀
f(x)

]︀)︀T
Π(x)𝑑x ≈

≈
2𝑛∑︁
𝑖=0

𝑊
(𝑐)
𝑖

(︀
f (𝒳 𝑖) − E

[︀
f(x)

]︀)︀ (︀
f (𝒳 𝑖) − E

[︀
f(x)

]︀)︀T
. (11)

В работе [11] показано, что 2𝑛+ 1 — это минимальное количество априорно выбран-
ных (детерминированных) сигма-точек, которое необходимо, чтобы первые две важней-
шие числовые характеристики (моменты) теоретического распределения были равны
соответствующим статистическим характеристикам. Более того, в [25, с. 269] доказано,
что в случае симметричной функции плотности вероятности состояния системы UKF-
метод обеспечивает третий порядок аппроксимации для оценки математического ожи-
дания для любой нелинейной достаточно гладкой функции f (x𝑘−1, 𝑡𝑘−1) системы (6).

Алгоритмы 3 и 4, приведенные в приложении настоящей статьи, представляют собой
стандартную и ортогональную квадратно-корневую версии сигма-точечного фильтра
Калмана (см. также [25, с. 233, 275]). Прежде всего, обратим внимание, что в отличие
от EKF-метода стандартная реализация UKF (алгоритм 3) требует разложения Холец-
кого на каждой итерации фильтра, поскольку квадратные корни матриц ковариации
𝑃

1/2
𝑘|𝑘−1 и 𝑃

1/2
𝑘|𝑘 используются для генерации сигма-векторов. То же самое справедливо и

для кубатурного фильтра Калмана (см. разд. 2.2). Следовательно, задача разработки
квадратно-корневых реализаций для современных методов нелинейной фильтрации, та-
ких как UKF и CKF, приобретает особое теоретическое и практическое значение. Суще-
ствование их квадратно-корневых аналогов позволило бы не только повысить устойчи-
вость вычислений по отношению к ошибкам округления, но и избежать факторизации
матриц ковариации методом Холецкого на каждой итерации алгоритма фильтрации,
которое, вообще говоря, может и не существовать в силу влияния ошибок округления.
В этом негативном случае происходит сбой алгоритма фильтрации и его преждевре-
менная остановка.

Из сказанного выше вытекает основной недостаток сигма-точечного фильтра Кал-
мана — невозможность построения его эквивалентного квадратно-корневого варианта,
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поскольку весовой коэффициент 𝑊
(𝑐)
0 может быть отрицательным и, следовательно,

квадратный корень для него не определен над полем вещественных чисел. С другой
стороны, в зарубежной литературе можно встретить большое количество работ, посвя-
щенных квадратно-корневым реализациям сигма-точечного фильтра Калмана (см., на-
пример, работы из списка литературы и многие другие). Алгоритм 4 (см. приложение)
представляет собой один из наиболее популярных квадратно-корневых фильтров, раз-
работанный в [25, с. 275].

Однако многие квадратно-корневые реализации UKF, встречающиеся в литературе,
на самом деле являются псевдоквадратно-корневыми, поскольку они алгебраически не
эквивалентны стандартной реализации UKF [3]. В их основе лежит достаточно простая
идея. Весовой коэффициент 𝑊

(𝑐)
0 и соответствующий ему сигма-вектор обрабатывают-

ся отдельно и используются с целью выполнения малоранговой модификации квад-
ратных корней матриц ковариации 𝑃

1/2
𝑘|𝑘−1 и 𝑃

1/2
𝑘|𝑘 . В алгоритме 4 этому соответствует

операция cholupdate17. При малоранговой модификации квадратных корней матриц
принимается во внимание знак коэффициента 𝑊

(𝑐)
0 , а квадратный корень извлекается

из абсолютной величины коэффициента. На этом этапе нарушается эквивалентность
между стандартной реализацией фильтра и его квадратно-корневым аналогом. Более
того, операция cholupdate не применима к матрицам 𝑃𝑘|𝑘−1 и 𝑃𝑘|𝑘, которые не являются
положительно определенными. В силу влияния ошибок округления подобная ситуация
достаточно часто встречается на практике. В случае невозможности выполнить опера-
цию cholupdate происходит сбой алгоритма и аварийная остановка вычислений.

Таким образом, квадратно-корневые реализации сигма-точечного фильтра Калма-
на, во-первых, не являются эквивалентными аналогами стандартной реализации UKF,
а во-вторых, могут быть неустойчивы при практическом применении. Неустойчивы в
том смысле, что в любой момент времени может произойти отказ из-за невозможности
выполнить операцию малоранговой модификации квадратных корней матриц ковари-
ации.

2.2. Кубатурный фильтр Калмана для оценивания вектора состояния
дифференциальных стохастических систем

Кубатурный фильтр Калмана, предложенный сравнительно недавно [3, 26], относит-
ся к алгоритмам, основанным на численных методах для аппроксимации многомерных
вероятностных интегралов специального вида. Он является естественным ответом на
проблему, возникающую в квадратурных фильтрах Калмана, под названием “проклятие
размерности”18 [3]. Она означает, что число требуемых квадратурных узлов увеличива-
ется экспоненциально с ростом размера вектора состояния, что практически исключает
эффективное применение квадратурных фильтров для стохастических моделей размера
больше пяти. В то же время кубатурный фильтр, разработанный впервые [3], предпола-
гает линейный рост числа кубатурных узлов при увеличении размерности неизвестного
вектора состояния, что приемлемо на практике и позволяет проводить расчеты в ре-
альном времени даже для стохастических моделей большой размерности.

17Пусть 𝑆 — квадратный корень матрицы 𝑃 = 𝑆𝑆T. Тогда малоранговая модификация матрицы
𝑃 есть 𝑃 ±

√
𝜈uuT, что на языке матричных вычислений MATLAB выполняется оператором 𝑆 =

cholupdate{𝑆,u,±𝜈}.
18От англ. “the curse of dimensionality”.
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В случае CKF используется кубатурное правило Гаусса третьего порядка для вы-
числения вероятностных интегралов вида

E
[︀
f(x)

]︀
=

∫︁
R𝑛

f (x)𝒩 (x;𝜇,Σ) 𝑑x ≈ 1

2𝑛

2𝑛∑︁
𝑖=1

f
(︀
𝜇 + Σ1/2𝜉𝑖

)︀
. (12)

Здесь 𝒩 (x;𝜇,Σ) — функция плотности вероятности нормального распределения слу-
чайного вектора x со средним 𝜇 и ковариацией Σ = Σ1/2ΣT/2 и 𝜉𝑖 — узлы кубатурной
формулы (12), которые определяются следующим образом:

𝜉𝑖 =

{︂ √
𝑛e𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

−
√
𝑛e𝑖−𝑛, 𝑖 = 𝑛 + 1, . . . , 2𝑛,

(13)

где e𝑖 — 𝑖-й координатный вектор в пространстве R𝑛.
Теперь нетрудно обнаружить тесную связь между UKF и CKF. Так, если в уравнени-

ях сигма-точечного фильтра Калмана (7), (8) положить 𝛼 = 1, 𝛽 = 0, 𝜅 = 0, то получим
кубатурные точки (13) с весовыми кэффициентами 1/(2𝑛). Всего 2𝑛 кубатурных точек,
поскольку коэффициенты 𝑊

(𝑚)
0 = 𝑊

(𝑐)
0 становятся равными нулю. Более того, с уче-

том предположения о нормальности распределения вектора состояния стохастической
системы уравнения для первых двух моментов кубатурного и сигма-точечного филь-
тров, очевидно, совпадают (сравнить, например, (10) и (12) и аналогичные формулы
для матрицы ковариации).

Таким образом, UKF-метод является более общим и гибким инструментом для оце-
нивания вектора состояния нелинейных стохастических моделей, чем кубатурный
фильтр Калмана, который, можно сказать, в некотором смысле является частным
случаем UKF. Однако существенное преимущество кубатурного фильтра над UKF-
алгоритмом — это наличие эквивалентной квадратно-корневой реализации, так как
𝑊

(𝑚)
0 = 𝑊

(𝑐)
0 = 0, и тем самым проблема отрицательных весов, присущая сигма-

точечному фильтру, для кубатурного фильтра отсутствует.
CKF впервые был разработан [3] для оценивания неизвестного вектора состояния

дискретной стохастической системы (6) с наблюдателем (2). Позднее, в [26], предложе-
но его обобщение на стохастические модели с непрерывным временем вида (1), (2) и
показано существенное преимущество в точности оценивания над соответствующими
EKF- и UKF-алгоритмами. Поэтому остановимся более подробно на CD-CKF [26].

Как сказано выше, этот кубатурный фильтр основан на разложении Ито—Тейлора
порядка 1.5 для дискретизации стохастического дифференциального уравнения (1), ко-
торое имеет вид

x(𝑡𝑘 + 𝛿) = x(𝑡𝑘) + 𝛿f(x𝑘, 𝑡𝑘) +
𝛿2

2
L0f(x𝑘, 𝑡𝑘)⏟  ⏞  

f𝑑(x𝑘,𝑡𝑘)

+𝐺w + (Lf (x𝑘, 𝑡𝑘))y, (14)

где 𝛿 = 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘. С целью удобства дальнейшего изложения мы ввели обозначения
f(x𝑘, 𝑡𝑘) = f(x(𝑡𝑘), 𝑡𝑘) и f𝑑(x𝑘, 𝑡𝑘) для указания на нелинейную функцию в полученной
дискретной стохастической системе (14). Пара w, y — коррелированные гауссовы шу-
мы с нулевым средним, т. е. w ∼ 𝒩 (0, 𝛿𝐼𝑛), y ∼ 𝒩 (0, (𝛿3/3)𝐼𝑛) и E

[︀
wyT

]︀
= (𝛿2/2)𝐼𝑛.
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Два дифференциальных оператора L0 и L определяются следующим образом:

L0 =
𝜕

𝜕𝑡
+

𝑛∑︁
𝑖=1

f 𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖

+
1

2

𝑛∑︁
𝑗,𝑝,𝑟=1

𝐺𝑝𝑗𝐺𝑟𝑗
𝜕2

𝜕𝑥𝑝𝜕𝑥𝑟

, (15)

L𝑗 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐺𝑖𝑗
𝜕

𝜕𝑥𝑖

, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. (16)

В итоге Lf обозначает матрицу размера 𝑛 × 𝑛, где (𝑖, 𝑗)-й элемент есть величина L𝑗f 𝑖
(𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛) (см. подробности в [26, с. 4980]).

Поскольку шумы w, y в формуле (14) имеют нулевое математическое ожидание,
с учетом принятых выше обозначений получаем

x̂𝑘+1|𝑘 = E
[︀
x(𝑡𝑘 + 𝛿)|𝑍1:𝑘

]︀
= E

[︀
f𝑑(x𝑘, 𝑡𝑘)|𝑍1:𝑘

]︀
. (17)

Далее, для приближенного вычисления правой части уравнения (17) используем куба-
турное правило Гаусса третьего порядка (12), т. е.

E
[︀
f𝑑(x𝑘, 𝑡𝑘)|𝑍1:𝑘

]︀
=

∫︁
R𝑛

f𝑑 (x𝑘, 𝑡𝑘)𝒩
(︀
x𝑘; x̂𝑘|𝑘, 𝑃𝑘|𝑘

)︀
𝑑x𝑘 ≈

1

2𝑛

2𝑛∑︁
𝑖=1

f𝑑

(︁
x̂𝑘|𝑘 + 𝑃

1/2
𝑘|𝑘 𝜉𝑖, 𝑡𝑘

)︁
,

где 𝜉𝑖 — кубатурные точки из формулы (13).
Аналогично для определения прогнозной матрицы ковариации приходим к следую-

щей цепочке формул:

𝑃𝑘+1|𝑘 = E
[︀
(x(𝑡𝑘 + 𝛿) − x̂𝑘+1|𝑘)(x(𝑡𝑘 + 𝛿) − x̂𝑘+1|𝑘)T|𝑍1:𝑘

]︀
=

= E
[︀
f𝑑(x𝑘, 𝑡𝑘)fT𝑑 (x𝑘, 𝑡𝑘)|𝑍1:𝑘

]︀
− x̂𝑘+1|𝑘x̂

T
𝑘+1|𝑘+

+
𝛿3

3
E
[︀
(Lf (x𝑘, 𝑡𝑘)) (Lf (x𝑘, 𝑡𝑘))T |𝑍1:𝑘

]︀
+
𝛿2

2
𝐺E

[︀
(Lf (x𝑘, 𝑡𝑘))T |𝑍1:𝑘

]︀
+

+
𝛿2

2
E
[︀
(Lf (x𝑘, 𝑡𝑘)) |𝑍1:𝑘

]︀
𝐺T + 𝛿𝐺𝐺T. (18)

Численная аппроксимация математических ожиданий в правой части формулы (18)
опять осуществляется с помощью кубатурного правила Гаусса третьего порядка. Для
этого введем обозначения для кубатурных векторов 𝒳 𝑖,𝑘|𝑘 = x̂𝑘|𝑘 + 𝑃

1/2
𝑘|𝑘 𝜉𝑖 и их про-

гнозных значений 𝒳 *
𝑖,𝑘|𝑘 = 𝑓𝑑(𝒳 𝑖,𝑘|𝑘, 𝑡𝑘). Из последних векторов составим матрицу X*

𝑘|𝑘
размера 𝑛×2𝑛 со столбцами вида 𝒳 *

𝑖,𝑘|𝑘− x̂𝑘|𝑘, 𝑖 = 1, . . . , 2𝑛. Тогда равенство (18) с уче-
том принятых обозначений дает формулу для приближенного вычисления матрицы
ковариации (см. подробности в [26]), т. е.

𝑃𝑘+1|𝑘 ≈
1

2𝑛
X*

𝑘|𝑘
(︀
X*

𝑘|𝑘
)︀T

+ 𝛿𝐺𝐺T +
𝛿3

3

(︀
Lf
(︀
x̂𝑘|𝑘, 𝑡𝑘

)︀)︀ (︀
Lf
(︀
x̂𝑘|𝑘, 𝑡𝑘

)︀)︀T
+

+
𝛿2

2

(︁
𝐺
(︀
Lf
(︀
x̂𝑘|𝑘, 𝑡𝑘

)︀)︀T
+
(︀
Lf
(︀
x̂𝑘|𝑘, 𝑡𝑘

)︀)︀
𝐺T
)︁
. (19)

Более того, чтобы повысить точность предсказания среднего и матрицы ковариации
ошибки, на каждом интервале [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1] длины 𝛿 = 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 вводится постоянная равно-
мерная сетка из 𝑚 подотрезков. Зетем дискретизация уравнения (1) с помощью схемы
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Ито—Тейлора порядка 1.5 проводится отдельно на каждом из подотрезков [𝑡
(𝑗)
𝑘 , 𝑡

(𝑗+1)
𝑘 ],

где 𝑡
(𝑗)
𝑘 = 𝑡𝑘 + 𝑗𝜏 , 𝑗 = 0, . . . ,𝑚, и 𝜏 = 𝛿/𝑚 [26].

Таким образом, на этапе экстраполяции используется 𝑚-шаговая процедура обнов-
ления оценки вектора состояния и матрицы ковариации. Алгоритм 5, приведенный
в приложении настоящей статьи, представляет собой стандартную реализацию куба-
турного фильтра Калмана [26], в то время как его численно устойчивый (по отноше-
нию к ошибкам округления) квадратно-корневой аналог изложен там же в виде алго-
ритма 6. Как отмечено выше, кубатурный фильтр Калмана допускает существование
эквивалентной квадратно-корневой реализации, т. е. алгоритмы CD-CKF и SR CD-CKF
алгебраически эквивалентны, что чрезвычайно важно для корректного функциониро-
вания этого метода калмановской фильтрации.

3. Новые методы нелинейной калмановской фильтрации
для оценивания стохастических дифференциальных систем

Изложенный в разд. 2.2 CD-CKF-метод применялся к задаче отслеживания координат
и скоростей самолета, осуществляющего маневр в горизонтальной плоскости [26]. По
результатам проведенного сравнительного анализа в процитированной работе сделан
вывод о существенном преимуществе нового CD-CKF-алгоритма над известными вер-
сиями EKF и UKF. С другой стороны, понятно, что стандартный EKF (см. разд. 1)
базируется на методе Эйлера для дискретизации стохастического дифференциального
уравнения (1), т. е. на методе, на порядок менее точном, чем тот, что использован для
дискретизации этого же уравнения при построении CD-CKF в разд. 2.2. Более того,
при реализации сигма-точечного фильтра Калмана авторы работы [26] также приме-
няли стохастический метод Эйлера порядка 0.5. Фактически, это означает, что в EKF-
и UKF-алгоритмы, ориентированные на решение стохастических дифференциальных
уравнений, априорно вносилась на порядок более высокая ошибка дискретизации, чем
в предложенный CD-CKF-метод.

Очевидно, что для проведения корректного сравнительного анализа всех этих ал-
горитмов калмановской фильтрации необходимо применять одну и ту же схему дис-
кретизации для реализации каждого метода, участвующего в исследовании. Поэтому
одной из целей настоящей статьи является построение сигма-точечного и обобщенно-
го фильтров Калмана для оценивания неизвестного вектора состояния стохастической
дифференциальной системы на основе той же самой дискретизации порядка 1.5, что и
в кубатурном фильтре Калмана [26].

3.1. Сигма-точечный фильтр Калмана для оценивания стохастической
дифференциальной системы

Итак, применяя разложение Ито—Тейлора порядка 1.5 для дискретизации стохастичес-
кого дифференциального уравнения (1), приходим к дискретной задаче (14), где диф-
ференциальные операторы L0 и L определены формулами (15) и (16) соответственно.
Шумы w, y в (14) имеют нулевое математическое ожидание, а следовательно, с уче-
том принятых выше обозначений справедливо соотношение (17). Далее, для вычисления
правой части формулы (17) используем представление (9) для аппроксимации функции
плотности вероятности Π(x) 𝑛-мерной случайной величины x со средним x̂𝑘|𝑘 и кова-



Численные методы нелинейной фильтрации ... 77

риацией 𝑃𝑘|𝑘 (которые известны в момент времени 𝑡𝑘) с помощью 2𝑛 + 1 сигма-вектора
𝒳 𝑖 из формулы (7) с весовыми коэффициентами (8). По аналогии с (10) имеем

E
[︀
f𝑑(x𝑘, 𝑡𝑘)|𝑍1:𝑘

]︀
=

∫︁
R𝑛

f𝑑 (x𝑘, 𝑡𝑘) Π
(︀
x𝑘; x̂𝑘|𝑘, 𝑃𝑘|𝑘

)︀
𝑑x𝑘 ≈

2𝑛∑︁
𝑖=0

𝑊
(𝑚)
𝑖 f𝑑 (𝒳 𝑖, 𝑡𝑘) .

Опять же с учетом использованной схемы дискретизации для матрицы ковариации
справедливо равенство (18). Для приближенного вычисления соответствующих инте-
гралов в нем снова применим аппроксимацию (9) для функции плотности вероятности
Π(x) 𝑛-мерной случайной величины x со средним x̂𝑘|𝑘 и ковариацией 𝑃𝑘|𝑘 с помощью
2𝑛 + 1 сигма-вектора 𝒳 𝑖,𝑘|𝑘, найденного по формулам (7), с весовыми коэффициента-
ми (8). В итоге, положив 𝒳 *

𝑖,𝑘|𝑘 = f𝑑(𝒳 𝑖,𝑘|𝑘, 𝑡𝑘), и аналогично (19) находим

𝑃𝑘+1|𝑘 ≈
2𝑛∑︁
𝑖=0

𝑊
(𝑐)
𝑖

(︀
𝒳 *

𝑖,𝑘|𝑘 − x̂𝑘|𝑘
)︀ (︀

𝒳 *
𝑖,𝑘|𝑘 − x̂𝑘|𝑘

)︀T
+ 𝛿𝐺𝐺T+

+
𝛿2

2

[︁
𝐺
(︀
Lf
(︀
x̂𝑘|𝑘, 𝑡𝑘

)︀)︀T
+
(︀
Lf
(︀
x̂𝑘|𝑘, 𝑡𝑘

)︀)︀
𝐺T
]︁

+
𝛿3

3

(︀
Lf
(︀
x̂𝑘|𝑘, 𝑡𝑘

)︀)︀ (︀
Lf
(︀
x̂𝑘|𝑘, 𝑡𝑘

)︀)︀T
.

Алгоритмы 7 и 8, изложенные в приложении настоящей статьи, представляют со-
бой соответственно стандартную и (псевдо-)квадратно-корневую 𝑚-шаговые реализа-
ции нового сигма-точечного фильтра Калмана для оценивания неизвестного вектора
состояния стохастической дифференциальной системы (1) с дискретным нелинейным
наблюдателем (2).

В заключение отметим, что разработанный фильтр CD-UKF алгоритмически ма-
ло чем отличается от аналогичного кубатурного фильтра [26] (сравнить алгоритмы 5
и 7). Поэтому в большинстве случаев мы может ожидать одинаковое качество оцени-
вания состояния стохастической системы (1), (2). Однако наличие свободных парамет-
ров в CD-UKF позволяет дополнительно оптимизировать этот фильтр под конкретную
прикладную задачу, что может повысить его эффективность на практике. С другой
стороны, напомним, что квадратно-корневая реализация CD-UKF (т. е. алгоритм 8) не
эквивалентна его оригинальной версии, в отличие от квадратно-корневого аналога CD-
CKF (см. алгоритм 6 в приложении статьи), что может нивелировать указанное преиму-
щество. Поэтому выбор наилучшего в той или иной ситуации алгоритма фильтрации
должен осуществляться с учетом особенностей прикладной задачи.

3.2. Обобщенный фильтр Калмана для оценивания стохастической
дифференциальной системы с дискретизацией Ито —Тейлора
порядка 1.5

Как показано в разд. 1, классический EKF основан на стохастическом методе Эйлера по-
рядка 0.5 для дискретизации уравнения (1). Чтобы повысить точность вычислений, за-
меним его на разложение Ито—Тейлора порядка 1.5. Тогда справедливо равенство (14),
где дифференциальные операторы L0 и L определены в (15) и (16). Аналогично фор-
мулам (17), (18) вместо (3), (4) имеем
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E
[︀
x(𝑡 + 𝛿)

]︀
= E

[︀
f𝑑(x(𝑡), 𝑡)

]︀
= E

[︀
x(𝑡)

]︀
+𝛿 E

[︀
f (x(𝑡), 𝑡)

]︀
+
𝛿2

2
E
[︀
L0f(x(𝑡), 𝑡)

]︀
, (20)

var
[︀
x(𝑡 + 𝛿)

]︀
= E

[︀
f𝑑(x(𝑡), 𝑡)fT𝑑 (x(𝑡), 𝑡)

]︀
−E

[︀
x(𝑡 + 𝛿)

]︀
E
[︀
xT(𝑡 + 𝛿)

]︀
+

+
𝛿3

3
E
[︀
(Lf(x(𝑡), 𝑡)) (Lf(x(𝑡), 𝑡))T

]︀
+
𝛿2

2
𝐺E

[︀
(Lf(x(𝑡), 𝑡))T

]︀
+

+
𝛿2

2
E
[︀
(Lf(x(𝑡), 𝑡))

]︀
𝐺T + 𝛿𝐺𝐺T. (21)

Для вычисления правых частей формул (20), (21) EKF предполагает разложение
нелинейной функции f (x(𝑡), 𝑡) в ряд Тейлора до членов первого порядка включительно
(см. разд. 1). Допустим, что в момент времени 𝑡𝑘−1 известны оценки x̂𝑘−1|𝑘−1 и 𝑃𝑘−1|𝑘−1

и требуется осуществить предсказание для момента времени 𝑡𝑘 = 𝑡𝑘−1 + 𝛿, т. е. найти
прогнозные значения x̂𝑘|𝑘−1 и 𝑃𝑘|𝑘−1. Подставляя разложение (5) в уравнения момен-
тов (20), (21) и принимая во внимание, что 𝑡𝑘−1 = 𝑡, 𝑡𝑘 = 𝑡 + 𝛿 и, соответственно,
x(𝑡) = x̂𝑘−1|𝑘−1, x(𝑡 + 𝛿) = x̂𝑘|𝑘−1, получаем этап экстраполяции нового EKF-метода в
виде следующих формул:

x̂𝑘|𝑘−1 = x̂𝑘−1|𝑘−1 + 𝛿f
(︀
x̂𝑘−1|𝑘−1, 𝑡𝑘−1

)︀
+

𝛿2

2
L0f(x̂𝑘−1|𝑘−1, 𝑡𝑘−1) ≡ f𝑑(x̂𝑘−1|𝑘−1, 𝑡𝑘−1),

𝑃𝑘|𝑘−1 =

(︃
𝐼𝑛 + 𝛿

𝜕f
(︀
x̂𝑘−1|𝑘−1, 𝑡𝑘−1

)︀
𝜕x(𝑡)

)︃
𝑃𝑘−1|𝑘−1

(︃
𝐼𝑛 + 𝛿

𝜕f
(︀
x̂𝑘−1|𝑘−1, 𝑡𝑘−1

)︀
𝜕x(𝑡)

)︃T

+ 𝛿𝐺𝐺T+

+
𝛿3

3

(︀
Lf
(︀
x̂𝑘−1|𝑘−1, 𝑡𝑘−1

)︀)︀ (︀
Lf
(︀
x̂𝑘−1|𝑘−1, 𝑡𝑘−1

)︀)︀T
+

+
𝛿2

2

(︁
𝐺
(︀
Lf
(︀
x̂𝑘−1|𝑘−1, 𝑡𝑘−1

)︀)︀T
+
(︀
Lf
(︀
x̂𝑘−1|𝑘−1, 𝑡𝑘−1

)︀)︀
𝐺T
)︁
.

Построенный EKF-метод и его эквивалентная квадратно-корневая реализация пред-
ставлены в виде алгоритмов 9 и 10 в приложении настоящей статьи. На этапе экстра-
поляции они используют 𝑚-шаговую процедуру обновления оценок, как и в методах
CD-CKF и CD-UKF, рассмотренных выше.

4. Вычислительные эксперименты

Протестируем перспективные алгоритмы нелинейной калмановской фильтрации на из-
вестной задаче отслеживания координат и скоростей самолета, осуществляющего ма-
невр в горизонтальной плоскости [26]:

𝑑

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜖
�̇�
𝜂
�̇�
𝜁

𝜁
𝜔

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

�̇�
−𝜔�̇�
�̇�
𝜔�̇�

𝜁
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑑𝑡 +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0 0
0 𝜎1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 𝜎1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 𝜎1 0
0 0 0 0 0 0 𝜎2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑑𝛽(𝑡), (22)

где вектор состояния системы x(𝑡) = [𝜖, �̇�, 𝜂, �̇�, 𝜁, 𝜁, 𝜔]T имеет следующие компоненты:
𝜖, 𝜂, 𝜁 — координаты самолета, �̇�, �̇�, 𝜁 — значения скоростей в направлении соответствую-
щих координатных векторов, а 𝜔 — угловая скорость самолета или скорость выполнения
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поворота. В уравнении (22) 𝛽(𝑡) означает 7-мерный стандартный процесс броуновско-
го движения. Кроме того, 𝜎1 =

√
0.2 и 𝜎2 = 0.007. Временной интервал наблюдений

выбран равным [0, 210 с].
Следящая система состоит из радара, расположенного в начале системы координат

и оборудованного для измерения дальности 𝑟, азимута 𝜃 и угла подъема 𝜑 над поверх-
ностью Земли. Другими словами, в момент времени 𝑡𝑘 доступная информация задается
вектором измерений z𝑘 = [𝑟𝑘, 𝜃𝑘, 𝜑𝑘]T. Данные поступают в зашумленном виде и через
временной интервал 𝛿 = 𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1. Они связаны с координатами самолета следующими
нелинейными соотношениями:⎡⎣ 𝑟𝑘

𝜃𝑘
𝜑𝑘

⎤⎦ =

⎡⎢⎣
√︀
𝜖2𝑘 + 𝜂2𝑘 + 𝜁2𝑘

arctg (𝜂𝑘/𝜖𝑘)

arctg
(︁
𝜁𝑘/
√︀

𝜖2𝑘 + 𝜂2𝑘

)︁
⎤⎥⎦+ v𝑘, v𝑘 ∼ 𝒩 (0, 𝑅), (23)

где диагональная матрица ковариации шума 𝑅 = diag(𝜎2
𝑟 , 𝜎

2
𝜃 , 𝜎

2
𝜑) с 𝜎𝑟 = 50 м, 𝜎𝜃 = 0.1∘,

𝜎𝜑 = 0.1∘ соответственно. Последовательности белых шумов в математической мо-
дели (22), (23) не зависят от начального вектора состояния этой системы x(𝑡0) ∼
𝒩 (x̄0,Π0), где x̄0 = [1000м, 0м/c, 2650м, 150м/с, 200м, 0м/с, 𝜔0, град./c]T и Π0 =
diag(0.01, 0.01, 0.01, 0.01, 0.01, 0.01, 0.01), а также взаимно некоррелированы.

Целью работы является практическая оценка точности рассмотренных выше ал-
горитмов нелинейной фильтрации и их сравнительный анализ на сформулированной
задаче отслеживания координат и скоростей самолета, осуществляющего маневр в го-
ризонтальной плоскости. Для этого проведем следующие серии экспериментов.

Прежде всего, используем стохастический метод Эйлера с очень малым шагом дис-
кретизации, скажем 0.0005, для решения дифференциального уравнения (22). Это поз-
воляет определить “истинное” решение нашей модели на всем отрезке наблюдения
[0, 210 с]. Затем по найденной траектории полета x𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡(𝑡), используя уравнение наблю-
дателя (23), сгенерируем реализации вектора измерений z𝑘 через определенный вре-
менной интервал 𝛿 = 𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1. С целью углубленного анализа работоспособности об-
суждаемых методов нелинейной фильтрации численные эксперименты проведем для
различных комбинаций угловых скоростей маневрирующего объекта (самолета) и раз-
личных значений интервала наблюдений, т. е. выбираем 𝛿 = 2, 4, 6, 8, 10 с для каждого
𝜔0 = 3, 4.5, 6 град./c. После того как смоделированы измерения z𝑘 на всем отрезке
наблюдения через фиксированный интервал времени 𝛿, решаем обратную задачу, т. е.
задачу оценивания неизвестного вектора состояния стохастической модели (22) по дан-
ным наблюдателя (23). В сравнительном анализе участвуют следующие 12 численных
методов, детальное описание которых представлено в приложении настоящей статьи:

∙ стандартный EKF и его квадратно-корневой аналог SR EKF (алгоритмы 1, 2);
∙ кубатурный фильтр Калмана CD-CKF (алгоритм 5) и его квадратно-корневой ва-

риант SR CD-CKF (алгоритм 6);
∙ новый сигма-точечный фильтр CD-UKF и его (псевдо-) квадратно-корневая версия
SR CD-UKF (алгоритмы 7 и 8 соответственно) с тремя различными параметриза-
циями каждый, т. е.
— CD-UKF 1 — это классический UKF с 𝛼 = 1, 𝛽 = 0 и 𝜅 = −4 (так как 𝑛 = 7);
— CD-UKF 2 — это UKF с 𝛼 = 10−3, 𝛽 = 2, 𝜅 = 0;
— CD-UKF 3 — это параметризация, которая приводит к уравнениям кубатур-

ного фильтра Калмана, т. е. в этом случае 𝛼 = 1, 𝛽 = 0, 𝜅 = 0;
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∙ параметризации квадратно-корневого алгоритма SR CD-UKF определяются анало-
гичным образом;

∙ новый CD-EKF и его квадратно-корневой вариант SR CD-EKF (алгоритмы 9, 10).
Подчеркнем, что все эти фильтры решают задачу (22), (23) в одних и тех же усло-

виях, т. е. их начальные значения и используемые наблюдения — одни и те же.
Итак, в результате решения задачи отслеживания маневрирующего объекта (самоле-

та) находим оценку x̂𝑘|𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, вектора его состояния для каждого исследуемого
алгоритма фильтрации. Сопоставляя полученные оценки с “истинным” значением век-
тора состояния x𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡(𝑡𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, в одних и тех же временных точках, определяем
величину ошибки оценивания. Подчеркнем, что все 12 фильтров используют одни и
те же значения “истинного” решения, а также одинаково сгенерированные измерения
для корректности нашего сравнительного анализа. Поскольку система (22), (23) сто-
хастическая, проводим серии из 100 случайных экспериментов. Для каждого метода
нелинейной фильтрации из перечисленных выше на основе полученного статистиче-
ского материала рассчитываем накопленную среднюю квадратичную ошибку (ARMSE)
оценивания на всем интервале наблюдения по следующей формуле:

ARMSE =

⎯⎸⎸⎷ 1

𝐿𝐾

𝐿∑︁
𝑙=1

𝐾∑︁
𝑘=1

𝑛∑︁
𝑖=1

(︁
x𝑖
𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡(𝑡𝑘) − x̂𝑖

𝑘|𝑘

)︁2
,

где верхний индекс 𝑖 означает 𝑖-ю компоненту вектора состояния x(𝑡) ∈ R7 системы (22),
(23) (т. е. для нашей модели 𝑛 = 7); 𝑙 — номер эксперимента из 𝐿 = 100 случайных
симуляций; 𝑘 — дискретный момент времени; 𝐾 — общее количество точек (в которых
доступны измерения) при заданном времени ожидания измерений 𝛿 на всем отрезке
[0, 210 с] наблюдения за самолетом.

Аналогично [26] для каждого алгоритма нелинейной фильтрации дополнительно
определим количество экспериментов (из проводимых 100), для которых ошибка оце-
нивания местоположения самолета в тот или иной момент наблюдения превосходит
500 м. Другими словами, если хотя бы в один момент времени 𝑡𝑘 взятия измерений z𝑘
на интервале [0, 210 с] ошибка

RMSE𝑝(𝑡𝑘) =

√︂(︀
𝜖𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡(𝑡𝑘) − 𝜖𝑘|𝑘

)︀2
+
(︀
𝜂𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡(𝑡𝑘) − 𝜂𝑘|𝑘

)︀2
+
(︁
𝜁𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡(𝑡𝑘) − 𝜁𝑘|𝑘

)︁2
> 500м,

то счетчик отказов данного фильтра увеличивается на единицу. Общее количество от-
казов каждого численного метода обозначим через 𝐹 .

Для реализации алгоритмов с 𝑚-шаговой процедурой экстраполяции, т. е. нелиней-
ных фильтров со схемой дискретизации порядка 1.5, необходимы

f𝑑(x, 𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜖 + 𝜏 �̇�− 𝜏2

2
𝜔�̇�

𝜖− 𝜏𝜔�̇� − 𝜏2

2
𝜔2�̇�

𝜂 + 𝜏 �̇� + 𝜏2

2
𝜔�̇�

�̇� + 𝜏𝜔�̇�− 𝜏2

2
𝜔2�̇�

𝜁 + 𝜏𝜁

𝜁
𝜔

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
и Lf(x, 𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 𝜎1 0 0 0 0 0
0 0 0 −𝜎1𝜔 0 0 −𝜎2�̇�
0 0 0 𝜎1 0 0 0
0 𝜎1𝜔 0 0 0 0 −𝜎2�̇�
0 0 0 0 0 𝜎1 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.



Численные методы нелинейной фильтрации ... 81

Программы для всех численных методов, участвующих в исследовании, написаны
на языке матричных вычислений MATLAB. Результаты вычислительных эксперимен-
тов для стандартных реализаций алгоритмов фильтрации собраны в табл. 1 для случая
𝜔0 = 3 град./c, в табл. 2 — для 𝜔0 = 4.5 град./c и в табл. 3 — для 𝜔0 = 6 град./c. Обратим
внимание, что соответствующие таблицы для квадратно-корневых вариантов опущены
по причине их полной индентичности стандарным реализациям, за исключением ре-
зультатов для сигма-точечных фильтров, которые обсуждаются в конце этого раздела.

Для каждого алгоритма нелинейной фильтрации представлена зависимость ошибки
оценивания ARMSE и количества отказов 𝐹 от числа точек разбиения 𝑚 при фикси-
рованном значении 𝛿 (см. соответствующие строки в каждой таблице), а также зависи-
мость этих показателей от скорости поступления данных, т. е. протяженности времени
ожидания измерений 𝛿, при фиксированном 𝑚.

Т а б л и ц а 1. Накопленная средняя квадратичная ошибка оценивания ARMSE и количество
отказов 𝐹 из 100 случайных экспериментов, 𝜔0 = 3 град./c.

𝛿 Метод 𝑚 = 8 𝑚 = 16 𝑚 = 32 𝑚 = 64 𝑚 = 128 𝑚 = 256

2 EKF ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 1.0 · 103, 84
CD-EKF 1.3 · 104, 60 4.2 · 102, 7 3.6 · 102, 2 2.6 · 102, 0 2.1 · 102, 0 1.9 · 102, 0
CD-UKF 1 1.0 · 103, 100 2.5 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0
CD-UKF 2 1.0 · 103, 100 2.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0
CD-UKF 3 ∞, 99 2.2 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0
CD-CKF ∞, 99 2.2 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0

4 EKF ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100
CD-EKF 6.2 · 103, 66 4.3 · 102, 2 3.7 · 102, 1 2.6 · 102, 1 2.1 · 102, 0 2.0 · 102, 0
CD-UKF 1 ∞, 100 2.5 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.8 · 102, 0
CD-UKF 2 ∞, 99 2.3 · 102, 0 1.6 · 102, 0 1.8 · 102, 0 1.8 · 102, 0 1.8 · 102, 0
CD-UKF 3 ∞, 98 2.4 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0
CD-CKF ∞, 98 2.4 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0

6 EKF ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100
CD-EKF 3.0 · 104, 67 4.3 · 102, 2 3.7 · 102, 5 2.7 · 102, 0 2.1 · 102, 0 2.0 · 102, 0
CD-UKF 1 1.0 · 103, 100 2.5 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.8 · 102, 0 1.8 · 102, 0 1.8 · 102, 0
CD-UKF 2 ∞, 99 2.3 · 102, 0 1.6 · 102, 0 1.8 · 102, 0 1.8 · 102, 0 1.8 · 102, 0
CD-UKF 3 ∞, 99 2.4 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0
CD-CKF ∞, 99 2.4 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0

8 EKF ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 1.0 · 103, 81
CD-EKF 1.1 · 104, 72 4.3 · 102, 8 3.7 · 102, 1 2.7 · 102, 0 2.1 · 102, 0 2.0 · 102, 0
CD-UKF 1 1.0 · 103, 100 2.3 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0
CD-UKF 2 ∞, 100 2.3 · 102, 0 1.6 · 102, 0 1.8 · 102, 0 1.8 · 102, 0 1.8 · 102,
CD-UKF 3 ∞, 100 2.3 · 102, 0 1.6 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0
CD-CKF ∞, 100 2.3 · 102, 0 1.6 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0

10 EKF ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 1.0 · 103, 87
CD-EKF 6.1 · 103, 61 4.2 · 102, 4 3.6 · 102, 2 2.7 · 102, 1 2.2 · 102, 0 2.1 · 102, 0
CD-UKF 1 1.5 · 104, 100 2.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0 1.7 · 102, 0
CD-UKF 2 ∞, 100 2.3 · 102, 0 1.6 · 102, 0 1.8 · 102, 0 1.8 · 102, 0 1.8 · 102, 0
CD-UKF 3 ∞, 98 2.3 · 102, 0 1.6 · 102, 0 1.8 · 102, 0 1.8 · 102, 0 1.8 · 102, 0
CD-CKF ∞, 98 2.3 · 102, 0 1.6 · 102, 0 1.8 · 102, 0 1.8 · 102, 0 1.8 · 102, 0
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Для упрощения анализа введем следующие обозначения. Если ARMSE ≥ 105, то обо-
значим такие ошибки через ∞. Если в любой момент времени на интервале наблюдения
за самолетом произошел аварийный сбой того или иного алгоритма фильтрации в силу
невозможности выполнить разложение Холецкого матриц ковариации (или малоранго-
вую модификацию квадратных корней матрицы ковариации), то обозначим в таблицах
такие аварийные ситуации прочерком “—”.

Проанализируем данные, представленные в табл. 1–3, и прежде всего обратимся к
результатам работы кубатурного фильтра Калмана. Так, для строк с маркером CD-CKF
можно сделать следующий вывод. В целом результаты наших экспериментов подтвер-
ждают выводы работы [26] в части, относящейся к кубатурному фильтру Калмана.
Например, для 𝜔0 = 3 град./c CD-CKF дает 0 % отказов из 100 проведенных симуляций
(за исключением случая 𝑚 = 8). Однако с увеличением 𝜔0 задача слежения за самоле-

Т а б л и ц а 2. Накопленная средняя квадратичная ошибка оценивания ARMSE и количество
отказов 𝐹 из 100 случайных экспериментов, 𝜔0 = 4.5 град./c.

𝛿 Метод 𝑚 = 8 𝑚 = 16 𝑚 = 32 𝑚 = 64 𝑚 = 128 𝑚 = 256

2 EKF ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100
CD-EKF ∞, 100 1.1 · 103, 98 8.2 · 102, 17 7.1 · 102, 7 6.3 · 102, 1 5.7 · 102, 0
CD-UKF 1 ∞, 100 ∞, 92 4.8 · 102, 0 3.9 · 102, 0 3.7 · 102, 0 3.7 · 102, 0
CD-UKF 2 ∞, 100 1.3 · 103, 92 4.9 · 102, 0 3.9 · 102, 0 3.7 · 102, 0 3.7 · 102, 0
CD-UKF 3 ∞, 100 ∞, 53 4.7 · 102, 0 3.8 · 102, 0 3.7 · 102, 0 3.7 · 102, 0
CD-CKF ∞, 100 ∞, 53 4.7 · 102, 0 3.8 · 102, 0 3.7 · 102, 0 3.7 · 102, 0

4 EKF ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100
CD-EKF ∞, 100 1.1 · 103, 93 8.2 · 102, 14 7.4 · 102, 9 6.6 · 102, 3 5.8 · 102, 0
CD-UKF 1 ∞, 100 ∞, 94 4.8 · 102, 0 3.9 · 102, 0 3.7 · 102, 0 3.7 · 102, 0
CD-UKF 2 — ∞, 94 4.8 · 102, 0 3.9 · 102, 0 3.7 · 102, 0 3.7 · 102, 0
CD-UKF 3 ∞, 100 ∞, 57 4.7 · 102, 0 3.9 · 102, 0 3.7 · 102, 0 3.7 · 102, 0
CD-CKF ∞, 100 ∞, 57 4.7 · 102, 0 3.9 · 102, 0 3.7 · 102, 0 3.7 · 102, 0

6 EKF ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100
CD-EKF ∞, 100 1.1 · 103, 97 8.2 · 102, 20 7.4 · 102, 14 6.6 · 102, 4 5.9 · 102, 0
CD-UKF 1 ∞, 100 ∞, 90 4.9 · 102, 0 3.9 · 102, 0 3.8 · 102, 0 3.8 · 102, 0
CD-UKF 2 — 1.3 · 103, 90 4.9 · 102, 0 3.9 · 102, 0 3.8 · 102, 0 3.7 · 102, 0
CD-UKF 3 ∞, 100 ∞, 47 4.9 · 102, 0 3.9 · 102, 0 3.7 · 102, 0 3.7 · 102, 0
CD-CKF ∞, 100 ∞, 47 4.9 · 102, 0 3.9 · 102, 0 3.7 · 102, 0 3.7 · 102, 0

8 EKF ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100
CD-EKF ∞, 100 1.1 · 103, 94 8.3 · 103, 95 8.3 · 103, 93 6.6 · 102, 4 5.7 · 102, 0
CD-UKF 1 ∞, 100 ∞, 91 ∞, 97 ∞, 90 3.9 · 102, 0 3.2 · 102, 0
CD-UKF 2 — ∞, 91 ∞, 97 ∞, 92 3.9 · 102, 0 3.2 · 102, 1
CD-UKF 3 ∞, 100 ∞, 58 ∞, 97 ∞, 97 3.9 · 102, 0 3.2 · 102, 1
CD-CKF ∞, 100 ∞, 58 ∞, 97 ∞, 97 3.9 · 102, 0 3.2 · 102, 1

10 EKF ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100
CD-EKF ∞, 100 1.1 · 103, 94 8.3 · 103, 97 8.3 · 103, 98 6.5 · 102, 2 5.7 · 102, 0
CD-UKF 1 ∞, 100 ∞, 93 ∞, 95 ∞, 91 3.9 · 102, 0 3.3 · 102, 0
CD-UKF 2 — ∞, 93 ∞, 95 ∞, 98 3.9 · 102, 0 3.3 · 102, 0
CD-UKF 3 ∞, 100 ∞, 97 ∞, 95 ∞, 95 3.8 · 102, 0 3.3 · 102, 0
CD-CKF ∞, 100 ∞, 97 ∞, 95 ∞, 95 3.8 · 102, 0 3.3 · 102, 0
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том, выполняющим поворот, существенно усложняется. Так, уже при 𝜔0 = 4.5 град./c и
том же самом количестве точек дополнительного разбиения, т. е. при 𝑚 = 16, которые
ранее были достаточны для нормальной работы фильтра, теперь мы наблюдаем 100 %-
ный отказ (см. табл. 2). Понятно, что количество точек разбиения 𝑚 необходимо уве-
личить до 32, чтобы CD-CKF снова отслеживал маневрирующий объект с приемлемой
точностью. С другой стороны, если мы увеличиваем период ожидания новой информа-
ции до 𝛿 = 8 c и более, то ошибка дискретизации снова начинает существенно влиять
на точность фильтра и приводит к 100 %-ному показателю отказов. При 𝜔0 = 6 град./c
наблюдается схожее поведение в работе CD-CKF с той лишь разницей, что задача сле-
жения становится еще более сложной из-за увеличения скорости выполнения поворо-
та летательным аппаратом. Из табл. 3 следует, что при небольших временах ожида-
ния 𝛿 можно ограничиться сеткой с 𝑚 = 32 дополнительными точками, так как отказы

Т а б л и ц а 3. Накопленная средняя квадратичная ошибка оценивания ARMSE и количество
отказов 𝐹 из 100 случайных экспериментов, 𝜔0 = 6 град./c.

𝛿 Метод 𝑚 = 8 𝑚 = 16 𝑚 = 32 𝑚 = 64 𝑚 = 128 𝑚 = 256

2 EKF ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100
CD-EKF ∞, 100 ∞, 100 1.3 · 103, 95 8.2 · 102, 4 5.9 · 102, 0 7.6 · 102, 0
CD-UKF 1 ∞, 100 ∞, 100 4.8 · 102, 0 3.9 · 102, 0 4.6 · 102, 0 4.7 · 102, 0
CD-UKF 2 ∞, 100 ∞, 100 4.9 · 102, 0 3.9 · 102, 0 4.6 · 102, 0 4.7 · 102, 0
CD-UKF 3 ∞, 100 ∞, 100 6.3 · 102, 1 3.9 · 102, 0 4.6 · 102, 0 4.7 · 102, 0
CD-CKF ∞, 100 ∞, 100 6.3 · 102, 1 3.9 · 102, 0 4.6 · 102, 0 4.7 · 102, 0

4 EKF ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100
CD-EKF ∞, 100 ∞, 100 1.3 · 103, 93 8.5 · 102, 4 6.0 · 102, 1 7.5 · 102, 1
CD-UKF 1 ∞, 100 ∞, 100 4.8 · 102, 0 3.9 · 102, 0 4.6 · 102, 0 4.6 · 102, 0
CD-UKF 2 — ∞, 100 4.8 · 102, 0 3.9 · 102, 0 4.6 · 102, 0 4.6 · 102, 0
CD-UKF 3 ∞, 100 ∞, 100 5.9 · 102, 0 3.9 · 102, 0 4.6 · 102, 0 4.7 · 102, 0
CD-CKF ∞, 100 ∞, 100 5.9 · 102, 0 3.9 · 102, 0 4.6 · 102, 0 4.7 · 102, 0

6 EKF ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100
CD-EKF ∞, 100 ∞, 100 1.3 · 103, 91 ∞, 100 7.9 · 102, 0 7.7 · 102, 0
CD-UKF 1 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 98 7.1 · 102, 0 5.5 · 102, 0
CD-UKF 2 — ∞, 100 ∞, 100 ∞, 91 7.1 · 102, 0 5.5 · 102, 0
CD-UKF 3 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 7.1 · 102, 0 5.5 · 102, 0
CD-CKF ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 7.1 · 102, 0 5.5 · 102, 0

8 EKF ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100
CD-EKF ∞, 100 ∞, 100 1.3 · 103, 96 ∞, 100 ∞, 100 7.7 · 102, 2
CD-UKF 1 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 90 2.5 · 104, 14 5.8 · 102, 0
CD-UKF 2 — ∞, 100 ∞, 100 — 1.0 · 103, 16 5.8 · 102, 1
CD-UKF 3 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 1.1 · 103, 14 5.8 · 102, 2
CD-CKF ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 1.1 · 103, 14 5.8 · 102, 2

10 EKF ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100
CD-EKF ∞, 100 ∞, 100 1.3 · 103, 98 ∞, 100 ∞, 100 7.6 · 102, 1
CD-UKF 1 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 91 ∞, 78 6.7 · 102, 1
CD-UKF 2 — ∞, 100 ∞, 100 — ∞, 65 6.7 · 102, 1
CD-UKF 3 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 87 6.6 · 102, 1
CD-CKF ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 100 ∞, 87 6.6 · 102, 1
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составляют всего лишь 1 %. Однако при уменьшении скорости поступления данных
измерений, т. е. при увеличении 𝛿, становится очевидным, что необходимо увеличить
количество точек разбиения до 𝑚 = 128, а чтобы обеспечить стабильное функциониро-
вание кубатурного фильтра, т. е. приемлемую точность вычислений и гарантированно
малое количество отказов для всевозможных комбинаций угловой скорости и длины ин-
тервала наблюдения, смоделированных в наших экспериментах, необходимо применить
CD-CKF с 𝑚 = 256 на каждой итерации этого метода.

Таким образом, первый важный вывод, который вытекает из представленного ана-
лиза, заключается в том, что при увеличении времени ожидания новой информации,
т. е. длины интервала 𝛿, необходимо увеличивать количество точек разбиения на каж-
дом таком интервале, чтобы сократить ошибку дискретизации и устранить ее нега-
тивное влияние на работоспособность кубатурного фильтра, обеспечивая тем самым
его надежное функционирование. Аналогично при возрастании скорости поворота, т. е.
параметра 𝜔0, необходимо либо поднять частоту снятия данных наблюдения, т. е. умень-
шить 𝛿, либо, если это невозможно, снова увеличить количество точек 𝑚 дополнитель-
ной дискретизации.

В заключение отметим, что кубатурный фильтр, предложенный [26], не является
адаптивным. Другими словами, он недостаточно гибок и, самое главное, не самона-
страивается на практическую задачу. Поэтому CD-CKF требует ручной подстройки под
контретную модель. Это предполагает дополнительные затраты на такое предвари-
тельное исследование, чтобы определить оптимальное количество точек разбиения 𝑚,
необходимое для надежной и точной работы данного алгоритма фильтрации. Однако
в случае подобной настройки CD-CKF обеспечивает высокое качество оценивания векто-
ра состояния стохастической дифференциальной системы.

Обратимся теперь к результатам работы нового сигма-точечного фильтра Калмана.
В табл. 1–3 им соответствуют строки с маркерами CD-UKF 1, CD-UKF 2 и CD-UKF 3. Ана-
лизируя полученные данные, можно сделать следующий вывод. Прежде всего реализа-
ция CD-UKF 3 действительно эквивалентна уравнениям кубатурного фильтра Калмана.
Накопленная средняя квадратичная ошибка оценивания (ARMSE) и количество отка-
зов (𝐹 ) алгоритмов CD-UKF 3 и CD-CKF одинаковы для всех серий экспериментов. Од-
нако кубатурный фильтр подразумевает наличие эквивалентной квадратно-корневой
реализации, что существенно для практического применения таких методов, так как
удешевляет вычисления и повышает их устойчивость по отношению к ошибкам округ-
ления. Этот вопрос подробно обсуждался в разд. 2.1 и 2.2. Напомним, что стандартные
реализации сигма-точечного и кубатурного фильтров Калмана требуют осуществления
разложения Холецкого матриц ковариации фильтра на каждом этапе алгоритма. К со-
жалению, подобная операция иногда невыполнима в силу влияния ошибок округления
и/или дискретизации. Тогда происходит аварийная остановка работы. Этого можно из-
бежать за счет перехода к эквивалентной квадратно-корневой версии соответствующе-
го метода. Для кубатурного фильтра Калмана данная задача решена и эквивалентная
квадратно-корневая реализация существует (см. алгоритм 6), а вот для сигма-точечного
фильтра таких эквивалентных аналогов нет (см. подробное разъяснение этого вопроса
в разд. 2.1). Другими словами, сигма-точечные алгоритмы Калмана являются более
гибкими и общими для решения задачи нелинейной фильтрации, но они менее стабиль-
ны, поскольку подвержены аварийным остановкам и сбоям в работе. В частности, этот
эффект наблюдается и в проведенных нами экспериментах. В табл. 2 и 3 этому соот-
ветствуют строки с прочерком “—”. Например, они особенно характерны для CD-UKF 2.
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Таким образом, согласно нашим наблюдениям, сигма-точечный фильтр с парамет-
ризацией 𝛼 = 10−3, 𝛽 = 2, 𝜅 = 0 оказался наименее удачной реализацией среди рассмот-
ренных в настоящей статье и привел к наиболее частым сбоям в работе из-за невозмож-
ности выполнить разложение Холецкого приближенной матрицы ковариации в стан-
дартном алгоритме CD-UKF 2 (или малоранговую модификацию ее квадратного корня
в (псевдо-)квадратно-корневой версии SR CD-UKF 2). В остальном результаты экспе-
риментов для сигма-точечного фильтра Калмана повторяют результаты кубатурного
фильтра и приводят к тем же самым выводам, что уже сделаны выше. Однако нельзя
не отметить тот факт, что новый сигма-точечный CD-UKF существенно превосходит
UKF-вариант [26], который давал большую ошибку оценивания (ARMSE) и 90 – 100%
отказов. Наши эксперименты говорят о том, что новый CD-UKF в целом повторяет
поведение кубатурного фильтра Калмана, т. е. дает ту же ошибку оценивания и то же
количество отказов.

Итак, второй и наиболее важный вывод заключается в следующем. Теоретический
базис, на котором построены обе современные техники нелинейной фильтрации, такие
как кубатурный и сигма-точечный фильтры, говорит о том, что эти численные методы
обеспечивают один и тот же порядок аппроксимации для оценки неизвестного вектора
состояния системы и матрицы ковариации. Это третий порядок аппроксимации для ма-
тематического ожидания и первый порядок аппроксимации для матрицы ковариации
для любой нелинейной достаточно гладкой функции стохастической системы и гауссо-
вой функции плотности вероятности неизвестного вектора состояния. Следовательно,
если тестировать современные UKF и CKF с одной и той же схемой дискретизации
стохастического дифференциального уравнения, то этот теоретический факт должен
наблюдаться на числительных примерах. Именно это и подтверждается эксперимента-
ми в данной работе.

Таким образом, для корректного анализа и сравнения разных численных методов
важно понимать, что все алгоритмы нелинейной фильтрации для оценивания состо-
яния стохастической дифференциальной системы подвержены влиянию двух ошибок:
1) ошибки дискретизации стохастического дифференциального уравнения и 2) ошибки
аппроксимации первых двух моментов случайного вектора состояния системы, кото-
рая возникает вследствие приближенной аппроксимации функции плотности вероят-
ности или приближенного вычисления многомерных интегралов специального вида.
В EKF эта ошибка возникает в результате линейной аппроксимации нелинейной функ-
ции исходной стохастической модели. Другими словами, если устранить эффект влия-
ния ошибки дискретизации, то такие современные техники, как UKF и CKF, должны
обеспечивать схожее поведение и близкое качество оценивания. Именно это и подтвер-
ждается проведенными вычислительными экспериментами. Конечно, устранить влия-
ние ошибки дискретизации невозможно. Под ее устранением понимается тестирование
методов в одних и тех же условиях, т. е. с применением одной и той же схемы дискрети-
зации для всех исследуемых фильтров, что было проигнорировано в работе [26]. Поэто-
му вывод, сделанный в указанной статье, о существенном превосходстве кубатурного
фильтра Калмана над сигма-точечным фильтром не соответствует действительности и
говорит только о некорректно проведенном модельном эксперименте.

Третий важный вывод касается EKF. Если обратиться к результатам, представлен-
ным в табл. 1–3, то нетрудно видеть, что классический EKF не справляется ни с одной
из рассмотренных задач (см. строки с маркером EKF). Даже при невысокой начальной
угловой скорости 𝜔0 и большом количестве точек разбиения 𝑚 на каждом интерва-
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ле ожидания новой информации он приводит к слишком большой ошибке оценивания
и 100 % отказов. То же самое подтверждается и результатами экспериментов в [26].
Однако новый алгоритм (построенный на разложении Ито—Тейлора порядка 1.5 для
дискретизации стохастического дифференциального уравнения), т. е. CD-EKF, неплохо
справляется с поставленной задачей. Он существенно превосходит стандартный EKF,
основанный на дискретизации стохастическим методом Эйлера, но все же уступает со-
временным техникам, таким как сигма-точечный и кубатурный фильтры Калмана.

Это очень интересный результат, поскольку он свидетельствует о том, что именно
ошибка дискретизации стохастического дифференциального уравнения модели оказы-
вает критическое влияние на работу любого нелинейного фильтра. С другой стороны,
так как все наши методы тестировались в одинаковых условиях, т. е. с одной и той
же схемой дискретизации, разница в качестве фильтрации современных техник и CD-
EKF — это следствие влияния второй ошибки, т. е. ошибки аппроксимации моментов.
Из полученных данных видно, что влияние этой ошибки не слишком велико. Новый
CD-EKF лишь немного уступает современным методам при 𝜔0 = 3 град./c. В целом ему
требуется большее количество точек разбиения 𝑚 на каждом интервале ожидания 𝛿,
чтобы обеспечить высокую точность оценивания и 0 % отказов. При увеличении 𝜔0 до
значения 6 град./c необходимое для надежной работы количество точек 𝑚 существен-
но возрастает. Но если это условие выполнено, то его накопленная ошибка оценивания
лишь немногим превосходит аналогичный показатель у современных методов нелиней-
ной фильтрации, которые обеспечивают теоретически более высокий порядок аппрокси-
мации моментов нормального распределения. То же самое справедливо и в отношении
количества отказов.

Таким образом, несмотря на частую критику EKF в зарубежной и отечественной
литературе, эта техника заслуживает более внимательного отношения. Следует пони-
мать, что под EKF обычно подразумевают только алгоритм 1, основанный на стоха-
стическом методе Эйлера. На самом деле EKF — это не единственный метод, а целое
направление, базирующееся на определенных принципах построения фильтров данно-
го класса (см. также [38]). Как показывают представленные здесь результаты экспе-
риментов, в рамках этого класса можно строить очень интересные численные методы,
эффективные для широкого спектра прикладных задач. Однако определенным недо-
статком EKF по сравнению с более современными фильтрами является необходимость
вычисления матрицы Якоби нелинейной функции стохастической системы. В значи-
тельной мере этот недостаток компенсируется разложением Холецкого матрицы кова-
риации, являющимся неотъемлемой частью стандартных UKF и CKF, которое к тому
же чувствительно по отношению к ошибкам дискретизации и округления. Кроме того,
методы UKF и CKF, которые не требуют вычисления матрицы Якоби при оценивании
дискретных систем, полностью утрачивают это преимущество в случае применения к
стохастическим дифференциальным уравнениям из-за необходимости вычисления диф-
ференциальных операторов L0 и L, заданных формулами (15) и (16), на каждой итера-
ции CD-CKF и CD-UKF (см. алгоритмы 5 и 7 в приложении статьи). Дополнительно
отметим, что для более общих стохастических дифференциальных уравнений вида (1),
в которых матрица диффузии не является постоянной, формулы для вычисления опе-
раторов L0 и L приобретают еще более сложный вид (см., например, [39, разд. 10.4]).

И, наконец, подчеркнем, что все описанные выше эксперименты проводились и для
квадратно-корневых аналогов рассмотренных методов нелинейной фильтрации. Полу-
ченные результаты подтвердили практическую эквивалентность квадратно-корневых
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и стандартных реализаций, работающих с полными матрицами ковариации, в части,
относящейся к EKF и CKF, т. е. результаты оценивания для квадратно-корневых реа-
лизаций EKF и CKF идентичны результатам их стандартных реализаций, собранным
в табл. 1–3. С другой стороны, для сигма-точечного фильтра результаты его квадратно-
корневой реализации немного отличны от результатов стандартной версии UKF. Как
говорилось ранее, это следствие невозможности построить для UKF эквивалентную
квадратно-корневую реализацию. Все подобные методы, встречаемые в литературе, яв-
ляются “псевдо” квадратно-корневыми. Наши эксперименты показывают, что в целом
они работают не лучше оригинальных версий.

Заключение

Построены новые сигма-точечный и обобщенный фильтры Калмана для оценивания
неизвестного вектора состояния стохастической дифференциальной системы с дискрет-
ными измерениями на основе разложения Ито—Тейлора порядка 1.5, примененного
для дискретизации исходного стохастического дифференциального уравнения. Прове-
ден сравнительный анализ новых методов с уже известным кубатурным фильтром Кал-
мана, разработанным на основе той же самой дискретизации порядка 1.5. Все алгорит-
мы нелинейной фильтрации протестированы на задаче отслеживания координат и ско-
ростей самолета, осуществляющего маневр в горизонтальной плоскости. Показано, что
при корректной (т. е. одинаковой) дискретизации современные UKF и CKF обеспечи-
вают практически одну и ту же точность оценивания неизвестного вектора состояния
стохастической дифференциальной системы. Этот вывод полностью соответствует тео-
ретическим результатам, полученным ранее в области нелинейной фильтрации.

Результаты экспериментов говорят также о том, что при построении EKF-метода
со схемой дискретизации того же порядка, что и в CD-UKF и CD-CKF, новая реализа-
ция CD-EKF существенно превосходит стандартную и не сильно уступает современным
методам в точности оценивания. Дополнительно проанализированы особенности прак-
тической реализации современных нелинейных алгоритмов калмановской фильтрации,
а также исследована их работоспособность для различных комбинаций угловых скоро-
стей маневрирующего объекта (самолета) и различных значений интервала ожидания
наблюдений. Показано, что все они могут применяться для качественного определения
местоположения цели, если ошибка дискретизации соответствующего стохастическо-
го дифференциального уравнения не оказывает существенного влияния на точность
фильтрации.

В заключение обратим внимание, что все приведенные в работе численные методы
нелинейной фильтрации ориентированы на решение стохастических динамических мо-
делей с белым шумом, матрица ковариации которого совпадает с единичной. Если это
не так, т. е. в случае произвольной (но фиксированной) детерминированной матрицы
ковариации, исходная задача или приведенные алгоритмы должны быть модифициро-
ваны соответствующим образом, что, впрочем, не представляет никаких затруднений
на практике. Другими словами, эта матрица будет участвовать в формулах для вычис-
ления прогнозной ковариации в приведенных ниже алгоритмах фильтрации. Случай же
стохастических дифференциальных систем вида (1) с переменной матрицей диффузии,
зависящей в том числе от стохастического вектора состояния, и требующих, следова-
тельно, применения более сложных субоптимальных численных методов нелинейной
фильтрации, будет рассмотрен в следующих работах авторов.
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∙
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∙
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∙
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∙
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∙
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√
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−
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∙
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∙
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∙
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∙
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Π
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=
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Π

1
/
2

0
.

1.
Эт

ап
эк

ст
ра

по
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𝑡 𝑘
−
1

из
ве
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𝑡 𝑘
−
1
):

∙
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∙
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𝑘
|𝑘
−
1
−
x̂
𝑘
|𝑘
−
1

)︀(︀ Z 𝑖
,𝑘
|𝑘
−
1
−

ẑ
𝑘
|𝑘
−
1

)︀ T ;

∙
оц

ен
ка

ко
эф

ф
иц

ие
нт

а
об

ра
тн

ой
св

яз
и:

𝐾
𝑘
,𝑓
=

𝑃
𝑥
,𝑧
𝑅

−
1

𝑒,
𝑘
;

∙
оц

ен
ка

ве
кт

ор
а

со
ст

оя
ни

я:
x̂
𝑘
|𝑘
=

x̂
𝑘
|𝑘
−
1
+
𝐾

𝑘
,𝑓

(︀ z 𝑘−
ẑ
𝑘
|𝑘
−
1

)︀ ;
∙

ко
ва

ри
ац

ия
ош

иб
ки

оц
ен

ив
ан

ия
:

𝑃
𝑘
|𝑘
=

𝑃
𝑘
|𝑘
−
1
−
𝐾

𝑘
,𝑓
𝑅

𝑒,
𝑘
𝐾

T 𝑘
,𝑓

.

2.
Эт

ап
об

ра
бо

тк
и

из
ме

ре
ни

й
и

фи
ль

тр
ац

ии
(𝑘

=
1,
..
.,
𝐾

).
В

м
ом

ен
т

вр
ем

ен
и
𝑡 𝑘

из
ве

ст
ны

x̂
𝑘
|𝑘
−
1

и
𝑃

1
/
2

𝑘
|𝑘
−
1
.

П
ол

уч
ит

ь
оц

ен
-

ки
x̂
𝑘
|𝑘

и
𝑃

1
/
2

𝑘
|𝑘

сл
ед

ую
щ

им
об

ра
зо

м
:

∙
вы

чи
сл

ит
ь:

𝒳
𝑖,
𝑘
|𝑘
−
1

из
ал

го
ри

тм
а

3;
∙

на
йт

и
зн

ач
ен

ия
:Z

𝑖,
𝑘
|𝑘
−
1
=

h
(︀ 𝒳 𝑖,

𝑘
|𝑘
−
1

)︀ ;

∙
вы

чи
сл

ит
ь:

ẑ
𝑘
|𝑘
−
1
=

2
𝑛 ∑︀ 𝑖=
0
𝑊

(𝑚
)

𝑖
Z
𝑖,
𝑘
|𝑘
−
1
;

∙
ко

ва
ри

ац
ия

не
вя

зк
и

из
м

ер
ен

ий
:

𝑅
1
/
2

𝑒,
𝑘
=

[︂ √︁ 𝑊
(𝑐
)

1
Z 𝑘

|𝑘
−
1

𝑅
1
/
2

]︂ Θ
,

гд
е
Θ

—
м

ат
ри

ца
ор

то
го

на
ль

но
го

пр
ео

бр
аз

ов
ан

ия
,п

ри
во

дя
-

щ
ег

о
пр

ав
ую

ча
ст

ь
эт

ой
ф

ор
м

ул
ы

к
ни

ж
не

м
у

тр
еу

го
ль

но
м

у
ви

ду
,a

Z 𝑘
|𝑘
−
1

—
𝑛
×
2𝑛

-м
ат

ри
ца

ви
да

Z 𝑘
|𝑘
−
1
=
[︀ ...,

Z
𝑖,
𝑘
|𝑘
−
1
−

ẑ
𝑘
|𝑘
−
1
,.
..
]︀ ,𝑖

=
1,
..
.,
2
𝑛
;

∙
об

но
ви

ть
𝑅

1
/
2

𝑒,
𝑘

с
уч

ет
ом

𝑊
(𝑐
)

0
,т

.е
.

𝑅
1
/
2

𝑒,
𝑘
=

ch
ol

up
da

te
{︁ 𝑅

1
/
2

𝑒,
𝑘
,Z

0
,𝑘
|𝑘
−
1−

ẑ
𝑘
|𝑘
−
1
,𝑊

(𝑐
)

0

}︁ ;
∙

оц
ен

ка
кр

ос
с-

ко
ва

ри
ац

ии
:

𝑃
𝑥
,𝑧
=

2
𝑛 ∑︀ 𝑖=
0
𝑊

(𝑐
)

𝑖

(︀ 𝒳 𝑖,
𝑘
|𝑘
−
1
−
x̂
𝑘
|𝑘
−
1

)︀(︀ Z 𝑖
,𝑘
|𝑘
−
1
−

ẑ
𝑘
|𝑘
−
1

)︀ T ;

∙
оц

ен
ка

ко
эф

ф
иц

ие
нт

а
об

ра
тн

ой
св

яз
и:

𝐾
𝑘
,𝑓
=
(︁ 𝑃

𝑥
,𝑧
𝑅

−
T
/
2

𝑒,
𝑘

)︁ 𝑅
−
1
/
2

𝑒,
𝑘

;

∙
оц

ен
ка

ве
кт

ор
а

со
ст

оя
ни

я:
x̂
𝑘
|𝑘
=

x̂
𝑘
|𝑘
−
1
+
𝐾

𝑘
,𝑓

(︀ z 𝑘−
ẑ
𝑘
|𝑘
−
1

)︀ ;
∙

вы
чи

сл
ит

ь:
𝑈

=
𝐾

𝑘
,𝑓
𝑅

1
/
2

𝑒,
𝑘
;

∙
кв

ад
ра

тн
ы

й
ко

ре
нь

м
ат

ри
цы

ко
ва

ри
ац

ии
ош

иб
ки

оц
ен

ив
а-

ни
я2

0 :
𝑃

1
/
2

𝑘
|𝑘

=
ch

ol
up

da
te
{︁ 𝑃

1
/
2

𝑘
|𝑘
−
1
,𝑈

,−
1}︁ .

20
За

м
ет

им
,
чт

о
та

к
ка

к
𝑈

—
м

ат
ри

ца
,
то

м
ал

ор
ан

го
ва

я
м

од
иф

ик
ац

ия
ch

ol
up

da
te

кв
ад

ра
тн

ог
о

ко
рн

я
𝑃

1
/
2

𝑘
|𝑘
−
1

вы
по

лн
яе

тс
я

по
сл

ед
ов

ат
ел

ьн
о,

т.
е.

в
ци

кл
е,

дл
я

ка
ж

до
го

ст
ол

бц
а

м
ат

ри
цы

𝑈
.
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Р
еа

л
и
за

ц
и
и

к
уб

ат
ур

н
ог

о
ф

и
л
ьт

р
а

К
ал

м
ан

а

С
та

н
д
а
рт

н
ы

й
C

D
-C

K
F

К
ва

д
ра

т
н
о
-к

о
рн

ев
о
й

C
D

-C
K

F

А
л

го
р

и
т

м
5

(C
D-

CK
F)

.
0.

Ап
ри

ор
ны

е
да

нн
ые

(𝑘
=

0)
.

∙
Н

ач
ал

ьн
ы

е
зн

ач
ен

ия
:x̂

0
|0
=

x̄
0
,𝑃

0
|0
=

Π
0
.

1.
Эт

ап
эк

ст
ра

по
ля

ци
и

(𝑘
=

1
,.
..
,𝐾

).
В

м
ом

ен
т

вр
ем

ен
и

𝑡 𝑘
−
1

из
ве

ст
ны

x̂
𝑘
−
1
|𝑘
−
1

и
𝑃
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
.

Н
а

вр
ем

ен
но

м
ин

те
рв

ал
е
[𝑡
𝑘
−
1
,𝑡

𝑘
]

пр
ед

ск
аз

ат
ь
x̂
𝑘
|𝑘
−
1

и
𝑃
𝑘
|𝑘
−
1

сл
ед

ую
щ

им
об

ра
зо

м
(𝛿

=
𝑡 𝑘
−
𝑡 𝑘

−
1
):

∙
x̂
(0
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
=

x̂
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
,𝑃

(0
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
=

𝑃
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
.

∙
В

ы
по

лн
ит

ь
𝑚

-ш
аг

ов
ую

пр
оц

ед
ур

у
об

но
вл

ен
ия

оц
ен

ок
,

𝜏
=

𝛿/
𝑚
,𝑗

=
0,
𝑚

−
1
:

1∙
ос

ущ
ес

тв
ит

ь
ра

зл
ож

ен
ие

15
:

𝑃
(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
=
(︁ 𝑃

(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

)︁ 1/2
(︁ 𝑃

(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

)︁ T/2
;

2∙
на

йт
и2

1
ку

ба
ту

рн
ы

е
то

чк
и
𝜉
𝑖
из

(1
3)

и

𝒳
(𝑗
)

𝑖,
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
=

x̂
(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
+
(︁ 𝑃

(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

)︁ 1/2
𝜉
𝑖;

3∙
пр

ог
но

зн
ы

е
зн

ач
ен

ия
ку

ба
ту

рн
ы

х
уз

ло
в:

𝒳
*,
(𝑗
+
1
)

𝑖,
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
=

f 𝑑

(︁ 𝒳
(𝑗
)

𝑖,
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
,𝑡

𝑘
−
1
+
𝑗𝜏
)︁ ;

4∙
оц

ен
ка

со
ст

оя
ни

я:
x̂
(𝑗
+
1
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
=

1 2
𝑛

2
𝑛 ∑︀ 𝑖=
1
𝒳

*,
(𝑗
+
1
)

𝑖,
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
;

5
∙

ко
ва

ри
ац

ия
ош

иб
ки

пр
ед

ск
аз

ан
ия

:

𝑃
(𝑗
+
1
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

=
X
*,
(𝑗
+
1
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

(︁ X
*,
(𝑗
+
1
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

)︁ T +
𝜏
𝐺
𝐺

T
+

+
𝜏
3 3
Lf

(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

(︁ Lf
(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

)︁ T +

+
𝜏
2 2

[︂ 𝐺
(︁ Lf

(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

)︁ T +
Lf

(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
𝐺

T

]︂ ,

гд
е
Lf

(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
=

Lf
(︁ x̂

(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
,𝑡

𝑘
−
1
+
𝑗𝜏
)︁ и

А
л

го
р

и
т

м
6

(S
R

CD
-C

KF
).

0.
Ап

ри
ор

ны
е

да
нн

ые
(𝑘

=
0)

.
∙

Р
аз

ло
ж

ен
ие

15
:Π

0
=

Π
1
/
2

0
Π

T
/
2

0
,𝑅

=
𝑅

1
/
2
𝑅

T
/
2
.

∙
Н

ач
ал

ьн
ы

е
зн

ач
ен

ия
:x̂

0
|0
=

x̄
0
,𝑃

1
/
2

0
|0

=
Π

1
/
2

0
.

1.
Эт

ап
эк

ст
ра

по
ля

ци
и

(𝑘
=

1
,.
..
,𝐾

).
В

м
ом

ен
т

вр
ем

ен
и

𝑡 𝑘
−
1

из
ве

ст
ны

x̂
𝑘
−
1
|𝑘
−
1

и
𝑃

1
/
2

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
.

Н
а

вр
ем

ен
но

м
ин

те
рв

ал
е
[𝑡
𝑘
−
1
,𝑡

𝑘
]

пр
ед

ск
аз

ат
ь
x̂
𝑘
|𝑘
−
1

и
𝑃

1
/
2

𝑘
|𝑘
−
1

(𝛿
=

𝑡 𝑘
−

𝑡 𝑘
−
1
):

∙
x̂
(0
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
=

x̂
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
,(︁ 𝑃

(0
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

)︁ 1/2 =
𝑃

1
/
2

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
.

∙
В

ы
по

лн
ит

ь
𝑚

-ш
аг

ов
ую

пр
оц

ед
ур

у
об

но
вл

ен
ия

оц
ен

ок
,

𝜏
=

𝛿/
𝑚
,𝑗

=
0,
𝑚

−
1
:

1∙
на

йт
и2

1
ку

ба
ту

рн
ы

е
то

чк
и
𝜉
𝑖
из

(1
3)

и

𝒳
(𝑗
)

𝑖,
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
=

x̂
(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
+
(︁ 𝑃

(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

)︁ 1/2
𝜉
𝑖;

2∙
пр

ог
но

зн
ы

е
зн

ач
ен

ия
ку

ба
ту

рн
ы

х
уз

ло
в:

𝒳
*,
(𝑗
+
1
)

𝑖,
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
=

f 𝑑

(︁ 𝒳
(𝑗
)

𝑖,
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
,𝑡

𝑘
−
1
+

𝑗𝜏
)︁ ;

3∙
оц

ен
ка

со
ст

оя
ни

я:
x̂
(𝑗
+
1
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
=

1 2𝑛

2
𝑛 ∑︀ 𝑖=
1
𝒳

*,
(𝑗
+
1
)

𝑖,
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
;

4∙
кв

ад
ра

тн
ы

й
ко

ре
нь

ко
ва

ри
ац

ии
ош

иб
ки

пр
ед

ск
аз

ан
ия

:
(︁ 𝑃

(𝑗
+
1
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

)︁ 1/2 =

[︃ X
*,
(𝑗
+
1
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
|√

𝜏

(︃ 𝐺
+

𝜏 2
Lf

(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

)︃

|

√︃ 𝜏
3

1
2

(︁ Lf
(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

)︁⎤ ⎦ Θ,
гд

е
Lf

(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
=

Lf
(︁ x̂

(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
,𝑡

𝑘
−
1
+

𝑗𝜏
)︁ и

см
.
пр

од
ол

ж
ен

ие
ре

ал
из

ац
ий

ку
ба

ту
рн

ог
о

ф
ил

ьт
ра

К
ал

м
ан

а.
..

21
Зд

ес
ь

и
да

ле
е

пе
рв

ы
й

ни
ж

ни
й

ин
де

кс
оз

на
ча

ет
по

ря
дк

ов
ы

й
но

м
ер

ст
ол

бц
а

в
со

от
ве

тс
тв

ую
щ

ей
м

ат
ри

це
𝒳

(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

ил
и
(︁ 𝑃

(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

)︁ 1/2 .
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С
та

н
д
а
рт

н
ы

й
C

D
-C

K
F

(п
ро

до
лж

ен
ие

)
К

ва
д
ра

т
н
о
-к

о
рн

ев
о
й

C
D

-C
K

F
(п

ро
до

лж
ен

ие
)

X
*,
(𝑗
+
1
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

—
𝑛
×
2𝑛

-м
ат

ри
ца

ви
да

X
*,
(𝑗
+
1
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
=

1
√
2𝑛

[︁ ..
.,
𝒳

*,
(𝑗
+
1
)

𝑖,
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
−
x̂
(𝑗
+
1
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
,.
..
]︁ ;

∙
оп

ре
де

ли
ть

пр
ог

но
зн

ы
е

зн
ач

ен
ия

:
x̂
𝑘
|𝑘
−
1
=

x̂
(𝑚

)
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
,𝑃

𝑘
|𝑘
−
1
=

𝑃
(𝑚

)
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
.

2.
Эт

ап
об

ра
бо

тк
и

из
ме

ре
ни

й
и

фи
ль

тр
ац

ии
(𝑘

=
1,
..
.,
𝐾

).
В

м
ом

ен
т

вр
ем

ен
и
𝑡 𝑘

из
ве

ст
ны

x̂
𝑘
|𝑘
−
1

и
𝑃
𝑘
|𝑘
−
1
.

П
ол

уч
ит

ь
оц

ен
-

ки
x̂
𝑘
|𝑘

и
𝑃
𝑘
|𝑘

сл
ед

ую
щ

им
об

ра
зо

м
:

∙
ра

зл
ож

ен
ие

15
:𝑃

𝑘
|𝑘
−
1
=

𝑃
1
/
2

𝑘
|𝑘
−
1
𝑃

T
/
2

𝑘
|𝑘
−
1
;

∙
вы

чи
сл

ит
ь

ку
ба

ту
рн

ы
е

то
чк

и
𝜉
𝑖
из

(1
3)

и
(𝒳

𝑖)
𝑘
|𝑘
−
1
=

x̂
𝑘
|𝑘
−
1+

𝑃
1
/
2

𝑘
|𝑘
−
1
𝜉
𝑖,

𝑖
=

1,
..
.,
2𝑛

;
∙

пр
ог

но
зн

ы
е

зн
ач

ен
ия

ку
ба

ту
рн

ы
х

уз
ло

в:
Z
𝑖,
𝑘
|𝑘
−
1
=

h
(︀ 𝒳 𝑖,

𝑘
|𝑘
−
1

)︀ ,𝑖
=

1,
..
.,
2
𝑛
;

∙
вы

чи
сл

ит
ь:

ẑ
𝑘
|𝑘
−
1
=

1 2𝑛

2
𝑛 ∑︁ 𝑖=
1

Z
𝑖,
𝑘
|𝑘
−
1
;

∙
ко

ва
ри

ац
ии

не
вя

зк
и

из
м

ер
ен

ий
:𝑅

𝑒,
𝑘
=

Z 𝑘
|𝑘
−
1
ZT 𝑘

|𝑘
−
1
+
𝑅

,
гд

е
Z 𝑘

|𝑘
−
1

—
𝑛
×
2
𝑛
-м

ат
ри

ца
ви

да

Z 𝑘
|𝑘
−
1
=

1
√
2
𝑛

[︁ ..
.,
(Z

𝑖)
𝑘
|𝑘
−
1
−

ẑ
𝑘
|𝑘
−
1
,.
..
]︁ ;

∙
оц

ен
ка

кр
ос

с-
ко

ва
ри

ац
ии

:𝑃
𝑥
,𝑧
=

X
𝑘
|𝑘
−
1
ZT 𝑘

|𝑘
−
1
,

гд
е
X
𝑘
|𝑘
−
1

—
𝑛
×
2
𝑛
-м

ат
ри

ца
ви

да

X
𝑘
|𝑘
−
1
=

1
√
2
𝑛

[︀ ...,
𝒳

𝑖,
𝑘
|𝑘
−
1
−
x̂
𝑘
|𝑘
−
1
,.
..
]︀ .

∙
ко

эф
ф

иц
ие

нт
об

ра
тн

ой
св

яз
и:

𝐾
𝑘
,𝑓
=

𝑃
𝑥
,𝑧
𝑅

−
1

𝑒,
𝑘
;

∙
оц

ен
ка

ве
кт

ор
а

со
ст

оя
ни

я:
x̂
𝑘
|𝑘
=

x̂
𝑘
|𝑘
−
1
+
𝐾

𝑘
,𝑓

(︀ z 𝑘−
ẑ
𝑘
|𝑘
−
1

)︀ ;
∙

ко
ва

ри
ац

ия
ош

иб
ки

оц
ен

ив
ан

ия
:

𝑃
𝑘
|𝑘
=

𝑃
𝑘
|𝑘
−
1
−
𝐾

𝑘
,𝑓
𝑅

𝑒,
𝑘
𝐾

T 𝑘
,𝑓

.

Θ
—
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то
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на

ль
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е
пр

ео
бр

аз
ов

ан
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,
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ив
од

ящ
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пр
ав
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ча
ст

ь
к

ни
ж

не
й

тр
еу

го
ль

но
й

м
ат

ри
це
(︁ 𝑃

(𝑗
+
1
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

)︁ 1/2
∈
R
𝑛
×
𝑛
.

∙
оп

ре
де
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пр
ог
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зн

ы
е

зн
ач

ен
ия

:

x̂
𝑘
|𝑘
−
1
=
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(𝑚

)
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
,𝑃

1
/
2

𝑘
|𝑘
−
1
=
(︁ 𝑃

(𝑚
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

)︁ 1/2 .
2.

Эт
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об
ра

бо
тк

и
из

ме
ре
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й

и
фи

ль
тр

ац
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=

1
,.
..
,𝐾

).
П

о-
лу

чи
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оц
ен

ки
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𝑘
|𝑘

и
𝑃

1
/
2

𝑘
|𝑘

сл
ед

ую
щ

им
об

ра
зо

м
:

∙
вы

чи
сл

ит
ь

ку
ба

ту
рн

ы
е

то
чк

и
𝜉
𝑖
из

(1
3)

и
(𝒳

𝑖)
𝑘
|𝑘
−
1
=

x̂
𝑘
|𝑘
−
1+

𝑃
1
/
2

𝑘
|𝑘
−
1
𝜉
𝑖,

𝑖
=

1,
..
.,
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𝑛
;

∙
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ог
но

зн
ы

е
зн

ач
ен

ия
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ба
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рн
ы

х
уз

ло
в:

Z
𝑖,
𝑘
|𝑘
−
1
=

h
(︀ 𝒳 𝑖,

𝑘
|𝑘
−
1

)︀ ,𝑖
=

1,
..
.,
2
𝑛
;

∙
вы

чи
сл

ит
ь:

ẑ
𝑘
|𝑘
−
1
=

1 2
𝑛

2
𝑛 ∑︁ 𝑖=
1

Z
𝑖,
𝑘
|𝑘
−
1
;

∙
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ре
де
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м
ат

ри
цы

𝑅
1
/
2

𝑒,
𝑘
,𝑃

1
/
2

𝑘
|𝑘

и
𝑃
𝑥
,𝑧

из
[︃ 𝑅

1
/
2

𝑒,
𝑘

0

𝑃
𝑥
,𝑧

𝑃
1
/
2

𝑘
|𝑘

]︃ =

[︂ Z 𝑘
|𝑘
−
1

𝑅
1
/
2

X
𝑘
|𝑘
−
1

0

]︂ Θ
,

гд
е
Θ

—
ор

то
го

на
ль

но
е

пр
ео

бр
аз

ов
ан

ие
,п

ри
во

дя
щ

ее
к

ни
ж

-
не

м
у

тр
еу

го
ль

но
м

у
ви

ду
м

ат
ри

цу
в

пр
ав

ой
ча

ст
и

эт
ой

ф
ор

-
м

ул
ы

,а
Z 𝑘

|𝑘
−
1
,X

𝑘
|𝑘
−
1

—
𝑛
×

2
𝑛
-м

ат
ри

цы
ви

да

Z 𝑘
|𝑘
−
1
=

1
√
2𝑛

[︀ ...,
Z
𝑖,
𝑘
|𝑘
−
1
−

ẑ
𝑘
|𝑘
−
1
,.
..
]︀ ,

X
𝑘
|𝑘
−
1
=

1
√
2𝑛

[︀ ...,
𝒳

𝑖,
𝑘
|𝑘
−
1
−
x̂
𝑘
|𝑘
−
1
,.
..
]︀ ;

∙
ко

эф
ф

иц
ие

нт
об

ра
тн

ой
св

яз
и:

𝐾
𝑘
,𝑓
=

𝑃
𝑥
,𝑧
𝑅

−
1
/
2

𝑒,
𝑘

(𝑃
𝑥
,𝑧
≡

𝑃
𝑥
,𝑧
𝑅

−
T
/
2

𝑒,
𝑘

в
ал

го
ри

тм
е

4)
;

∙
ве

кт
ор

со
ст

оя
ни

я:
x̂
𝑘
|𝑘
=

x̂
𝑘
|𝑘
−
1
+

𝐾
𝑘
,𝑓

(︀ z 𝑘−
ẑ
𝑘
|𝑘
−
1

)︀ .
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Р
еа

л
и
за

ц
и
и

н
ов

ог
о

си
гм

а-
то

ч
еч

н
ог

о
ф

и
л
ьт

р
а

К
ал

м
ан

а
(C

D
-U

K
F
)

С
та

н
д
а
рт

н
ы

й
C

D
-U

K
F

К
ва

д
ра

т
н
о
-к

о
рн

ев
о
й

C
D

-U
K

F

А
л

го
р

и
т

м
7

(C
D-

UK
F)

.
0.

Ап
ри

ор
ны

е
да

нн
ые

(𝑘
=

0)
.

∙
Н

ач
ал

ьн
ы

е
зн

ач
ен

ия
:x̂

0
|0
=

x̄
0
,𝑃

0
|0
=

Π
0
.

1.
Эт

ап
эк

ст
ра

по
ля

ци
и

(𝑘
=

1
,.
..
,𝐾

).
В

м
ом

ен
т

вр
ем

ен
и

𝑡 𝑘
−
1

из
ве

ст
ны

x̂
𝑘
−
1
|𝑘
−
1

и
𝑃
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
.

Н
а

вр
ем

ен
но

м
ин

те
рв

ал
е
[𝑡
𝑘
−
1
,𝑡

𝑘
]

пр
ед

ск
аз

ат
ь
x̂
𝑘
|𝑘
−
1

и
𝑃
𝑘
|𝑘
−
1

сл
ед

ую
щ

им
об

ра
зо

м
(𝛿

=
𝑡 𝑘
−
𝑡 𝑘

−
1
):

∙
x̂
(0
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
=

x̂
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
,𝑃

(0
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
=

𝑃
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
.

∙
В

ы
по

лн
ит

ь
𝑚

-ш
аг

ов
ую

пр
оц

ед
ур

у
об

но
вл

ен
ия

оц
ен

ок
,

𝜏
=

𝛿/
𝑚
,𝑗

=
0,
𝑚

−
1
:

1∙
ос

ущ
ес

тв
ит

ь
ра

зл
ож

ен
ие

15
:

𝑃
(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
=
(︁ 𝑃

(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

)︁ 1/2
(︁ 𝑃

(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

)︁ T/2
;

2∙
вы

чи
сл

ит
ь

си
гм

а-
то

чк
и

(𝛾
=

√
𝑛
+
𝜆
)

𝒳
(𝑗
)

0
,𝑘
−
1
|𝑘
−
1

=
x̂
(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
,

𝒳
(𝑗
)

𝑖,
𝑘
−
1
|𝑘
−
1

=
x̂
(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
+
𝛾
(︁ 𝑃

(𝑗
)

𝑖,
𝑘
−
1
|𝑘
−
1

)︁ 1/2
,

𝒳
(𝑗
)

𝑖,
𝑘
−
1
|𝑘
−
1

=
x̂
(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
−
𝛾
(︁ 𝑃

(𝑗
)

𝑖,
𝑘
−
1
|𝑘
−
1

)︁ 1/2
;

3
∙

на
йт

и
пр

ог
но

зн
ы

е
зн

ач
ен

ия
си

гм
а-

то
че

к:
𝒳

*,
(𝑗
+
1
)

𝑖,
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
=

f 𝑑

(︁ 𝒳
(𝑗
)

𝑖,
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
,𝑡

𝑘
−
1
+
𝑗𝜏
)︁ ;

4
∙

ве
кт

ор
со

ст
оя

ни
я:

x̂
(𝑗
+
1
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
=

2
𝑛 ∑︀ 𝑖=
0
𝑊

(𝑚
)

𝑖
𝒳

*,
(𝑗
+
1
)

𝑖,
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
;

5
∙

ко
ва

ри
ац

ия
ош

иб
ки

пр
ед

ск
аз

ан
ия

:

𝑃
(𝑗
+
1
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

=
2
𝑛 ∑︀ 𝑖=
0
𝑊

(𝑐
)

𝑖

(︁ 𝒳
*,
(𝑗
+
1
)

𝑖,
𝑘
−
1
|𝑘
−
1−

x̂
(𝑗
+
1
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

)︁ ×

×
(︁ 𝒳

*,
(𝑗
+
1
)

𝑖,
𝑘
−
1
|𝑘
−
1−

x̂
(𝑗
+
1
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

)︁ T +
𝜏
𝐺
𝐺

T
+

А
л

го
р

и
т

м
8

(S
R

CD
-U

KF
).

0.
Ап

ри
ор

ны
е

да
нн

ые
(𝑘

=
0)

.
∙

Р
аз

ло
ж

ен
ие

15
:Π

0
=

Π
1
/
2

0
Π

T
/
2

0
,𝑅

=
𝑅

1
/
2
𝑅

T
/
2
.

∙
Н

ач
ал

ьн
ы

е
зн

ач
ен

ия
:x̂

0
|0
=

x̄
0
,𝑃

1
/
2

0
|0

=
Π

1
/
2

0
.

1.
Эт

ап
эк

ст
ра

по
ля

ци
и

(𝑘
=

1
,.
..
,𝐾

).
В

м
ом

ен
т

вр
ем

ен
и

𝑡 𝑘
−
1

из
ве

ст
ны

x̂
𝑘
−
1
|𝑘
−
1

и
𝑃

1
/
2

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
.

Н
а

вр
ем

ен
но

м
ин

те
рв

ал
е
[𝑡
𝑘
−
1
,𝑡

𝑘
]

пр
ед

ск
аз

ат
ь
x̂
𝑘
|𝑘
−
1

и
𝑃

1
/
2

𝑘
|𝑘
−
1

(𝛿
=

𝑡 𝑘
−

𝑡 𝑘
−
1
):

∙
x̂
(0
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
=

𝑥
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
,(︁ 𝑃

(0
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

)︁ 1/2 !=
𝑃

1
/
2

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
.

∙
В

ы
по

лн
ит

ь
𝑚

-ш
аг

ов
ую

пр
оц

ед
ур

у
об

но
вл

ен
ия

оц
ен

ок
,

𝜏
=

𝛿/
𝑚
,𝑗

=
0,
𝑚

−
1
:

1∙
вы

чи
сл

ит
ь

си
гм

а-
то

чк
и

из
ал

го
ри

тм
а

7;
2∙

на
йт

и
пр

ог
но

зн
ы

е
зн

ач
ен

ия
си

гм
а-

то
че

к
𝒳

*,
(𝑗
+
1
)

𝑖,
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
=

f 𝑑

(︁ 𝒳
(𝑗
)

𝑖,
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
,𝑡

𝑘
−
1
+

𝑗𝜏
)︁ ;

3∙
ве

кт
ор

со
ст

оя
ни

я:
x̂
(𝑗
+
1
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
=

2
𝑛 ∑︀ 𝑖=
0
𝑊

(𝑚
)

𝑖
𝒳

*,
(𝑗
+
1
)

𝑖,
𝑘
−
1
|𝑘
−
1
;

4∙
кв

ад
ра

тн
ы

й
ко

ре
нь

м
ат

ри
цы

ко
ва

ри
ац

ии
ош

иб
ки

пр
ед

ск
аз

ан
ия

:
(︁ 𝑃

(𝑗
+
1
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

)︁ 1/2
=

[︂ √︁ 𝑊
(𝑐
)

1
X
*,
(𝑗
+
1
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
|

√
𝜏

(︃ 𝐺
+

𝜏 2
Lf

(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

)︃ |√︃ 𝜏
3

1
2

(︁ Lf
(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1

)︁⎤ ⎦ Θ,
гд

е
Θ

—
ор

то
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но
е
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бр
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ов
ан

ие
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пр
ив

од
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щ
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пр
ав

ую
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к
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ж
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м
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еу

го
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м

у
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ду
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a
Lf

(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
=

Lf
(︁ x̂

(𝑗
)

𝑘
−
1
|𝑘
−
1
,𝑡

𝑘
−
1
+

𝑗𝜏
)︁ и

X
*,
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+
1
)
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−
1
|𝑘
−
1

—
ес

ть
𝑛
×
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..
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е
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1
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𝑘
−
1
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−
1
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−
1
+
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∙
оп
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ог
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зн

ы
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This paper studies numerical methods of contemporary nonlinear Kalman filtering
for estimation of unknown vector of state in stochastic continuous-time systems presen-
ted by Ito-type stochastic differential equations with discrete measurements. The elabo-
rated methods are analysed and compared in the case of severe conditions of tackling a
seventh-dimensional radar tracking problem, where an aircraft executes a coordinated
horizontal turn. The latter problem is considered to be a challenging example for
testing nonlinear filtering algorithms. This paper explores such effective state estimation
methods as the cubature and unscented Kalman filters, including their square-root
versions. Implementation particulars and performances of the mentioned techniques
are studied for various values of aircraft’s turn rate and sampling time. New variants of
the extended and unscented Kalman filters are also presented for treating continuous-
discrete stochastic systems. It is shown that the new methods outperform the traditional
extended Kalman filter in the considered air traffic control scenario.
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