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Предлагается метод построения “истинно параллельной” и недетерминирован-
ной семантики дискретно-временных элементарных сетевых систем (ДВЭСС).
В частности, построены семантики в терминах временных расширений последова-
тельностей шагов, сетей-процессов и структур событий, а также показано взаимно-
однозначное соответствие между данными семантическими представлениями в кон-
тексте ДВЭСС.
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Введение

Сети Петри — популярная модель параллельных систем и процессов, используемая как
для теоретических исследований с целью установления фундаментальных закономер-
ностей, присущих параллельным вычислениям, так и для практических приложений
с целью проектирования корректных коммуникационных систем, производственных си-
стем, систем управления движением транспорта, программных систем и т. д. Элемен-
тарные сетевые системы (ЭСС)1 [1] являются подклассом сетей Петри, поскольку места
такого рода систем могут содержать не более, чем по одной фишке, иначе говоря ЭСС
моделируют выполнимость логических условий (наличие фишки в месте интерпрети-
руется как “соответствующее условие выполнено”), а не счётчики, как в обычных сетях
Петри. С одной стороны, ЭСС играют значительную роль в становлении и развитии
теории сетей Петри: в контексте этой модели была показана разрешимость классиче-
ских задач (достижимости, живости, отсутствия тупиков) [2], установлены теоретико-
категорные взаимосвязи различных моделей параллелизма [3], разработаны эффектив-
ные методы верификации [4, 5]. С другой стороны, поскольку места ЭСС естествен-
но моделируют двоичные датчики, исполнительные механизмы и внутреннюю память
программируемых логических контроллеров, данная модель находит применение в ин-
дустриальных приложениях (см., например, [6, 7]). Следует отметить, что в настоящее
время, когда концепция “Интернета вещей” становится реальностью и необходимо обес-
печивать надёжное взаимодействие устройств с ограниченными вычислительными воз-
можностями, таких, например, как радиочастотные датчики и разнообразные сенсоры,
актуальность модели растёт.

1ЭСС иногда называются безопасными (ординарными) сетями Петри.
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Построение и изучение “истинно параллельной” и недетерминированной семантики
моделей сетей Петри позволяют лучше понять природу и установить закономерности
процессов, протекающих в параллельных/распределённых системах. Отправной точкой
в этих исследованиях стала работа [8], где были показаны тесные взаимосвязи между
моделями сетей-процессов и первичных структур событий в контексте ЭСС. В 1980-х гг.
наиболее активно изучались особенности и свойства семантики сетей-процессов ЭСС
(см., например, [9, 10]). В 1990 г. Нильсен, Розенберг и Тиагараджан [11] показали, что
такие семантические представления, как сети-процессы, трассы Мазуркевича, частич-
но упорядоченные множества, первичные структуры событий, совпадают с точностью
до изоморфизма в контексте ЭСС. Семантика локальных структур событий, которые
являются обобщением первичных структур событий и базируются на понятии шагов —
множеств параллельно выполняемых действий, была разработана для сетей Петри [12].
Кроме того, семантики решеток и структур событий были предложены в контексте
сетей Петри с ингибиторными дугами [13]. В работах [14 – 18] представлены новые ме-
тоды построения и изучения семантики сетей-процессов на основе последовательностей
шагов параллельных переходов для сетей Петри и их ингибиторных обобщений.

Функционирование реальных параллельных систем в значительной степени зависит
от временных параметров, поэтому многие модели теории параллелизма были дополне-
ны понятием времени, что позволило описывать и исследовать не только качественные,
но и количественные аспекты поведения систем. Наиболее популярными являются моде-
ли дискретно-временных сетей Петри [19, 20] и непрерывно-временных сетей Петри [21].
Временные расширения ЭСС также нашли свое применение на практике (см., напри-
мер, [22 – 24]), поскольку они адекватно моделируют системы, в которых событию может
быть приписана определённая длительность/задержка (например, количество тактов
процессора, требуемое для выполнения команды, время срабатывания исполнительно-
го механизма, задержка при считывании входных данных и т. д.). Однако введение
и изучение временных характеристик в более абстрактные (семантические) “истинно
параллельные” и недетерминированные модели были не столь активными. Семанти-
ка C-сетей (моделей сетей-процессов, включающих события и условия, находящиеся в
отношениях причинной зависимости и параллелизма), в которых с каждым условием
связана задержка до того момента времени, когда это условие считается выполнен-
ным, была предложена для моделей дискретно-временных ограниченных ординарных
сетей Петри в работе [25], а семантика C-сетей, в которых с каждым событием свя-
зано время его выполнения, — для моделей непрерывно-временных ЭСС в [26]. Позд-
нее [27, 28] в контексте непрерывно-временных ограниченных ординарных сетей Петри
была исследована семантика O-сетей (моделей сетей-процессов, включающих события и
условия, находящихся в отношениях причинной зависимости, параллелизма и недетер-
минированного выбора (конфликта)), в которых с каждым событием связан временной
интервал его выполнения. Насколько нам известно, в литературе не представлены ис-
следования по семантике структур событий (моделей, в которых события находятся в
отношениях причинной зависимости, параллелизма и конфликта) временных моделей
сетей Петри.

В настоящей работе предлагается метод построения “истинно параллельной” и не-
детерминированной семантики дискретно-временной элементарной сетевой системы
(ДВЭСС) в терминах временных расширений последовательностей шагов (параллель-
ных переходов ДВЭСС), сетей-процессов и структур событий. Сначала на основе мно-
жества временных последовательностей шагов конструируется множество согласован-
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ных с ними временных C-сетей и показывается существование взаимно-однозначного
отображения между этими множествами. Затем на основе специального объединения
C-сетей, согласованных с временными последовательностями шагов, разрабатывается
семантика ДВЭСС в терминах временного расширения O-сетей, которая в дальней-
шем трансформируется во временные структуры событий. При этом демонстрируется
взаимно-однозначное соответствие между семантиками временных C-сетей и времен-
ных структур в контексте ДВЭСС.

1. Дискретно-временные элементарные сетевые системы

Рассмотрим ряд понятий, связанных со структурой и поведением временного расши-
рения Рамхандани—Штарке [19, 20] модели ЭСС, которое будем называть дискретно-
временной элементарной сетевой системой. Другими словами, под ДВЭСС понимается
ЭСС, где с каждым переходом связана временная длительность (количество тактов) его
срабатывания. Поведение ДВЭСС в значительной степени отличается от безвременно-
го случая. Состояние ДВЭСС представляет собой разметку (множество выполненных
условий) и множество работающих переходов с их остаточными длительностями сра-
батываний. Смена одного состояния в некоторый момент времени на другое состояние
в следующий момент времени осуществляется посредством срабатывания шага (мно-
жества готовых переходов), при этом фишки удаляются из входных мест переходов
при начале их срабатывания и добавляются в выходные места после истечения соот-
ветствующих временных длительностей, а остаточные длительности работающих пере-
ходов уменьшаются на один такт.

Пусть N — множество натуральных чисел и N+ — множество положительных на-
туральных чисел.

Определение 1. Дискретно-временная элементарная сетевая система — это кор-
теж T N = (P , T , F , W , M0, D), где (P , T , F , M0) — ЭСС с множеством P мест,
множеством T переходов, отношением F ⊆ (P × T ∪ T × P ), начальной разметкой
M0 ⊆ P и D : T −→ N+ — временная функция, сопоставляющая каждому переходу на-
туральное число, соответствующее временной длительности срабатывания данного
перехода.

Неформально говоря, для каждого перехода t значение D(t) определяет длитель-
ность срабатывания t, т. е. если t срабатывает в момент времени β, то фишки из вход-
ных мест перехода t исчезают в момент времени β и появляются в выходных местах
перехода t в момент времени β +D(t).

Для перехода t ∈ T введём обозначения •t = {p ∈ P | (p, t) ∈ F} (множество входных
мест) и t• = {p ∈ P | (t, p) ∈ F} (множество выходных мест).

Перейдем к рассмотрению поведения ДВЭСС T N = (P, T, F,M0, D). Состоянием
M в T N называют пару (M,A), где M ⊆ P — разметка и A ⊆ T ×N+ (множество
работающих переходов с их остаточными длительностями срабатываний) такое, что
верно ∀t ∈ T, ∀α ≥ D(t) � (t, α) 6∈ A. Начальное состояние — это M0 = (M0, ∅).

Пусть T N = (P, T, F,W,M0, D) — ДВЭСС и M — состояние в T N . Тогда множество
R ⊆ T — шаг (множество переходов, готовых к срабатыванию) в состоянии M, если
верно

∀t ∈ R �
•t ⊆M ∧ ∀t 6= t′ ∈ R �

•t ∩ •t′ = ∅.
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Рис. 1. Пример дискретно-временной элементарной сетевой системы

Срабатывание шага R в состоянии M = (M,A) в момент времени β ≥ 0 приводит к
состоянию M′ = (M ′, A′) в момент времени β + 1 (обозначается M[R >M′ ), определяе-
мому следующим образом:

M ′ = M \
⋃
t∈R

•t ∪
⋃

t∈R∧D(t)=1

t• ∪
⋃

(t,1)∈A

t•,

A′ = {(t,D(t)− 1) | t ∈ R ∧D(t) > 1} ∪ {(t, α− 1) | (t, α) ∈ A ∧ α > 1}.

В ДВЭСС T N = (P, T, F,W,M0, D) σ := M0[R1 > M1 . . . Mn−1[Rn > Mn — вре-
менная последовательность шагов, если Mi−1[Ri > Mi для всех i ∈ {1, . . . , n}. Мно-
жество всех возможных временных последовательностей шагов в T N будем обозна-
чать через TSS(T N ). Для σ пусть n обозначает её длину. Префиксом временной по-
следовательности шагов σ будем называть её начальный фрагмент вида σi = M0[R1 >
M1 . . . Mi−1[Ri > Mi (0 ≤ i ≤ n). Состояние M в T N называется достижимым, если
существует временная последовательность шагов, заканчивающаяся в M. Множество
достижимых состояний в T N обозначается как RS(T N ). Будем говорить, что ДВЭСС
свободна от контактов, если верно ∀M ∈ RS(T N ), ∀t ∈ T �

•t ⊆M ⇒ t• ∩M = ∅.
Пример 1. На рис. 1 изображена ДВЭСС, рядом с каждым переходом указана

длительность его срабатывания. Начальное состояние — M0 = ((1, 1, 0, 0, 0), ∅). Одна
из временных последовательностей шагов имеет вид σ := M0[R1 > M1[R2 > M2[R3 >
M3[R4 >M4[R5 >M5[R6 >M6[R7 >M7, где

R1 = {t1, t4} M1 = ((0, 0, 0, 0, 0, 0), {(t1, 1), (t4, 2)}),
R2 = ∅ M2 = ((0, 0, 1, 0, 0, 0), {(t4, 1)}),
R3 = {t2} M3 = ((1, 0, 0, 0, 1, 0), ∅),
R4 = {t3} M4 = ((0, 0, 0, 0, 1, 0), {(t3, 3)}),
R5 = ∅ M5 = ((0, 0, 0, 0, 1, 0), {(t3, 2)}),
R6 = ∅ M6 = ((0, 0, 0, 0, 1, 0), {(t3, 1)}).

Далее рассматриваются только свободные от контактов дискретно-временные эле-
ментарные сетевые системы — будем называть их ДВЭСС.
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2. Временные семантические модели

В данном разделе вводятся определения временных расширений таких семантических
моделей, как C-, O-сети и структуры событий.

Прежде всего рассмотрим ряд вспомогательных понятий, связанных с моделями
сетей-процессов.

Сеть — это тройка N = (B,E, V ), где B — множество условий, E — множество
событий и V ⊆ B × E ∪ E × B — отношение инцидентности. Пусть X = B ∪ E и
�= V ∗, где V ∗ — транзитивное и рефлексивное замыкание отношения V . Для элемента
x ∈ X определим •x = {y | y V x} (множество входных элементов), x• = {y | x V y}
(множество выходных элементов), ↑ x = {y ∈ X | x � y} (множество элементов-пре-
емников) и ↓ x = {y ∈ X | y � x} (множество элементов-предшественников). Кроме
того, пусть Min(N) = {b ∈ B |• b = ∅} и Max(N) = {b ∈ B | b• = ∅}. Будем говорить,
что событие e — непосредственный предшественник события e′ (обозначается e≺· e′),
если (e, b) ∈ V ∧ (b, e′) ∈ V для некоторого условия b.

Концепция временных C-сетей [25] является естественным расширением идеи C-се-
тей [9], условия и события которых находятся в двух базовых отношениях — причинной
зависимости и параллелизма — за счёт сопоставления каждому условию натурального
числа, представляющего временную задержку до того момента времени, когда условие
будет считаться выполненным.

Определение 2. Временная C-сеть (помеченная над алфавитом Σ символов) —
это кортеж TN = (B, E, V , l, delay), где

— (B,E, V ) — сеть, для которой выполнены следующие аксиомы:
1. �= V ∗ — частичный порядок2 (отношение причинной зависимости);
2. ∀b ∈ B � |•b| ≤ 1;
3. ∀b ∈ B � |b•| ≤ 1;

— l : B ∪ E → Σ — помечающая функция, сопоставляющая каждому условию
из B и каждому событию из E символ из Σ;

— delay : B → N — временная функция условий, сопоставляющая каждому усло-
виюизB временную задержку дотого, как данное условие станетвыполненным.

Для временной C-сети TN отношение параллелизма определяется следующим обра-
зом: ^= (X ×X \ (� ∪ �)).

Теперь введём понятие временной O-сети. Как и в классическом случае [8], условия и
события временной O-сети находятся в трех базовых отношениях — причинной зависи-
мости, параллелизма и конфликта. Вместе с тем каждому событию временной O-сети
сопоставляется натуральное число, представляющее временную длительность (число
тактов) выполнения события.

Определение 3. Временная O-сеть (помеченная над алфавитом Σ символов) —
это кортеж T̂N = (B̂, Ê, V̂ , l̂, ∆̂), где

— (B̂, Ê, V̂ ) — сеть, для которой выполнены аксиомы:
1. �= V̂ ∗ — частичный порядок (отношение причинной зависимости);
2. ∀b ∈ B̂ � |•b| ≤ 1;
3. ∀e1, e2 ∈ Ê � (e1 6= e2 ∧• e1 ∩• e2 6= ∅)⇒↑ e1∩ ↑ e2 = ∅;

2Антисимметричность исключает циклы.
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— l̂ : B̂ ∪ Ê → Σ — помечающая функция, сопоставляющая каждому условию
из B и событию из E символ из Σ;

— ∆̂ : Ê → N+ — временная функция, сопоставляющая каждому событию из Ê
временную длительность его выполнения.

Для временной O-сети T̂N отношения конфликта и параллелизма определяются
соответственно как x # y ⇔ ∃e1 6= e2 ∈ Ê � (e1 ∈ ↓ x) ∧ (e2 ∈ ↓ y) ∧ (•e1 ∩• e2 6= ∅) и
^= ((B̂ ∪ Ê)2 \ (� ∪ � ∪ #)).

Структура событий [8] — это множество событий, связанных отношениями причин-
ной зависимости, конфликта, параллелизма. Конфигурация (состояние) структуры со-
бытий — это подмножество выполненных событий. Переход из одной конфигурации в
другую происходит при выполнении готового события. Во временной структуре собы-
тий (ВСС) каждому событию сопоставляется временная длительность его выполнения.
Поведение ВСС в значительной степени отличается от классического случая. Времен-
ная конфигурация (состояние ВСС) — это пара, состоящая из множества выполненных
событий и множества выполняющихся событий с их остаточными длительностями сра-
батываний. Выполнение множества готовых событий во временной конфигурации в
некоторый момент времени приводит к новой временной конфигурации в следующий
момент времени, при этом остаточные длительности выполняющихся событий умень-
шаются на один такт.

Определение 4. Временная структура событий (ВСС) (помеченная над алфави-
том Σ символов) — это кортеж TES = (E,≤,#, l, δ), где

— E — множество событий;
— ≤ ⊆ E ×E — частичный порядок (отношение причинной зависимости), удов-

летворяющий принципу конечности причин: ∀e ∈ E � {e′ ∈ E | e′ ≤ e} —
конечное множество;

— # ⊆ E×E — симметричное и иррефлексивное отношение (отношение конфлик-
та), удовлетворяющее принципу наследования конфликта: ∀e, e′, e′′ ∈ E � e#e′

≤ e′′ ⇒ e # e′′;
— l : E → Σ — помечающая функция, сопоставляющая каждому событию из E

символ из Σ;
— δ : E → N+ — временная функция, сопоставляющая каждому событию из E

временную длительность его выполнения.
Для ВСС TES = (E,≤,#, l, δ) отношение параллелизма между событиями из E

определяется следующим образом: ^ = (E×E) \ (< ∪ > ∪ #). Также пусть ↓ e = {e′ ∈
E | e′ ≤ e} и •e = {e′ ∈ E | ¬∃e′′ ∈ E | e′ ≤ e′′ ≤ e}, e• = {e′ ∈ E | ¬∃e′′ ∈ E | e ≤ e′′ ≤ e′}.

Подмножество C ⊆ E — левозамкнутое, если верно ∀e, e′ ∈ E � e ∈ C ∧ e′ ≤ e ⇒
e′ ∈ C, C — бесконфликтное, если верно ∀e, e′ ∈ C � ¬(e # e′); C — конфигурация в
TES, если C — левозамкнутое и бесконфликтное множество. Множество всех конечных
конфигураций в TES обозначается через Conf(TES). Для C ∈ Conf(TES) определим
множество множеств возможных событий En(C) = {E ′ ⊆ (E \ C) | (∀e 6= e′ ∈ E ′ � e ^
e′) ∧ (C ∪ E ′ ∈ Conf(TES))}.

Временной конфигурацией в TES будем называть двойку (C,A), где C ∈ Conf(TES)
и A ⊆ C × N+ такие, что верно ∀e ∈ C,∀α ≥ δ(e) � (e, α) 6∈ A. Считаем, что (∅, ∅) —
начальная временная конфигурация в TES. Множество событий E ′ ∈ En(C) — шаг во
временной конфигурации (C,A), если для всех e′ ∈ E ′ выполнено

∀e ∈ •e′, ∀0 < α < δ(e) � (e, α) 6∈ A.
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Выполнение множества E ′ событий во временной конфигурации (C,A) в момент вре-
мени k приводит к временной конфигурации (C ′,A′) в момент времени k + 1 (обозна-
чается (C,A)

E′→ (C ′,A′)), где C ′ = C ∪ E ′ и

A′ = {(e, δ(e)− 1) | e ∈ E ′ ∧ δ(e) > 1} ∪ {(e, α− 1) | (e, α) ∈ A ∧ α > 1}.

Выполнение временной структуры событий TES представляется последовательностью
вида (∅, ∅) = (C0,A0)

E1→ (C1,A1), . . ., (Cn−1,An−1)
En→ (Cn,An). Будем говорить, что вы-

полнение (∅, ∅) = (C0,A0)
E1→ (C1,A1), . . ., (Cn−1,An−1)

En→ (Cn,An) согласовано с вре-
менной конфигурацией (C,A) в TES по функции time : Cn → {1, . . . , n}, если верно
(C,A) = (Cn,An) и time−1(i) = Ei для всех 1 ≤ i ≤ n. Тройка (C,A, time) называет-
ся достижимой временной конфигурацией в TES, если существует выполнение TES,
согласованное с (C,A) по функции time. Множество достижимых временных конфигу-
раций в TES будем обозначать как RTC(TES).

3. Семантика ДВЭСС в терминах сетей-процессов

В данном разделе определяется семантика ДВЭСС на основе временных C-сетей [25].

Определение 5. Пусть T N = (P, T, F,W,M0, D) — ДВЭСС. Временной C-процесс
в DT N — это временная C-сеть π = (B, E, V , l, delay) такая, что выполнены сле-
дующие пункты:

1. l(B) ⊆ P , l(E) ⊆ T .
2. ∀e ∈ E � l |•e — биекция между •e и •l(e), l |e• — биекция между e• и l(e)•.
3. l |Min(π) — биекция между Min(π) и M0.
4. ∀e ∈ E ∀b1, b2 ∈ e• � delay(b1) = delay(b2).
5. ∀b ∈ B � [b /∈Max(π) ∨ b ∈ (Min(π) ∩Max(π))] =⇒ delay(b) = 0.
6. ∀b ∈Max(π) \Min(π) � delay(b) ∈ {0, . . . , D(l(•b))− 1}.

Пункты 1–3 определяют C-процесс в безвременном случае, остальные — непосредствен-
но связаны с временными характеристиками.

Введём понятие согласованности между временными последовательностями шагов
и временными C-процессами в ДВЭСС.

Определение 6. Пусть T N = (P, T, F,W,M0, D) — ДВЭСС и σ := M0 = (M0, A0)
[R1 > M1 = (M1, A1) . . . Mn−1 = (Mn−1, An−1) [Rn > Mn = (Mn, An) — временная после-
довательность шагов в T N . Тогда σ согласована с временным C-процессом π = (B, E,
V , l, delay) в T N по функции time : E → {1, . . . , n}, если и только если выполнены
следующие свойства:

1. ∀i ∈ {1, . . . , n} � l |time−1(i) — биекция между time−1(i) и Ri.
2. An = {(l(e), delay(b)) | e ∈ E, b ∈ e• ∩Max(π), delay(b) > 0}.

Определение 7. Пусть σ := M0[R1 >M1 . . . Mn−1[Rn >Mn ∈ TSS(T N ).
σ := M0. Тогда πM0 = (BM0, EM0 = ∅, VM0 = ∅, lM0, delayM0, где BM0 = {(bp, ∅) | p ∈

M0}, lM0(bp, ∅) = p и delayM0(bp, ∅) = 0 для всех (bp, ∅) ∈ BM0. Кроме того, timeM0 = ∅.
σ 6= M0. Пусть σ′ = M0 [R1 > M1 . . . Mn−2 [Rn−1 > Mn−1 и предполагается, что

πσ′ и timeσ′ определены.
1. Пусть B̃σ = ∅, Ẽσ = ∅, Ṽσ = ∅, l̃σ = ∅, d̃elayσ = ∅, t̃imeσ = ∅.
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2. Для каждого перехода t ∈ Rn устанавливается:
2.1. H = ∅ и для каждого места p ∈ •t в множество H добавляется условие

(bp, H
′) ∈Max(πσ′) ∩ l−1σ′ (p) такое, что delayσ′(bp, H ′) = 0.

2.2. В множество Ẽσ добавляется событие (et, H) и определяются:
Ṽσ = Ṽσ ∪ {((bp, H ′), (et, H)) | (bp, H ′) ∈ H},
l̃σ(et, H) = t,
t̃imeσ(et, H) = n.

2.3. Для каждого места p′∈ t• в множество B̃σ добавляется условие (bp′ ,{(et,H)})
и определяются:

Ṽσ = Ṽσ ∪ {((et, H), (bp′ , {(et, H)}))},
l̃σ(bp′ , {(et, H)}) = p′,

d̃elayσ(bp′ , H
′) = D(t)− 1.

Тогда timeσ и πσ строятся следующим образом: timeσ = timeσ′ ∪ t̃imeσ и πσ = (Bσ =

Bσ′ ∪ B̃σ, Eσ = Eσ′ ∪ Ẽσ, Vσ = Vσ′ ∪ Ṽσ, lσ = lσ′ ∪ l̃σ, delayσ = delay′ ∪ d̃elayσ), где

delay′(bp, H) =

{
0, если (bp, H) ∈ Bσ′ ∧ delayσ′(bp, H) = 0,
delayσ′(bp, H)− 1, если (bp, H) ∈ Bσ′ ∧ delayσ′(bp, H) > 0.

Определим множество TP (T N ) = {(πσ, timeσ) | σ ∈ TSS(T N )}, которое является
представлением семантики ДВЭСС в терминах временных C-процессов.

Лемма 1.
1. ∀(xy, H) ∈ Bσ ∪ Eσ � •(xy, H) = H и lσ(xy, H) = y.
2. ∀(et, H) ∈ Eσ � |•(et, H)| = |•t| и |(et, H)•| = |t•|.
3. ∀(bp, H) ∈ Bσ � |•(bp, H)| ≤ 1 и |(bp, H)•| ≤ 1.
4. ∀(bp, H) ∈ Bσ �

∃σ′ ∈ TSS(T N ) такая, что σ′ — префикс σ и (bp, H) ∈Max(πσ′).
5. ∀(bp, H) ∈ Bσ �

((bp, H) /∈Max(πσ) ∨ (bp, H) ∈ (Min(πσ) ∩Max(πσ))) ⇒ delayσ(bp, H) = 0.
6. ∀(bp, H) ∈Max(πσ) \Min(πσ) � delayσ((bp, H)) ∈ {0, . . . , lσ(•(bp, H))− 1}.
7. ∀(et, H) 6= (et′ , H

′) ∈ Ẽσ � ¬((et, H) ≺σ (et′ , H
′)).

8. lσ |Ẽσ — биекция между Ẽσ и Rn.
9. lσ |Min(πσ) (lσ |Max(πσ)) — биекция между Min(πσ) и M0 (Max(πσ) и Mn).
10. An={(lσ(et, H), delayσ(bp, H

′)) | (bp, H ′) ∈ (et, H)• ∩Max(πσ), delayσ(bp, H
′)>0}.

11. ∀t ∈ Rn, ∀p ∈ •t � (bp, H
′) ∈Max(πσ′) ∩ l−1σ′ (p) ⇒ delayσ′(bp, H

′) = 0.

Доказательство. Доказательство леммы 1 следует из построения, приведённого
в определении 7, и того, что T N — свободная от контактов ДВЭСС.

Предложение 1. Пусть T N — ДВЭСС. Тогда σ ∈ TSS(T N ) согласована с вре-
менным C-процессом πσ в T N по функции timeσ.

Доказательство. Сначала покажем, что структура πσ действительно является вре-
менным C-процессом в T N . По построению, (Bσ, Eσ, Vσ) — сеть. Транзитивность и ре-
флексивность V ∗σ очевидны. Антисимметричность V ∗σ обеспечивается построением мно-
жества H каждого элемента (xy, H) сети. Используя пункт 3 леммы 1, имеем ∀(bp, H) ∈
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Bσ � |•(bp, H)| ≤ 1 и |(bp, H)•| ≤ 1. Функция lσ : (Bσ ∪ Eσ) → (P ∪ T ) помечает каждое
условие (bp, H

′) из Bσ местом p из P и каждое событие (et, H) из Eσ переходом t из T .
Функция delayσ : Bσ → N сопоставляет каждому условию (bp, H

′) из Bσ временную
задержку до того, как данное условие станет выполненным, т. е. значение delay(bp, H

′)
установится в 0. Тогда πσ — временная C-сеть. Справедливость пунктов определения 5
очевидным образом следует из построения πσ и пунктов 1, 2, 5, 6, 8 леммы 1. Таким
образом, πσ — временной C-процесс в T N . Ясно, что timeσ — функция. Согласован-
ность σ с πσ по timeσ обеспечивается построением функции timeσ и пунктами 8, 10
леммы 1. 2

Теорема 1. Пусть T N — ДВЭСС. Тогда отображение f : TSS(T N )→ TP (T N ),
заданное следующим образом: ∀σ ∈ TSS(T N ) � f(σ) = (πσ, timeσ), является биекцией.

Доказательство. Заметим, что верно σ = σ̃ ⇒ πσ = πσ̃ ∧ timeσ = timeσ̃. Сюръек-
тивность f очевидна. Покажем инъективность f . Предположим, что πσ = πσ̃ и timeσ =
timeσ̃. Ясно, что длины последовательностей σ и σ̃ совпадают. Доказательство прово-
дится индукцией по длине n.

n = 0. Очевидно, что σ = σ̃ := M0.
n > 0. По предположению индукции имеем σ′ = σ̃′ = M0[R1 > M1 . . . Mn−2[Rn−1 >

Mn−1. Пусть Mn−1[Rn >Mn в σ и Mn−1[R̃n > M̃n в σ̃. Поскольку time−1σ (n) = time−1σ̃ (n)

и lσ = lσ̃, то Rn = R̃n. Тогда Mn = M̃n, в силу определения срабатывания шага Rn в
состоянии Mn−1 в момент времени n− 1.

Таким образом, f — биекция. 2

Пример 2. На рис. 2 изображен временной C-процесс в ДВЭСС (см. рис. 1). Что-
бы не загромождать рисунок, слева от элементов указаны не их имена, а соответствую-
щие значения функций l и delay для условий. Временная последовательность шагов σ
в ДВЭСС из примера 1 согласована с этим временным C-процессом по функции time,
значения которой показаны справа от событий.
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Рис. 2. Временной C-процесс в ДВЭСС, показанной на рис. 1
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4. Семантика ДВЭСС в терминах структур событий

Для изучения поведения ДВЭСС T N в целом определим операцию развёртки следую-
щим образом: сначала для каждой временной последовательности шагов σ ∈ TSS(T N )
строим согласованный с ней временной C-процесс (Bσ, Eσ, Vσ, lσ, delayσ) (см. опреде-
ление 7), а затем полагаем:

— B̂ = ∪σ∈TSS(T N )Bσ;
— Ê = ∪σ∈TSS(T N )Eσ;
— V̂ = ∪σ∈TSS(T N )Vσ;
— l̂(xy, H) = y для всех (xy, H) ∈ (B̂ ∪ Ê);
— ∆̂(et, H) = D(lσ(et, H)) для всех (et, H) ∈ Ê, где σ ∈ TSS(T N ) и (et, H) ∈ Eσ.

В дальнейшем будем использовать следующие обозначения: Xσ = Bσ ∪ Eσ и X̂ =
B̂ ∪ Ê.

Пример 3. Для ДВЭСС, приведенной на рис. 1, начальный фрагмент такой раз-
вёртки представлен на рис. 3, где рядом с элементами указаны не их имена, а соответ-
ствующие значения функции l̂. Кроме того, рядом с событиями указаны соответствую-
щие значения функции ∆̂.

Лемма 2. Пусть (xy, H), (x′y′ , H
′) ∈ X̂. Тогда

1. (xy, H) V̂ (x′y′ , H
′) ⇔ (xy, H) ∈ H ′.

2. (xy, H) �̂ (x′y′ , H
′) ⇔ ∀σ ∈ TSS(T N ) �

[(x′y′ , H
′) ∈ Xσ ⇒ (xy, H) ∈ Xσ ∧ (xy, H) �σ (x′y′ , H

′)].
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Рис. 3. Начальный фрагмент развёртки для ДВЭСС, приведённой на рис. 1
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Доказательство. Рассмотрим доказательство справедливости пункта 1. В силу
определения отношения V̂ , имеем (xy, H) V̂ (x′y′ , H

′) ⇔ ∃σ ∈ TSS(T N ) � (xy, H) Vσ
(x′y′ , H

′). Тогда, согласно пункту 1 леммы 1, верно (xy, H)Vσ (x′y′ , H
′) ⇐⇒ (xy, H) ∈ H ′.

Теперь докажем справедливость пункта 2. Прежде всего отметим, что (xy, H) �̂
(x′y′ , H

′)⇔∃(x1, H1),(x2, H2),. . .,(xn, Hn)∈X̂(n≥1) такие, что (xy, H)=(x1, H1), (xn, Hn)=

(x′y′ , H
′) и для 1 ≤ i ≤ n верно (xi, Hi) V̂ (xi+1, Hi+1). Далее будем доказывать индукцией

по n.
n = 1. Очевидно.
n > 1. В силу пункта 1 данной леммы, имеем (x1, H1) V̂ (x2, H2) ⇔ (x1, H1) ∈ H2.

В то же время, согласно пункту 1 леммы 1, верно (x1, H1) ∈ H2 ⇔ ∀σ ∈ TSS(T N ) �
(x2, H2) ∈ Xσ ⇒ (x1, H1) Vσ (x2, H2). Тогда (x1, H1) ∈ Xσ. Требуемый результат следует
из предположения индукции. 2

Предложение 2. π̂ = (B̂, Ê, V̂ , l̂, ∆̂) — временная O-сеть.
Доказательство. Пусть (bp, H̃) ∈ B̂. Предположим обратное, т. е. (e1, H1) V̂ (bp, H̃)

и (e2, H2) V̂ (bp, H̃). Тогда, согласно пункту 1 леммы 2, (e1, H1), (e2, H2) ∈ H̃. Из опре-
деления множества B̂ следует, что (bp, H̃) ∈ Bσ для некоторой σ ∈ TSS(T N ). Соглас-
но пункту 1 леммы 1, имеем •(bp, H̃) = H̃ в πσ. Так как πσ — временная C-сеть, то
(e1, H1) = (e2, H2).

Очевидно, что �̂ рефлексивно и транзитивно. Предположим, что (xy, H), (x′y′ , H
′) ∈

X̂ такие, что (xy, H) �̂ (x′y′ , H
′) и (x′y′ , H

′) �̂ (xy, H). Рассмотрим σ ∈ TSS(T N ) такую,
что (x′y′ , H

′) ∈ Xσ. В силу пункта 2 леммы 2, имеем (xy, H) ∈ Xσ и (xy, H) �σ (x′y′ , H
′).

Тогда, так как (xy, H) ∈ Xσ, то (x′y′ , H
′) �̂ (xy, H) означает (x′y′ , H

′) �σ (xy, H), вновь
в силу пункта 2 леммы 2. Поскольку πσ — временная C-сеть, то (xy, H) = (x′y′ , H

′).
Значит, отношение �̂ антисимметрично.

Теперь предположим, что (bp, H̃) ∈ B̂ и (e1, H1), (e2, H2) ∈ Ê такие, что (e1, H1) 6=
(e2, H2), (bp, H̃) V̂ (e1, H1) и (bp, H̃) V̂ (e2, H2). Нужно показать ↑(e1, H1) ∩ ↑(e2, H2) = ∅.
Предположим обратное, т. е. (x′y′ , H

′) ∈↑(e1, H1)∩ ↑(e2, H2). Рассмотрим σ ∈ TSS(T N )

такую, что (x′y′ , H
′) ∈ Xσ. Тогда, согласно пункту 2 леммы 2, имеем (bp, H̃), (e1, H1),

(e2, H2) ∈ Xσ. В силу пунктов 1 лемм 1 и 2, верно (bp, H̃) Vσ (e1, H1) и (bp, H̃) Vσ (e2, H2).
Пришли к противоречию, так как πσ — временная C-сеть. Ясно, что каждому событию
из Ê функция l̂ сопоставляет символ, соответствующий переходу из T , а функция ∆̂ —
временную длительность выполнения этого события. 2

Используя временную O-сеть (B̂, Ê, V̂ , l̂, ∆̂), определим для ДВЭСС T N временную
структуру событий TEST N = (E,≤,#, l, δ) следующим образом:

— E = Ê;
— ≤= �̂ |Ê×Ê;
— # = #̂ |Ê×Ê;
— l = l̂ |Ê;
— δ = ∆̂.

Множество RTC(TEST N ) представляет семантику ДВЭСС на основе временных струк-
тур событий.

Пример 4. Для ДВЭСС, приведенной на рис. 1, начальный фрагмент временной
структуры событий показан на рис. 4, где вместо событий изображены сопоставлен-
ные им символы в соответствии с функцией l и временные задержки в соответствии
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Рис. 4. Начальный фрагмент временной структуры событий для ДВЭСС, приведённой на
рис. 1

с функцией δ. Кроме того, между парами событий, включенными в отношение при-
чинной зависимости, проведены стрелки (такие стрелки, относящиеся к парам, выво-
димым из свойства транзитивности, опущены); между парами событий, включенными
в отношение конфликта, указаны символы ′#′ (такие символы, относящиеся к парам,
выводимым из условия наследования конфликта, опущены).

Установим существование взаимно-однозначного отображения между семантиками
временных C-процессов и временных структур событий для ДВЭСС T N .

Теорема 2. Пусть T N — ДВЭСС. Тогда отображение f : TP (T N ) →
RTC(TEST N ), заданное следующим образом: ∀(πσ, timeσ) ∈ TP (T N ) � f(πσ = (Bσ, Eσ,
Vσ, lσ, delayσ, timeσ) = (Eσ, Aσ, timeσ), где Aσ = {((et, H), delayσ(bp, H

′)) | (et, H) ∈ Eσ,
(bp, H

′) ∈ (et, H)• ∩Max(πσ), delayσ(bp, H
′) > 0}, является биекцией.

Доказательство. Пусть σ := M0[R1 > M1 . . . Mn−1[Rn > Mn ∈ TSS(T N ) согласо-
вана с C-процессом πσ в DT N по функции timeσ.

Сначала покажем, что f — хорошо определённая функция, т. е. (Eσ, Aσ, timeσ) ∈
RTC(TEST N ), где TEST N = (E,�,#, l, δ). Индукцией по n будем строить выполнение
(∅, ∅) = (C0,A0)

E1→ (C1,A1), . . ., (Cn−1,An−1)
En→ (Cn,An) временной структуры событий

TEST N , согласованное с (Eσ, Aσ) по функции timeσ.
n = 0. Очевидно.
n > 0. Предполагаем, что по σ′ := M0[R1 > M1 . . . Mn−2[Rn−1 > Mn−1 ∈ TSS(T N ),

согласованной с πσ′ по функции timeσ′ , построено выполнение (∅, ∅) = (C0,A0)
E1→

(C1,A1), . . ., (Cn−2,An−2)
En−1→ (Cn−1,An−1) временной структуры событий TEST N , согла-

сованное с (Eσ′ , Aσ′) по функции timeσ′ , где Aσ′ = {((et, H), delayσ′(bp, H ′)) | (et, H) ∈
Eσ′ , (bp, H

′) ∈ (et, H)• ∩Max(πσ′), delayσ′(bp, H ′) > 0}.
Используя пункт 7 леммы 1 и пункт 2 леммы 2, можно показать, что Ẽσ ∈ En(Eσ′ =

Cn−1). В силу построения πσ, Ẽσ — шаг во временной конфигурации (Cn−1,An−1). Пусть
En = Ẽσ. Тогда, по построению πσ и определению отношения (Cn−1,An−1)

En→ (Cn,An)
в TEST N , имеем Cn = Eσ и An = Aσ, где Aσ = {((et, H), delayσ(bp, H

′)) | (et, H) ∈ Eσ,
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(bp, H
′) ∈ (et, H)• ∩Max(πσ), delayσ(bp, H

′) > 0}. С учётом построения timeσ, (∅, ∅) =

(C0,A0)
E1→ (C1,A1), . . ., (Cn−1,An−1)

En→ (Cn,An) — выполнение временной структуры
событий TEST N , согласованное с (Eσ, Aσ) по функции timeσ.

Легко видеть, что f — инъективное отображение. Докажем, что f сюръективно.
Пусть (C,A, time) ∈ RTC(TEST N ). Тогда существует выполнение (∅, ∅) E1→ (C1,A1), . . .,
(Ck−1,Ak−1)

Ek→ (Ck,Ak) временной структуры событий TEST N , согласованное с (C,A)
по time. Будем доказывать индукцией по k ≥ 0, что существует σ ∈ TSS(T N ) такая,
что f(πσ, timeσ) = (Eσ = C, Aσ = A, timeσ = time), где Aσ = {((et, H), delayσ(bp, H

′)) |
(et, H) ∈ Eσ, (bp, H

′) ∈ (et, H)• ∩Max(πσ), delayσ(bp, H
′) > 0}.

k = 0. Тогда f(πM0 , ∅) = (∅, ∅, ∅).
k > 0. По предположению индукции, для выполнения (∅, ∅) = (C0,A0)

E1→ (C1,A1), . . .,
(Ck−2,Ak−2)

Ek−1→ (Ck−1,Ak−1) временной структуры событий TEST N , согласованного с
(C ′,A′) по time′, существует σ′ = M0[R1 >M1 . . . Mk−2[Rk−1 >Mk−1 ∈ TSS(T N ) такая,
что f(πσ′ , timeσ′)=(Eσ′ = C ′, Aσ′ = A′, timeσ′= time′), где Aσ′={((et, H), delayσ′(bp, H

′)) |
(et, H) ∈ Eσ′ , (bp, H

′) ∈ (et, H)• ∩Max(πσ′), delayσ′(bp, H ′) > 0}. Используя пункт 4 лем-
мы 1, пункт 1 леммы 2 и предложение 2, нетрудно показать справедливость следующей
леммы.

Лемма А. ∀(et, H) ∈ Ek, ∀(bp, H̃) ∈ H � (bp, H̃) ∈Max(πσ′).
Пусть Rk = l(Ek). Согласно пунктам 1, 5 и 9 леммы 1 и лемме А, Rk — шаг в состоя-

нии Mk−1. По определению, срабатывание шага Rk в состоянии Mk−1 в момент времени
k−1 приводит в состояниеMk в момент времени k, гдеMk = Mk−1\

⋃
t∈Rk

•t∪
⋃

t∈Rk∧D(t)=1

t•∪⋃
(t,1)∈Ak−1

t• и Ak = {(t,D(t)− 1) | t ∈ Rk ∧D(t) > 1} ∪ {(t, α− 1) | (t, α) ∈ Ak−1 ∧ α > 1}.

Следовательно, σ := M0[R1 >M1 . . . Mk−1[Rk >Mk ∈ TSS(T N ). При этом, используя
пункт 10 леммы 1, имеем Ak = {(lσ(et, H), delayσ(bp, H

′)) | (bp, H
′) ∈ (et, H)• ∩Max(πσ),

delayσ(bp, H
′) > 0}. Отметим, что верно ∀(et, H) ∈ E � δ(et, H) = ∆̂(et, H) = D(l((et, H)))

для любой σ ∈ TSS(T N ) такой, что (et, H) ∈ Eσ. Тогда, по построению πσ и опре-
делению отношения (Ck−1,Ak−1)

Ek→ (Ck,Ak) в TEST N , f(πσ, timeσ) = (Eσ = C, Aσ =
A, timeσ = time), где Aσ = {((et, H), delayσ(bp, H

′)) | (et, H) ∈ Eσ, (bp, H
′) ∈ (et, H)• ∩

Max(πσ), delayσ(bp, H
′) > 0}. 2

Таким образом, показано, что в контексте ДВЭСС существуют взаимно-однознач-
ные соответствия между семантиками временных последовательностей шагов, времен-
ных C-процессов и временных структур событий.
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