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Ïåðåõîäíûå õàðàêòåðèñòèêè ìàññèâíîãî òîíêîãîêðûëà â îãðàíè÷åííîì ïîòîêåÅ.Ï. ËóêàùèêÊóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Êðàñíîäàð, �îññèÿe-mail: lep_9091�mail.ru�àññìàòðèâàþòñÿ äâå íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è äëÿ îãðàíè÷åííîãî ïîòîêà: äëÿêðûëà êîíå÷íîãî óäëèíåíèÿ â íåñæèìàåìîé æèäêîñòè è êðûëà áåñêîíå÷íîãî óäëè-íåíèÿ â äîçâóêîâîì ïîòîêå. Ïðåäëîæåííûå ìîäåëè ó÷èòûâàþò äâèæåíèÿ êðûëàêàê òâåðäîãî òåëà. Íà îñíîâå ìåòîäà äèñêðåòíûõ îñîáåííîñòåé è äèñêðåòèçàöèèíåñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà ïî âðåìåíè ðàçðàáîòàíà ÷èñëåííàÿ ñõåìà äëÿ âû÷èñëå-íèÿ ïåðåõîäíûõ õàðàêòåðèñòèê.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðåõîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà, çàäà÷à Âàãíåðà, óäëèíåíèå êðû-ëà, ýêðàí, äèñêðåòíûå âèõðè, äîçâóêîâîé ïîòîê.ÂâåäåíèåÎïðåäåëåíèå íåñòàöèîíàðíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë íà äâèæóùèõñÿ òåëàõ íåîáõîäè-ìî ïðè èçó÷åíèè äèíàìèêè è óñòîé÷èâîñòè òåë è ðåøåíèè çàäà÷ îïòèìèçàöèè è óïðàâëå-íèÿ äâèæåíèåì. Äâèæåíèå êðûëüåâ èëè êðûëüåâûõ ñèñòåì âáëèçè ãðàíèöû ïðîèçâîëü-íîé �îðìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíûé íåóñòàíîâèâøèéñÿ ïðîöåññ. Òå÷åíèå âîêðóãêðûëà â îáùåì ñëó÷àå èìååò òðåõìåðíóþ ñòðóêòóðó. Â ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêå õîðîøîèçâåñòåí ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ îáùèõ íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ, îñíîâàííûé íà èñ-ïîëüçîâàíèè òàê íàçûâàåìûõ ïåðåõîäíûõ õàðàêòåðèñòèê. Ïåðåõîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêàäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ïðèïåðåõîäå îò îäíîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå. Òàêîé ïåðåõîä ìîæíî ìîäåëèðî-âàòü, çàäàâàÿ ñèñòåìå âîçìóùåíèå âõîäíîãî ñèãíàëà â âèäå �ñòóïåíüêè� èëè åäèíè÷íîé�óíêöèè Õåâèñàéäà. Â òåîðèè ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ [1℄ îáû÷íî ñ ïî-ìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïî âðåìåíè ñòðîèòñÿ ïåðåäàòî÷íàÿ �óíêöèÿ W (s), ïîêîòîðîé çàòåì ïîëó÷àþò ïåðåõîäíóþ õàðàêòåðèñòèêó ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî ïðåîáðàçî-âàíèÿ Ëàïëàñà

h (t) = L−1

[

W (s)

s

]

(t) .Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî âðåìåíè èñïîëüçîâàëîñü ïðè ïîëó÷åíèè ý��åêòèâíîãîðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ äëÿ óïðóãèõ ñðåä â ðàáîòàõ [2, 3℄. Îäíàêî äëÿ ðÿäà çà-äà÷ íåñòàöèîíàðíîé òåîðèè êðûëà ìîæíî ïîñòðîèòü ïåðåõîäíûå õàðàêòåðèñòèêè íåïî-ñðåäñòâåííî êàê �óíêöèè âðåìåíè, íå ïðèáåãàÿ ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ëàïëàñà. Ïðèìåíåíè-åì äèñêðåòèçàöèè âî âðåìåíè íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ðåêóððåíòíîñâÿçàííûõ çàäà÷ ñòàöèîíàðíîãî òèïà, ñêîñ ïîòîêà â êàæäîé èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿïðåäûñòîðèåé äâèæåíèÿ. �åøåíèå çàäà÷è ïðîñòðàíñòâåííîãî îáòåêàíèÿ êðûëà îãðàíè-÷åííûì ïîòîêîì äàæå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûå ìàòåìàòè-÷åñêèå òðóäíîñòè. �àñøèðåíèå òèïîâ ãåîìåòðè÷åñêèõ �îðì êðûëüåâ, ïðèìåíÿåìûõ íà86



Ïåðåõîäíûå õàðàêòåðèñòèêè ìàññèâíîãî òîíêîãî êðûëà... 87ïðàêòèêå, óñòàíîâëåíèå íà íèõ ñðåäñòâ ìåõàíèçàöèè è óïðàâëÿåìûõ ýëåìåíòîâ ïîòðå-áîâàëî îòêàçà îò ìîäåëè �íåñóùåé ëèíèè� è ïåðåõîäà ê ìîäåëè �íåñóùåé ïîâåðõíîñòè�,êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò äâóìåðíîå ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå. Åñëè ðåøåíèåîäíîìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæåò ñóùåñòâåííîîïèðàòüñÿ íà �îðìóëû îáðàùåíèÿ èíòåãðàëà òèïà Êîøè, òî â ñëó÷àå äâóìåðíûõ ñèí-ãóëÿðíûõ óðàâíåíèé òî÷íûå ðåøåíèÿ îòñóòñòâóþò, áîëåå òîãî, êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ åùåíå ðàçðàáîòàíà ñ íåîáõîäèìîé ñòåïåíüþ ïîëíîòû. Íàèáîëåå èñïîëüçóåìûì ïðèáëèæåí-íûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ íåñóùåé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä äèñ-êðåòíûõ âèõðåé, ïîëó÷èâøèé øèðîêîå ðàçâèòèå â òðóäàõ íàó÷íîé øêîëû Ñ.Ì. Áåëîöåð-êîâñêîãî. Ìåòîä äèñêðåòíûõ îñîáåííîñòåé ðàññ÷èòàí íà èñïîëüçîâàíèå âîçìîæíîñòåéñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ è äîïóñêàåò ðàñïðîñòðàíåíèå íà íåñòàöèîíàðíûå è ñæèìàå-ìûå òå÷åíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå íà ïðèìåðå äâóõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ äëÿ ìàññèâíîãîêðûëà â îãðàíè÷åííîì ïîòîêå (äâèæåíèå êðûëà êîíå÷íîãî ðàçìàõà â íåñæèìàåìîé æèä-êîñòè è áåñêîíå÷íîãî ðàçìàõà â äîçâóêîâîì ïîòîêå) íà îñíîâå âèõðåâîé òåîðèè êðûëà èñëåäà ïîëó÷åíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè â âèäå èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñèíãóëÿðíîñòè ÿäåð, ðàçðàáîòàíû ÷èñëåííûå ñõåìû ðàñ÷åòà.1. Äâèæåíèå ìàññèâíîãî òîíêîãî êðûëà êîíå÷íîãî ðàçìàõàâ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè âáëèçè ýêðàíàÍåñóùàÿ ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íî òîíêóþ ñëàáîèçîãíóòóþ ïëàñòèí-êó, ðàñïîëîæåííóþ íà ðàññòîÿíèè h îò òâåðäîé ïëîñêîé ãðàíèöû, îãðàíè÷èâàþùåé áåç-âèõðåâîé ïîòîê èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Èññëåäóåì âîçìóùåííîå òå÷åíèåæèäêîñòè ïðè ìãíîâåííîì èçìåíåíèè âåðòèêàëüíîé ñêîðîñòè òî÷åê êðûëà. Â ëèòåðàòó-ðå òàêàÿ çàäà÷à èçâåñòíà êàê çàäà÷à Âàãíåðà [4℄. Åå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿíà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà
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, z = 0, (x, y) ∈ Sp, (1)ãäå H(t) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà, v0 � àìïëèòóäà êèíåìàòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé, v∞ �ñêîðîñòü íàáåãàþùåãî ïîòîêà;� îòñóòñòâèå ïåðåïàäà äàâëåíèÿ â âèõðåâîì ñëåäå çà êðûëîì
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, z = 0, (x, y) ∈ Wp,è íà áîêîâûõ êðîìêàõ êðûëà;� íåïðîòåêàíèå òâåðäîãî ýêðàíà
∂ϕ

∂z
= 0, z = −h, ∀x, ∀y,



88 Å.Ï. Ëóêàùèêè íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
ϕ (x, y, z, 0) =

∂ϕ

∂t
(x, y, z, 0) = 0.Â òåêñòå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ: Sp : {|x| ≤ a, |y| ≤ b} � ïðîåêöèÿ ïðÿìîóãîëü-íîãî êðûëà íà ïëîñêîñòü XOY , Wp : {|x| > a, |y| ≤ b} � ïðîåêöèÿ âèõðåâîãî ñëåäà íàïëîñêîñòü XOY , a � ïîëóõîðäà, b � ïîëóðàçìàõ êðûëà.Êðàåâîå óñëîâèå (1) âêëþ÷àåò ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ êðûëà êàê òâåðäîãî òåëà: f (t) �ñìåùåíèå öåíòðà ìàññ, α (t) � óãîë ïîâîðîòà êðûëà îòíîñèòåëüíî îñè, ïåðïåíäèêóëÿð-íîé ñêîðîñòè ïîòîêà è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, β (t) �óãîë êðåíà.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ f , α è β çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êðûëà êàêòâåðäîãî òåëà
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d2f

dt2
= P +Q0,
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d2α

dt2
= My −My0 −M0

y ,

Jx

d2β

dt2
= Mx −Mx0 −M0

x (2)ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
f (0) =

df

dt
(0) = α (0) =

dα

dt
(0) = β (0) =

dβ

dt
(0) = 0.Çäåñü M∗ � ìàññà êðûëà; Jy è Jx � ìîìåíòû èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñåé OY è OX ;

P � ãëàâíûé âåêòîð ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë ðåàêöèè; My � ìîìåíò òàíãàæà, Mx �ìîìåíò êðåíà; Q0 � ãëàâíûé âåêòîð âíåøíèõ ñèë äèíàìè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ, My0,
Mx0 � ãëàâíûå ìîìåíòû âíåøíèõ ñèë îòíîñèòåëüíî îñåé OY è OX ; M0

y , M0
x � âíåøíèåìîìåíòíûå ïàðû. Äëÿ ýòèõ âåëè÷èí ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

P =

∫∫

Sp

(p− − p+) dξdη, Q0 =

∫∫

Sp

q0 (ξ, η) dξdη,

My =

∫∫

Sp

ξ (p− − p+) dξdη, Mx =

∫∫

Sp

η (p− − p+) dξdη,

My0 =

∫∫

Sp

ξq0 (ξ, η) dξdη, Mx0 =

∫∫

Sp

ηq0 (ξ, η) dξdη, (3)ãäå q0 (x, y) � ïîâåðõíîñòíîå íàïðÿæåíèå âíåøíèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèë.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçîâîãî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ìàññèâíîãî êðûëà íàä ýêðàíîì âîñ-ïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé [5℄, ñîãëàñíî êîòîðîìó âîçäåé-ñòâèå íà âîçìóùåííûé ïîòîê æèäêîñòè òîíêîãî êðûëà ìîæíî çàìåíèòü âîçäåéñòâèåìñèñòåìû π-îáðàçíûõ âèõðåé, íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûõ ïî ïîâåðõíîñòè êðûëà è ìî-äåëèðóþùèõ â êàæäîé åå òî÷êå íåîáõîäèìûé ñêà÷îê äàâëåíèÿ. Òàêèå âèõðè íàçûâàþòïðèñîåäèíåííûìè.



Ïåðåõîäíûå õàðàêòåðèñòèêè ìàññèâíîãî òîíêîãî êðûëà... 89Ýëåìåíòàðíûé π-âèõðü ñîñòîèò èç äâóõ áåñêîíå÷íî äëèííûõ âèõðåâûõ íèòåé åäè-íè÷íîé èíòåíñèâíîñòè, íî ðàçíîãî çíàêà, ïðîõîäÿùèõ ïàðàëëåëüíî îñè OX íà áåñêî-íå÷íî ìàëîì óäàëåíèè äðóã îò äðóãà è ñîåäèíÿþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé áåñêîíå÷íî ìàëûìîòðåçêîì âèõðåâîé íèòè òàêæå åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòè [6℄.Ïîòåíöèàë ýëåìåíòàðíîãî π-âèõðÿ ñ âåðøèíîé â òî÷êå (ξ, η, ς) îïðåäåëÿåòñÿ êàê èí-òåãðàë ïîòåíöèàëîâ äèïîëåé, ðàñïîëîæåííûõ âäîëü áåñêîíå÷íîé íèòè
ϕπ (x, ξ, y, η, z, ς) =

1

4π

∞
∫

ξ

(z − ς)
√

(x− λ)2 + (y − η)2 + (z − ς)2
dλ =

=
1

4π

(z − ς)

(z − ς)2 + (y − η)2



1 +
(x− ξ)

√

(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ς)2



 .Íàëè÷èå îïîðíîé ïîâåðõíîñòè ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ïîëÿ ñêîðîñòåé, ñîçäàííîãîâèõðåì, ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì áåçãðàíè÷íîé æèäêîñòè. Çàäà÷à îáòåêàíèÿ êðûëàíàä ïëîñêèì ýêðàíîì ìàòåìàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å îáòåêàíèÿ êðûëà è åãî çåð-êàëüíîãî îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýêðàíà â áåçãðàíè÷íîé æèäêîñòè, â ñèëó ÷åãî äëÿïîòåíöèàëà π-âèõðÿ íàä òâåðäûì ïëîñêèì ýêðàíîì èìååì âûðàæåíèå
ϕπh (x− ξ, y − η, z) = ϕπ (x, ξ, y, η, z, 0)− ϕπ (x, ξ, y, η, z,−2h) .Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåñòàöèîíàðíîñòü äâèæåíèÿ âîçíèêëà ñ ìîìåíòà t = 0. Èíòåí-ñèâíîñòü ïðèñîåäèíåííûõ π-âèõðåé γ (ξ, η, t), ìîäåëèðóþùèõ êðûëî, â ñèëó íåñòàöèî-íàðíîãî õàðàêòåðà îáòåêàíèÿ êðûëà ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Èçìåíåíèå èíòåíñèâíîñòèïî ñõåìå Áèðíáàóìà�Êþññíåðà [4℄ ñîïðîâîæäàåòñÿ âîçíèêíîâåíèåì ñâîáîäíûõ âèõðåé,âìåñòå ñ ÷àñòèöàìè æèäêîñòè ïåðåìåùàþùèõñÿ âíèç ïî ïîòîêó è îáðàçóþùèõ âèõðåâîéñëåä çà êðûëîì.Ïîòåíöèàë òå÷åíèÿ îêîëî íåñóùåé ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿåìûé êàê ïîòåíöèàë âñåéñèñòåìû óêàçàííûõ âèõðåé, âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

ϕ(x, y, z, t) =

∫∫

Sp

(γ(ξ, η, t)ϕπh(x− ξ, y − η, z)−

−

t
∫

0

∂γ

∂τ
(ξ, η, τ)ϕπh(x− ξ − t+ τ, y − η, z)dτ )ds. (4)Ïîòåíöèàë â �îðìå (4) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà è óñëîâèÿì â òî÷êàõ ñëåäàè ýêðàíà.Âåëè÷èíà ñêà÷êà äàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè êðûëà îïðåäåëÿåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ ïðè-ñîåäèíåííûõ âèõðåé

γ (ξ, η, t) =

[

1

v∞

∂ϕ

∂t
+

∂ϕ

∂x

]

−

+

=
p− − p+

ρv∞
,÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê (3) ÷åðåç

γ (ξ, η, t):
P (t) = ρv∞

∫∫

Sp

γ (ξ, η, t) ds,
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My (t) = ρv∞

∫∫

Sp

ξγ (ξ, η, t) ds,

Mx (t) = ρv∞

∫∫

Sp

ηγ (ξ, η, t) ds. (5)Óðàâíåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïðèñîåäèíåííûõ âèõðåé ïîëó÷èì èç óñëî-âèÿ íåïðîòåêàíèÿ íà êðûëå (1), èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà âîçìóùåííîãîòå÷åíèÿ âáëèçè ýêðàíà â âèäå (4) è ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê â âèäå (5) áåçó÷åòà âëèÿíèÿ âíåøíèõ ñèë:
∫∫

Sp

{

γ (ξ, η, t)R (x− ξ, y − η, h)−

t
∫

0

[

∂γ

∂τ
(ξ, η, τ)R (x− ξ − t+ τ, y − η, h) +

+ρv∞γ (ξ, η, τ)

(

1

M∗
+

xξ

Jy

+
yη

Jx

)]

dτ

}

ds = v0H

(

tv∞

a

)

, (6)ãäå R (x, y, h) � �óíêöèÿ âëèÿíèÿ âèõðÿ äëÿ ïëîñêîé òâåðäîé ãðàíèöû
R (x, y, h) =

∂ϕπh

∂z
(x, y, z)

∣

∣

∣

∣

z=0

.Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (6) äëÿ èíòåíñèâíîñòè ïðèñîåäèíåííûõ âèõðåé γ (ξ, η, t)ÿâëÿåòñÿ ãèïåðñèíãóëÿðíûì ïî ïåðåìåííîé âäîëü ðàçìàõà. Çíà÷åíèå èíòåãðàëà ñ òàêîéîñîáåííîñòüþ ïîíèìàþò â îáîáùåííîì ñìûñëå Àäàìàðà�Ìàíãëåðà [6℄:
b
∫

a

γ (η)

(y − η)2
dη = lim

ε→0







y−ε
∫

a

γ (η)

(y − η)2
dη +

b
∫

y+ε

γ (η)

(y − η)2
dη −

2γ (y)

ε







,÷òî ïîçâîëÿåò �îðìàëüíî ïðèìåíÿòü �îðìóëó Íüþòîíà�Ëåéáíèöà ê ãèïåðñèíãóëÿð-íûì èíòåãðàëàì.Ïîíèæåíèÿ îñîáåííîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè â óðàâíåíèè (6) ìîæíî äîáèòü-ñÿ, ïðèìåíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì âäîëü ðàçìàõà êðûëà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî γ (x, y, t)íà áîêîâûõ êðîìêàõ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå. Â ðåçóëüòà-òå ïîëó÷èì âòîðîé âàðèàíò óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïðèñîåäèíåííûõâèõðåé γ (x, y, t)

∫∫

Sp

{

∂γ

∂η
(ξ, η, t) k (x− ξ, y − η, h)−

t
∫

0

[

∂2γ

∂η∂τ
(ξ, η, τ) k (x− ξ − v∞ (t− τ) , y − η, h)+

+ρv∞η
∂γ

∂η
(ξ, η, τ)

(

1

M∗
+

xξ

Jy

+
yη

2Jx

)]

dτ

}

dξdη = −v0H

(

tv∞

a

)

, (x, y) ∈ Sp, (7)ãäå
k (x, y, h) =

1

4π

{

1

y

(

1 +

√

x2 + y2

x

)

−
y

4h2 + y2
−
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−

xy (8h2 + x2 + y2)
√

x2 + y2 + 4h2 [4h2 (4h2 + x2 + y2) + x2y2]

}

.Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü âèõðåâîé èíòåíñèâíîñòè ñ ïåðåïàäîì ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî äàâëå-íèÿ, îïðåäåëÿåì, ÷òî èñêîìàÿ �óíêöèÿ g(x, y, t) =
∂γ(x, y, t)

∂y
êîíå÷íà íà âûõîäíîéêðîìêå è â òî÷êàõ ñðåäèííîé õîðäû, à íà áîêîâûõ è ïåðåäíåé êðîìêàõ êðûëà ìîæåòèìåòü èíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü. Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà óðàâíåíèÿ (7) ìîæíîèñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè [7℄.Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (7) ïðèìåì â êà÷åñòâå áàçîâîãî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ìàñ-ñèâíîãî òîíêîãî êðûëà âáëèçè ýêðàíà.Âîñïîëüçîâàâøèñü òî÷íûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé äèíàìèêè (2), ïîëó÷èì âûðàæå-íèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòèê êðûëà êàê òâåðäîãî òåëà

f (t) =
ρv∞

M∗

t
∫

0

(t− τ ) dτ

∫∫

Sp

γ (ξ, η, τ) dsp =
−ρv∞

M∗

t
∫

0

(t− τ) dτ

∫∫

Sp

η
∂γ (ξ, η, τ)

∂η
dsp,

α (t) =
ρv∞

Jy

t
∫

0

(t− τ) dτ

∫∫

Sp

ξγ (ξ, η, τ) dsp =
−ρv∞

Jy

t
∫

0

(t− τ) dτ

∫∫

Sp

ξη
∂γ (ξ, η, τ)

∂η
dsp,

β (t) =
ρv∞

Jx

t
∫

0

(t− τ) dτ

∫∫

Sp

ηγ (ξ, η, τ) dsp =

=
−ρv∞

2Jx

t
∫

0

(t− τ) dτ

∫∫

Sp

η2
∂γ (ξ, η, τ)

∂η
dsp. (8)Äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî êðûëà âåðíû ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ (h0 � ìàëàÿ òîëùèíà,

ρ0 � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà êðûëà):
M∗ = ρ0h0 · 4ab, Jy = ρ0h0 ·

4a3b

3
, Jx = ρ0h0 ·

4ab3

3
.Ââåäåì áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû

γ̄ =
γ

v∞
, x̄ =

x

a
, ȳ =

y

b
, λ =

b

a
, t̄ =

at

v∞
, m̄ =

ρ0h0

ρa
, h̄ =

h

a
, v̄0 =

v0

v∞è çàïèøåì óðàâíåíèå (7) â áåçðàçìåðíîì âèäå
∫∫

Sp

{

∂γ

∂η
(ξ, η, t) k (x− ξ, λ (y − η) , h)−

−

t
∫

0

[

∂2γ

∂η∂τ
(ξ, η, τ) k (x− ξ − (t− τ ) , λ (y − η) , h)+

+
1

4m
η
∂γ

∂η
(ξ, η, τ)

(

1 + 3xξ +
3yη

2

)]

dτ

}

dξdη = −v0H(t). (9)



92 Å.Ï. ËóêàùèêÂ óðàâíåíèè (9) ÷åðòî÷êè íàä áåçðàçìåðíûìè âåëè÷èíàìè îïóùåíû. Â äàëüíåéøåì
Sp :

{

−1 < x < 1,
−1 < y < 1.Êîý��èöèåíòû ïîäîáèÿ íà îñíîâå áåçðàçìåðíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9) îïðåäåëÿþòñÿïî ñëåäóþùèì �îðìóëàì:� êîý��èöèåíò ïîäúåìíîé ñèëû

Cz (t) =
P

ρ
v2
∞

2
S

=
1

2

∫∫

Sp

γ (ξ, η, t) ds = −
1

2

∫∫

Sp

η
∂γ (ξ, η, t)

∂η
ds,� êîý��èöèåíò ìîìåíòà òàíãàæà

Cmy (t) =
My

ρ
v2
∞

2
S2a

=
1

4

∫∫

Sp

ξγ (ξ, η, t) ds = −
1

4

∫∫

Sp

ξη
∂γ (ξ, η, t)

∂η
ds,� êîý��èöèåíò ìîìåíòà êðåíà

Cmx (t) =
Mx

ρ
v2
∞

2
S2b

=
1

4

∫∫

Sp

ηγ (ξ, η, t) ds = −
1

8

∫∫

Sp

η2
∂γ (ξ, η, t)

∂η
ds,ãäå S � ïëîùàäü êðûëà,� îòíîñèòåëüíûå ïåðåìåùåíèÿ öåíòðà ìàññ êðûëà

f̄ =
f

a
=

1

m

t
∫

0

(t− τ ) dτ

∫∫

Sp

γ (ξ, η, τ) dsp =
−1

m

t
∫

0

(t− τ) dτ

∫∫

Sp

η
∂γ (ξ, η, τ)

∂η
ds,� óãîë òàíãàæà

α (t) =
3

4m

t
∫

0

(t− τ ) dτ

∫∫

Sp

ξγ (ξ, η, τ) dsp =
−3

4m

t
∫

0

(t− τ ) dτ

∫∫

Sp

ξη
∂γ (ξ, η, τ)

∂η
ds,� óãîë êðåíà

β (t) =
3

4λm

t
∫

0

(t− τ ) dτ

∫∫

Sp

ηγ (ξ, η, τ) dsp =
−3

8λm

t
∫

0

(t− τ ) dτ

∫∫

Sp

η2
∂γ (ξ, η, τ)

∂η
ds. (10)Â ðåçóëüòàòå äèñêðåòèçàöèè íåñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà âî âðåìåíè íåñòàöèîíàðíóþçàäà÷ó (9) ñâåäåì ê ðÿäó ðåêóððåíòíî ñâÿçàííûõ ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ [8℄:

∫∫

Sp

g (ξ, η, tr)

[

R (x, ξ, y, η, h, λ, r, r)−
∆t

4m
η

(

1 + 3xξ +
3yη

2

)]

dξdη = −v0H(t)−

−

∫∫

Sp

r−1
∑

k=1

g (ξ, η, tk)

[

R (x, ξ, y, η, h, λ, r, k)−
∆t

4m
η

(

1 + 3xξ +
3yη

2

)]

dξdη, (11)
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R (x, ξ, y, η, h, λ, r, k) =

= k (x− ξ − (tr − tk) , λ (y − η) , h)− k (x− ξ − (tr − tk−1) , λ (y − η) , h) .Äëÿ êàæäîãî ðàñ÷åòíîãî ìîìåíòà âðåìåíè tr äâóìåðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (11)ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîé ñõåìû èñïîëüçóåòñÿ êëàññè÷åñêèé ìå-òîä äèñêðåòíûõ âèõðåé [5℄. Ïîâåðõíîñòü êðûëà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîóãîëüíûõýëåìåíòîâ, äëÿ ýòîãî ðàçìàõ êðûëà ðàçáèâàåì ðàâíîìåðíî íà 2M ÷àñòåé, à õîðäó íà 2N÷àñòåé. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÿäðîì Êîøè äëÿ êëàññà ðå-øåíèé, íåîãðàíè÷åííûõ íà îäíîì êîíöå èíòåðâàëà è êîíå÷íûõ íà äðóãîì, ý��åêòèâíîéÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ äèñêðåòíàÿ ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ ïðèñîåäèíåííûõ âèõðåé (ξj, ην) èêîíòðîëüíûõ òî÷åê (xi, yµ), â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ:
ξj = −1 +

1

N

(

j −
3

4

)

, xi = −1 +
1

N

(

i−
1

4

)

, i, j = 1, 2N,

ην =
1

M

(

ν −
1

4

)

, yµ =
1

M

(

µ−
3

4

)

, ν, µ = 1,M.Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íåñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà, âûçâàííîãî ìãíîâåííûì èçìåíå-íèåì âåðòèêàëüíîé ñêîðîñòè òî÷åê êðûëà, ïðè âû÷èñëåíèÿõ ó÷èòûâàåòñÿ ñâîéñòâî àí-òèñèììåòðè÷íîñòè �óíêöèè g(x, y, t) ïî ðàçìàõó.Øàã ïî âðåìåíè âûáèðàåòñÿ òàêèì, ÷òîáû ïðè ïåðåõîäå îò ïðåäûäóùåãî ðàñ÷åòíîãîìîìåíòà ê ïîñëåäóþùåìó ñâîáîäíûå âèõðè ïðîõîäèëè ïóòü, ðàâíûé ðàññòîÿíèþ ìåæäóïðèñîåäèíåííûìè âèõðÿìè.Ïî èçëîæåííîé ñõåìå ðàññ÷èòàíû ïåðåõîäíûå õàðàêòåðèñòèêè ìàññèâíîãî êðûëà êî-íå÷íîãî óäëèíåíèÿ â îãðàíè÷åííîì ïîòîêå. Äëÿ çíà÷èòåëüíûõ âåëè÷èí îòíîñèòåëüíîéìàññû êðûëà óäëèíåíèÿ λ = 4 íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ãðàíèöû è ïðè h = 0.2ðàñ÷åòû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [9℄. Ó÷åò ìàññû êðûëà ïðèâîäèòà á

�èñ. 1. Âëèÿíèå âûñîòû ïîëåòà ìàññèâíîãî êðûëà (à) è ìàññû êðûëà âáëèçè ãðàíèöû (á) íàïîäúåìíóþ ñèëó



94 Å.Ï. Ëóêàùèêê ïîÿâëåíèþ íåìîíîòîííîñòè äëÿ ïåðåõîäíûõ õàðàêòåðèñòèê, ÷òî ïîêàçûâàþò çàâèñè-ìîñòè, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 1. Â ðàáîòå [10℄ îòìå÷àåòñÿ àíàëîãè÷íûé õàðàêòåð èçìå-íåíèÿ âî âðåìåíè ïåðåõîäíûõ õàðàêòåðèñòèê ìàññèâíîãî êðûëà â áåçãðàíè÷íîì ïîòîêå,ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå àïïðîêñèìàöèè àýðîäèíàìè÷åñêèõ �óíêöèé ýêñïîíåíòàìè.2. Íåñòàöèîíàðíîå îáòåêàíèå ìàññèâíîãî êðûëà áåñêîíå÷íîãîóäëèíåíèÿ îãðàíè÷åííûì ïîòîêîì ñæèìàåìîé æèäêîñòèÍåñóùèé ïðî�èëü, ðàñïîëîæåííûé íà âûñîòå h îò ïëîñêîãî ýêðàíà, îáòåêàåòñÿ ïîòî-êîì ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ïîòåíöèàëà âîçìóùåííîé ñêîðîñòè äîçâóêîâîãî ïîòîêà â ïîäâèæ-íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
(

1−M2
) ∂2ϕ

∂x2
+

∂2ϕ

∂z2
=

1

c2
∂2ϕ

∂t2
+

2M
c

∂2ϕ

∂x∂t
, (12)ãäå c � ñêîðîñòü çâóêà, M =

V∞ñ � ÷èñëî Ìàõà íàáåãàþùåãî ïîòîêà.Êðàåâûå óñëîâèÿ íà ïðî�èëå, òâåðäîì ýêðàíå, âèõðåâîì ñëåäå è íà÷àëüíûå óñëî-âèÿ èäåíòè÷íû óñëîâèÿì çàäà÷è äëÿ êðûëà êîíå÷íîãî ðàçìàõà â îãðàíè÷åííîì ïîòîêåíåñæèìàåìîé æèäêîñòè, ðàññìîòðåííîé â ðàçäåëå 1.Äâèæåíèå ïðî�èëÿ êàê òâåðäîãî òåëà áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ âíåøíèõ ñèë îïèñûâàåòñÿóðàâíåíèÿìè
M∗

d2f

dt2
= P, Jy

d2α

dt2
= My.Â áåçðàçìåðíîì âèäå (çà åäèíèöó äëèíû âûáðàíà ïîëóõîðäà ïðî�èëÿ a, çà åäèíèöóñêîðîñòè � v∞) óðàâíåíèå (12) ïðèìåò âèä

(

1−M2
) ∂2ϕ

∂x2
+

∂2ϕ

∂z2
= M2∂

2ϕ

∂t2
+ 2M2 ∂2ϕ

∂x∂t
. (13)Óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ â òî÷êàõ ïðî�èëÿ ñëåäóþùåå:

∂ϕ

∂z
= v0H(t) +

df

dt
+ x

dα

dt
, z = 0, −1 ≤ x ≤ 1.Âëèÿíèå ïðî�èëÿ íà ïîòîê çàìåíÿåì âëèÿíèåì ñèñòåìû ïðèñîåäèíåííûõ âèõðåé,ðàñïîëîæåííûõ íà ïðî�èëå. Èíòåíñèâíîñòü ïðèñîåäèíåííûõ âèõðåé îïðåäåëÿåò ïåðå-ïàä äàâëåíèÿ íà ïðî�èëå

γ (x, t) =
[p− (x, t)− p+ (x, t)]

ρv∞
.Â ñèëó íåñòàöèîíàðíîñòè òå÷åíèÿ èçìåíåíèå èíòåíñèâíîñòè ïðèñîåäèíåííûõ âèõðåéâûçûâàåò ïîÿâëåíèå ñâîáîäíûõ âèõðåé, ñíîñèìûõ îñíîâíûì ïîòîêîì âíèç ïî òå÷åíèþ.Ïîòåíöèàë ñêîðîñòè âîçìóùåíèé, èíäóöèðîâàííûõ â äîçâóêîâîé àêóñòè÷åñêîé ñðåäåâèõðåâîé ñèñòåìîé, ñîñòîÿùåé èç ïðèñîåäèíåííîãî âèõðÿ â òî÷êå (ξ, η) è ñëåäà çà íèì,îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

ϕ
0
(x, ξ, z, η, t) =



Ïåðåõîäíûå õàðàêòåðèñòèêè ìàññèâíîãî òîíêîãî êðûëà... 95
=

1

2π

t
∫

0

∂γ (ξ, τ)

∂τ
arctg

(z − η)
√

(t− τ)2 −M2
[

(x− ξ − t+ τ )2 + (z − η)2
]

(y − η)2 + (x− ξ) (x− ξ − t + τ)
dτ.Ïðèíöèï çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ, î êîòîðîì óïîìèíàëîñü â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ïîç-âîëèò âûïîëíèòü óñëîâèå íà òâåðäîì ýêðàíå. Ïîòåíöèàë ñêîðîñòè äëÿ îãðàíè÷åííîãîïîòîêà áóäåò èìåòü âèä

ϕh (x, ξ, z, t) = ϕ
0
(x, ξ, z, 0, t)− ϕ

0
(x, ξ, z,−2h, t) .Òàêèì îáðàçîì, ïîòåíöèàë ñêîðîñòè äëÿ âñåé âèõðåâîé ñèñòåìû, âêëþ÷àÿ îòðàæåí-íóþ, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

ϕ (x, z, t) =
1

2π

+1
∫

−1

dξ

t
∫

0

∂γ (ξ, τ)

∂τ



arctg
z

√

(t− τ )2 −M2
[

(x− ξ − t + τ)2 + z2
]

z2 + (x− ξ) (x− ξ − t+ τ )
−

− arctg
(z + 2h)

√

(t− τ )2 −M2
[

(x− ξ − t+ τ )2 + (z + 2h)2
]

(z + 2h)2 + (x− ξ) (x− ξ − t+ τ)



 dτ,ïîäñòàíîâêà êîòîðîãî â óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ ïðî�èëÿ ïðèâîäèò ê èíòåãðî-äè��åðåí-öèàëüíîìó óðàâíåíèþ
1

2π

+1
∫

−1

dξ

t
∫

0

∂γ (ξ, τ)

∂τ
k (x− ξ, t− τ ) dτ = v0H(t) +

1

2m

t
∫

0

dτ

+1
∫

−1

γ (ξ, τ) (1 + 3xξ) dξ, (14)ãäå
k (x, t) = k1 (x, t)− k2 (x, t) , k1 (x, t) =

√

t2 −M2 (x− t)2

x (x− t)
,

k2 (x, t) =

=
(x (x− t) + 4H2)

(

t2 −M2
[

(x− t)2+ 4H2
]

− 4M2H2
)

− 8H2
(

t2 −M2
[

(x− t)2+ 4H2
])

[

(x (x− t) + 4H2)2 + 4H2
(

t2 −M2
[

(x− t)2 + 4H2
])]

√

t2 −M2
[

(x− t)2 + 4H2
]

.Íà îñíîâå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (14) ìîæíî îïðåäåëèòü íåñòàöèîíàðíûå áåçðàçìåðíûåõàðàêòåðèñòèêè ìàññèâíîãî ïðî�èëÿ â îãðàíè÷åííîì äîçâóêîâîì ïîòîêå ïî �îðìóëàì
Cy (t) =

1
∫

−1

γ (ξ, t) dξ, Cmy (t) =
1

2

1
∫

−1

ξγ (ξ, t) dξ,

f (t) =
1

2m

t
∫

0

(t− τ)

1
∫

−1

γ (ξ, τ) dξdτ, α (t) =
3

2m

t
∫

0

(t− τ)

1
∫

−1

ξγ (ξ, τ) dξdτ.Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) ïðîâåäåì äèñêðåòèçàöèþ íåñòàöèîíàðíîãîïðîöåññà ïî âðåìåíè. �àçîáüåì ïðîìåæóòîê âðåìåíè t, â òå÷åíèå êîòîðîãî ïðîèñõîäèò
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû (à) è êîý��èöèåíòà ìîìåíòà òàíãàæà (á)îò áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè; h = 0.2, M = 0.5èçìåíåíèå êèíåìàòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, íà ðàâíûå èíòåðâàëû ∆t. Íåïðåðûâíîå èçìå-íåíèå èíòåíñèâíîñòè γ (x, t) çàìåíèì ñòóïåí÷àòûì. Â ñèëó òàêîé çàìåíû îáðàçîâàíèåñâîáîäíûõ âèõðåé áóäåò ïðîèñõîäèòü òàêæå â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïðîèçâîä-íóþ ∂γ (x, t)

∂t
àïïðîêñèìèðóåì êîíå÷íîé ðàçíîñòüþ

∂γ (x, tl)

∂t
=

γ (x, tl)− γ (x, tl−1)

∆t
, l = 1, ..., r.Ó÷èòûâàÿ íóëåâîå çíà÷åíèå γ (x, t) ïðè t = 0, òàêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (14) ñâåäåì ê ñèñòåìå ðåêóððåíòíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-íåíèé

+1
∫

−1

γ (ξ, tr)
[

k (x− ξ, tr − tr−1)−
π

m
∆t · (1 + 3xξ)

]

dξ =2πv0H(t)+

+

+1
∫

−1

r−1
∑

l=1

γ (ξ, tl)
[

k (x− ξ, tr − tl)− k (x− ξ, tr − tl−1) +
π

m
∆t · (1 + 3xξ)

]

dξ. (15)×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (15) âûïîëíÿëîñü íà îñíîâå ìåòîäà äèñêðåòíûõ âèõðåé [5℄.Âûáîð óçëîâ ξj è òî÷åê êîëëîêàöèè xi îïðåäåëÿëñÿ ïîâåäåíèåì èñêîìîé �óíêöèè γ(x, t)íà êðîìêàõ ïðî�èëÿ. Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü èíòåíñèâíîñòè ïðèñîåäèíåííûõ âèõðåé ñ ïåðå-ïàäîì äàâëåíèÿ, èìååì, ÷òî èñêîìàÿ �óíêöèÿ γ(x, t) ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé íà ïå-ðåäíåé êðîìêå è êîíå÷íîé íà âûõîäíîé êðîìêå êðûëà. Äëÿ äàííîãî êëàññà ðåøåíèéý��åêòèâíîé áóäåò ñëåäóþùàÿ äèñêðåòíàÿ ñõåìà:
ξj = −1 +

1

N

(

j −
3

4

)

, xi = −1 +
1

N

(

i−
1

4

)

, i, j = 1, 2N.Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî âëèÿíèå ìàññû êðûëà íà ïîâåäåíèå âî âðåìåíè êîý��èöèåíòàïîäúåìíîé ñèëû Cy è êîý��èöèåíòà ìîìåíòà òàíãàæà Cmy (M= 0.5, h = 0.2).Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ îòíîñèòåëüíîé ìàññû ðåøåíèå ïðèáëèæàåòñÿ ê ðåçóëüòà-òàì ðàáîòû [11℄, ïîëó÷åííûì äëÿ äîçâóêîâîãî ïîòîêà áåç ó÷åòà äâèæåíèé êðûëà êàêòâåðäîãî òåëà.



Ïåðåõîäíûå õàðàêòåðèñòèêè ìàññèâíîãî òîíêîãî êðûëà... 97Çàêëþ÷åíèå�ÿä çàäà÷ äèíàìèêè ñâÿçàí ñ äåòàëüíûì èçó÷åíèåì ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿ-ùèõ ïðè äâèæåíèè ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ â ñïëîøíîé ñðåäå.Äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè îíè â îñíîâíîì ðåøàëèñü äàæå äëÿ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíå-íèé ñ ïðèâëå÷åíèåì äîïîëíèòåëüíûõ ãèïîòåç, îáû÷íî ñòàöèîíàðíîñòè èëè ãàðìîíè÷-íîñòè. Áëèçîñòü ãðàíèöû ïîòîêà ïîâûøàåò çíà÷èìîñòü èññëåäîâàíèé ïî îïðåäåëåíèþðåàêöèè êðûëà íà ðåçêèå âîçìóùåíèÿ ïîòîêà, íàïðèìåð, âåðòèêàëüíûå ïîðûâû âåòðàèëè óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ, à òàêæå íà áûñòðûå îòêëîíåíèÿ ðóëåâûõ ïîâåðõíîñòåé,ïàðèðóþùèå óêàçàííûå âîçäåéñòâèÿ, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü òðåáóåò óòî÷íåíèÿ èñïîëüçó-åìûõ â èññëåäîâàíèÿõ ìåòîäèê. Â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ õàðàêòåðçàïàçäûâàíèÿ ïðèðàùåíèÿ ïîäúåìíîé ñèëû ïî îòíîøåíèþ ê ìãíîâåííîìó èçìåíåíèþêèíåìàòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, âûçâàííûõ, íàïðèìåð, âðàùåíèåì ðóëÿ, ÷òî óêàçûâàåò íàñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Âàãíåðà äëÿ ìàññèâíîãî êðûëà â îãðàíè÷åí-íîì ïîòîêå. Íà áàçå ðåøåíèÿ çàäà÷è î åäèíè÷íîì ñòóïåí÷àòîì âî âðåìåíè âîçäåéñòâèè,ïîëó÷åííîãî â äàííîé ðàáîòå, ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Äþàìåëÿ ìîæíî ïåðåéòè è ê ïðî-èçâîëüíûì çàâèñèìîñòÿì îò âðåìåíè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ïîïîâ Å.Ï. Òåîðèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ. Ì.:Íàóêà, 1989. 304 ñ.[2℄ Âîðîâè÷ È.È., Áàáåøêî Â.À., Ïðÿõèíà Î.Ä. Äèíàìèêà ìàññèâíûõ òåë è ðåçîíàíñ-íûå ÿâëåíèÿ â äå�îðìèðóåìûõ ñðåäàõ. Ì.: Íàó÷íûé ìèð, 1999. 247 ñ.[3℄ Áàáåøêî Â.À., �ëóøêîâ Å.Â., Çèí÷åíêî Æ.Ô. Äèíàìèêà íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíî-óïðóãèõ ñðåä. Ì.: Íàóêà, 1989. 345 ñ.[4℄ Íåêðàñîâ À.È. Òåîðèÿ êðûëà â íåñòàöèîíàðíîì ïîòîêå. Ì.: Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑ�, 1947.258 ñ.[5℄ Áåëîöåðêîâñêèé Ñ.Ì., Ñêðèïà÷ Á.Ê., Òàáà÷íèêîâ Â.�. Êðûëî â íåñòàöèîíàðíîìïîòîêå ãàçà. Ì.: Íàóêà, 1971. 768 ñ.[6℄ Ýøëè Õ., Ëýíäàë Ì. Àýðîäèíàìèêà êðûëüåâ è êîðïóñîâ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ. Ì.:Ìàøèíîñòðîåíèå, 1969. 318 ñ.[7℄ �àõîâ Ô.Ä. Êðàåâûå çàäà÷è. Ì.: Íàóêà, 1972. 640 ñ.[8℄ Ëóêàùèê Å.Ï. Àïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ êðûëüåâ íàä ïëîñêîé òâåðäîé ãðàíèöåé //Ñàìîëåòîñòðîåíèå. Òåõíèêà âîçäóøíîãî �ëîòà. Õàðüêîâ: Âûùà øêîëà, 1988. Ñ. 14�20.[9℄ �óð-Ìèëüíåð Ñ.È. ×èñëåííûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ àýðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ äâè-æóùåãîñÿ âáëèçè çåìëè êðûëà ïðîèçâîëüíîé �îðìû â ïëàíå // Òðóäû ËÊÈ. 1977.Âûï. 115. C. 41�46.[10℄ Áåëîöåðêîâñêèé Ñ.Ì., Êî÷åòêîâ Þ.À., Òîìøèí Â.Ê. Äèíàìèêà äâèæåíèÿ òåëàïðè ó÷åòå íåñòàöèîíàðíîñòè îáòåêàíèÿ //Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà. 1974. � 3. Ñ. 35�43.[11℄ Å�ðåìîâ È.È., Ëèïîâàí Ï.Ñ., Ëóêàùèê Å.Ï. Ïåðåõîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïîäúåì-íîé ñèëû ïðè àïåðèîäè÷åñêîì îáòåêàíèè òîíêîãî ïðî�èëÿ îãðàíè÷åííûì ñæèìàåìûìïîòîêîì // Ýêîëîãè÷åñêèé âåñòíèê íàó÷íûõ öåíòðîâ ×ÝÑ. 2008. � 4. Ñ. 51�57.Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 25 ìàÿ 2010 ã.,ñ äîðàáîòêè � 14 îêòÿáðÿ 2010 ã.


