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Ìîäåëèðîâàíèå íà÷àëüíîé ñòàäèèîòðûâíîãî îáòåêàíèÿ ðàçîìêíóòîãî êîíòóðàìåòîäîì äèñêðåòíûõ âèõðåéÄ.Í. �îðåëîâÎìñêèé �èëèàë Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ �ÀÍ, �îññèÿe-mail: gorelov�ofim.ossbras.ruÀ.È. �îâîðîâàÎìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, �îññèÿe-mail: govorovaai�mail.ruÂ íåëèíåéíîé òåîðèè êðûëà â ïëîñêîì íåñòàöèîíàðíîì ïîòîêå îäíîé èç íåðå-øåííûõ ïðîáëåì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è â íà÷àëüíîé ñòàäèè äâèæåíèÿ êðûëà.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíî ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû äëÿ îòðûâíîãî îáòåêà-íèÿ ðàçîìêíóòîãî êîíòóðà â ðàìêàõ ìîäåëè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ èíòåãðîäè�-�åðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Íîâûìè ýëåìåí-òàìè â ïîñòàíîâêå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûå äè��åðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿâ òî÷êàõ ñõîäà âèõðåâûõ ñëåäîâ ñ êîíòóðà è óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè âèõðåâûõ ñëî-åâ, ìîäåëèðóþùèõ êîíòóð è âèõðåâûå ñëåäû, â òåõ æå òî÷êàõ. Ââåäåíèå ýòèõ óñëî-âèé ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü íåëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò ñâîáîä-íûõ äèñêðåòíûõ âèõðåé, ñõîäÿùèõ ñ êðîìîê êîíòóðà â ðàññìàòðèâàåìûå ìîìåí-òû âðåìåíè. Ïîñòðîåíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîãî ìîìåíòàâðåìåíè, ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ðàñ÷åòà êîîðäèíàò ñâîáîäíûõ äèñêðåòíûõ âèõðåé,ñêîðîñòè ñõîäà è èíòåíñèâíîñòè âèõðåé, ñõîäÿùèõ ñ êîíòóðà â âèõðåâûå ñëåäû.Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ çàäà÷è îòðûâíîãî îáòåêàíèÿïëàñòèíêè, íà÷àâøåé äâèæåíèå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à, îòðûâíîå îáòåêàíèå êîí-òóðà, âèõðåâûå ñëåäû, ìåòîä äèñêðåòíûõ âèõðåé.Çàäà÷à íåñòàöèîíàðíîãî îòðûâíîãî îáòåêàíèÿ ðàçîìêíóòîãî êîíòóðà ðåøàëàñü ìíî-ãèìè àâòîðàìè. �ëàâíîé åå îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííàÿ íåëèíåéíîñòü òå÷å-íèÿ æèäêîñòè âáëèçè êðîìîê êîíòóðà â íà÷àëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà íà÷èíà-þò �îðìèðîâàòüñÿ âèõðåâûå ñëåäû. Äëÿ íåêîòîðûõ ìîäåëüíûõ òå÷åíèé áûëà èçó÷åíààñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè (ñì., íàïðè-ìåð, [1, 2℄). Íî îñíîâíûì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé îñòàåòñÿ ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò.Â èçâåñòíûõ àëãîðèòìàõ ðåøåíèÿ âèõðåâûå ñëåäû ìîäåëèðóþòñÿ ñèñòåìîé ñâîáîäíûõäèñêðåòíûõ âèõðåé, à çàäà÷à Êîøè ðåøàåòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ïðîöåäóðû ïîøàãîâîéäèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè. Ïðè ýòîì îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò ñâîáîäíûõ âèõðåé, ñõîäÿ-ùèõ ñ êðîìîê êîíòóðà â íà÷àëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè, îñòàåòñÿ ïðîáëåìîé ñ ñåðåäèíûÕÕ âåêà. Îáû÷íî ýòè êîîðäèíàòû çàäàþòñÿ àïðèîðíî. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíàëãîðèòì, êîòîðûé äàåò ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ íà÷àëüíîé ñòàäèè îòðûâíîãî îáòåêàíèÿêîíòóðà, âêëþ÷àÿ îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò ñâîáîäíûõ äèñêðåòíûõ âèõðåé.24



Ìîäåëèðîâàíèå íà÷àëüíîé ñòàäèè îòðûâíîãî îáòåêàíèÿ... 251. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìîòðèì íåëèíåéíóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó íåñòàöèîíàðíîãî îòðûâíîãî îáòåêà-íèÿ ðàçîìêíóòîãî ãëàäêîãî êîíòóðà L, íà÷àâøåãî äâèæåíèå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ âèäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò 0xy, ñâÿçàííîé ñ êîíòóðîì L,ñêîðîñòü æèäêîñòè â áåñêîíå÷íîì óäàëåíèè îò êîíòóðà L ðàâíà v(t) = 0 äëÿ t ≤ 0 è
v(t) = v∞ äëÿ t > 0. Â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè t > 0 öèðêóëÿöèÿñêîðîñòè Γ(t) âîêðóã êîíòóðà L ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ñ êðîìîêêîíòóðà (òî÷êè A, B) íà÷èíàþò ñõîäèòü âèõðåâûå ñëåäû Lw1, Lw2 (ðèñ. 1). �ðàíèöàìèîáëàñòè òå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà z = ∞, z = x + iy, êîíòóð Lè âèõðåâûå ñëåäû Lwj(t), êîòîðûå ýâîëþöèîíèðóþò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè t. Ñëåäóÿ [3℄,íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ êîìïëåêñíîé ñêîðîñòè v̄(z, t) ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâà-íà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âíå êîíòóðà L è âèõðåâûõ ñëåäîâ Lwj, j = 1, 2, êîìïëåêñíàÿñêîðîñòü ïðåäñòàâèìà â âèäå
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z − zwj(σ, t)
, (1)ãäå ζ(s, t) ∈ L; zwj(σ, t) ∈ Lwj(t); s, σ � äóãîâûå êîîðäèíàòû (sA = s∗1 = 0, sB = s∗2 = l,

zw1(0, t) = zA, zw2(0, t) = zB); l � äëèíà êîíòóðà L; γ(s, t), γwj(σ, t) � èíòåíñèâíîñòèâèõðåâûõ ñëîåâ, ìîäåëèðóþùèõ êîíòóðû L, Lwj .Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 êîìïëåêñíàÿ ñêîðîñòü v̄(z, 0) = 0, öèðêóëÿöèÿñêîðîñòè Γ(0) = 0, à âèõðåâûå ñëåäû îòñóòñòâóþò. �ðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ÿâëÿþòñÿ:çàòóõàíèå âîçìóùåííûõ ñêîðîñòåé â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå (âûðàæåíèå (1) óäî-âëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ), óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ æèäêîñòè ÷åðåç êîíòóð L (â òî÷êàõ
z ∈ L)
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= 0 (2)è óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè äàâëåíèÿ è íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè æèäêîñòèíà Lwj. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà Lwj âûïîëíÿþòñÿ ïðè ñâîáîäíîì ïåðåìåùåíèè òî÷êè
zwj ∈ Lwj âìåñòå ñ æèäêîñòüþ. Ýòî èìååò ìåñòî, åñëè êîìïëåêñíàÿ êîîðäèíàòà zwj(σ, t)âèõðÿ, ñîøåäøåãî ñ òî÷êè z∗j êîíòóðà L (z∗1 = zA, z∗2 = zB) â íåêîòîðûé ìîìåíòâðåìåíè τ (0 ≤ τ < t), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè
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26 Ä.Í. �îðåëîâ, À.È. �îâîðîâà
d

dt
z̄wj(σ, t) = v̄(zwj(σ, t), t), z̄wj(0, τ) = z̄∗j(τ), τ ∈ [0, t), v̄(z, 0) = 0. (3)Çäåñü v̄(zwj(σ, t), t) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (1), â êîòîðîé ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëû ïîêîíòóðàì Lwj(t) ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè. Ê ñîîòíîøåíèÿì(1)�(3) ñëåäóåò äîáàâèòü óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà ñóììàðíîé öèðêóëÿöèè ñêîðîñòè ïî êîí-òóðàì L, Lw1, Lw2 (òåîðåìà Êåëüâèíà î ïîñòîÿíñòâå öèðêóëÿöèè ñêîðîñòè ïî çàìêíóòîìóæèäêîìó êîíòóðó):

d

dt

[

Γ(t) +
2

∑

j=1

Γwj(t)

]

= 0, Γ(t) =

∫

L

γ(s, t)ds, Γwj(t) =

∫

Lwj

γwj(σ, t)dσ. (4)Êðîìå òîãî, áóäåì òðåáîâàòü îãðàíè÷åííîñòü êîìïëåêñíîé ñêîðîñòè â êðîìêàõ êîí-òóðà L (ïîñòóëàò Æóêîâñêîãî) è â êîíöåâûõ òî÷êàõ âèõðåâûõ ñëåäîâ. Ïîñòóëàò Æó-êîâñêîãî âûïîëíÿåòñÿ ïðè óñëîâèÿõ ñõîäà âèõðåâûõ ñëåäîâ ñ êðîìîê ïî êàñàòåëüíîé ê
L è íåïðåðûâíîñòè âèõðåâîãî ñëîÿ â òî÷êàõ ñõîäà:

γ(s∗j, t) = γwj(0, t), j = 1, 2, s∗1 = 0, s∗2 = l. (5)Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(5) â îáùåì ñëó÷àå íå èìååò àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ çàäà÷è òàêîãî òèïà îáû÷íî ðåøàþò ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäó-ðû äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè è ìîäåëèðîâàíèÿ âèõðåâûõ ñëåäîâ ñèñòåìîé ñâîáîäíûõäèñêðåòíûõ âèõðåé, ïåðåìåùàþùèõñÿ âìåñòå ñ æèäêîñòüþ [4�9℄. Ýòî ïîçâîëÿåò ñâåñòèèñõîäíóþ íåëèíåéíóþ çàäà÷ó ñ íåèçâåñòíûìè ãðàíèöàìè, çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè, êïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ â �èêñèðîâàííûõ îáëàñòÿõ äëÿ ðÿäà çíà-÷åíèé âðåìåíè t1, ..., tn.Ïåðåõîä îò îäíîãî çíà÷åíèÿ âðåìåíè ê äðóãîìó òðåáóåò äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ðå-øåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò t. Ýòî, êàê ïðàâèëî, èìååò ìåñòî äëÿ tn, n > 2. Îäíàêî íà ïåð-âûõ øàãàõ, îñîáåííî äëÿ t1, èñõîäíàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü íàñòîëüêîíåëèíåéíîé, ÷òî åå ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ ïðîáëåìàòè÷íûì.Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà ðåøåíèÿ èñõîäíîé íåëèíåéíîé çà-äà÷è äëÿ íà÷àëüíîé ñòàäèè îáòåêàíèÿ êîíòóðà, âêëþ÷àÿ îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò ñâîáîä-íûõ äèñêðåòíûõ âèõðåé è îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê îòðûâíîãî íåñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿâ òî÷êàõ ñõîäà âèõðåâûõ ñëåäîâ ñ êîíòóðà.2. Îáùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿÂ ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì äèñêðåòíûõ âèõðåé [4, 7℄ êîíòóð L ìîäåëèðóåì ñèñòåìîé äèñ-êðåòíûõ âèõðåé Γm(t), m = 1, ..., N , ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êàõ zm ∈ L, à âèõðåâûå ñëåäû
Lwj(tn), ñîøåäøèå ñ êîíòóðà L çà âðåìÿ tn, ìîäåëèðóåì ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåìîé ñâî-áîäíûõ äèñêðåòíûõ âèõðåé Γj

wk, k = 1, ..., n, j = 1, 2, êîòîðûå â ìîìåíò âðåìåíè tn íàõî-äÿòñÿ â òî÷êàõ zjwk(tn). Âåëè÷èíû Γj
wk îïðåäåëÿþò ñóììàðíóþ èíòåíñèâíîñòü ýëåìåíòà

∆Lj
wk(t) âèõðåâîãî ñëåäà Lwj, ñîøåäøåãî ñ êîíòóðà L çà âðåìÿ ∆tk = tk − tk−1. Ýòîòýëåìåíò äå�îðìèðóåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, íî åãî ñóììàðíàÿ èíòåíñèâíîñòü îñòàåòñÿïîñòîÿííîé. Ïðè òàêîì ìîäåëèðîâàíèè êîíòóðà L è âèõðåâûõ ñëåäîâ �îðìóëà (1) äëÿêîìïëåêñíîé ñêîðîñòè v̄(z, t) ïðèíèìàåò âèä

v̄(z, t) = v̄∞ +
1

2πi

N
∑

m=1

Γm(t)

z − zm
+

1

2πi

2
∑

j=1

n
∑

k=1

Γj
wk

z − zjwk(t)
. (6)



Ìîäåëèðîâàíèå íà÷àëüíîé ñòàäèè îòðûâíîãî îáòåêàíèÿ... 27Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (2) íåïðîòåêàíèÿ æèäêîñòè ÷åðåç êîíòóð L â N + 1êîíòðîëüíûõ òî÷êàõ z0p ∈ L, p = 1, ..., N + 1, ïîëàãàÿ z01 = z∗1, z0,N+1 = z∗2, à äèñêðåò-íûå âèõðè Γm ðàçìåñòèì ìåæäó êîíòðîëüíûìè òî÷êàìè. Òîãäà äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè tnïîëó÷èì ñèñòåìó èç N + 1 óðàâíåíèé (p = 1, ..., N + 1):
Im{eiθ(z0p,tn)[v̄∞ +

1

2πi

N
∑

m=1

Γm(tn)

z0p − zm
+

1

2πi

2
∑

j=1

n
∑

k=1

Γj
wk

z0p − zjwk(tn)
]} = 0. (7)Óñëîâèå (4) ïîñòîÿíñòâà ñóììàðíîé öèðêóëÿöèè ñêîðîñòè ïî êîíòóðàì L, Lw1, Lw2 ìîæ-íî çàïèñàòü â âèäå

N
∑

m=1

[Γm(tn)− Γm(tn−1)] +
2

∑

j=1

Γj
wn = 0. (8)Èñêîìûìè âåëè÷èíàìè â ñèñòåìå N + 2 óðàâíåíèé (7), (8) ÿâëÿþòñÿ: èíòåíñèâíîñòèäèñêðåòíûõ âèõðåé Γm(tn), m = 1, ..., N , íà êîíòóðå L, èíòåíñèâíîñòè ñâîáîäíûõ äèñ-êðåòíûõ âèõðåé Γj

wn, j = 1, 2, è êîîðäèíàòû âñåõ ñâîáîäíûõ äèñêðåòíûõ âèõðåé â ìî-ìåíò âðåìåíè tn. Íî óðàâíåíèÿ (7), (8) ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòü òîëüêî èíòåíñèâíîñòèäèñêðåòíûõ âèõðåé Γm(tn), Γj
wn ïðè óñëîâèè, ÷òî êîîðäèíàòû ñâîáîäíûõ âèõðåé Γj

wnèçâåñòíû.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (6)�(8) ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ïðè ðåøåíèè çà-äà÷ íåñòàöèîíàðíîãî îáòåêàíèÿ ðàçîìêíóòîãî êîíòóðà ìåòîäîì äèñêðåòíûõ âèõðåé. Âèçâåñòíûõ àëãîðèòìàõ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðî-öåäóðû. Äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t1 çàäàþòñÿ êîîðäèíàòû zjw1(t1) ñâîáîäíûõ âèõðåé Γj
w1,ïîñëå ÷åãî ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (7), (8) îïðåäåëÿþòñÿ èíòåíñèâíîñòè äèñêðåò-íûõ âèõðåé Γm(t1) íà êîíòóðå L è ñâîáîäíûõ äèñêðåòíûõ âèõðåé Γj

w1. Çàòåì ïî �îðìóëå(6) ïðîâîäèòñÿ ðàñ÷åò ñêîðîñòè æèäêîñòè â òî÷êàõ zjw1(t1), íà îñíîâå êîòîðîãî ñ ïîìî-ùüþ óðàâíåíèÿ (3) âû÷èñëÿþòñÿ íîâûå êîîðäèíàòû âèõðåé Γj
w1 â ìîìåíò âðåìåíè t2.Â äàëüíåéøåì äëÿ tn, n ≥ 2, ðàñ÷åò âåäåòñÿ ïî òîìó æå àëãîðèòìó, âêëþ÷àÿ çàäàíèåêîîðäèíàò zjwn(tn) ñâîáîäíûõ âèõðåé Γj

wn, ñõîäÿùèõ ñ êîíòóðà L. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãîìîìåíòà âðåìåíè tn, n ≥ 2, èíòåíñèâíîñòè ñâîáîäíûõ âèõðåé Γj
wk, k = 1, ..., n − 1, èç-âåñòíû èç ðåøåíèÿ çàäà÷è â ïðåäûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè, à èõ êîîðäèíàòû â ìîìåíòâðåìåíè tn îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3).Òàêèì îáðàçîì, â èçâåñòíûõ àëãîðèòìàõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàñ-ñà çàäà÷ êîîðäèíàòû ñâîáîäíûõ âèõðåé Γj

wn â ìîìåíò âðåìåíè tn íå îïðåäåëÿþòñÿ, àçàäàþòñÿ àïðèîðíî.3. �åøåíèå çàäà÷è â íà÷àëüíûå ìîìåíòû âðåìåíèÄëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò ñâîáîäíûõ äèñêðåòíûõ âèõðåé, ñõîäÿùèõ ñ êîíòóðà â ìî-ìåíòû âðåìåíè tn, ê �îðìóëàì (6)�(8) íåîáõîäèìî äîáàâèòü íîâûå íåçàâèñèìûå óðàâ-íåíèÿ, â êà÷åñòâå êîòîðûõ âûáåðåì ñîîòíîøåíèÿ
d

dt
Γwj(t)− γwj(0, t)wj(t) = 0, j = 1, 2, (9)è óñëîâèÿ (5), êîòîðûå èìåþò ìåñòî â òî÷êàõ ñõîäà âèõðåâûõ ñëåäîâ ñ êîíòóðà L [3℄.Çäåñü wj(t) � ñêîðîñòü ñõîäà âèõðåâîãî ñëåäà Lwj ñ L.



28 Ä.Í. �îðåëîâ, À.È. �îâîðîâàÓñëîâèÿ (5), (9) çàïèñàíû äëÿ íåïðåðûâíîãî âèõðåâîãî ñëîÿ, ìîäåëèðóþùåãî êîíòóð
L è âèõðåâûå ñëåäû Lwj. Ñèñòåìà æå óðàâíåíèé (6)�(8) ïîñòðîåíà äëÿ îïðåäåëåíèÿ èí-òåíñèâíîñòåé äèñêðåòíûõ âèõðåé Γm(t) è Γj

wn, îïðåäåëÿþùèõ ñóììàðíûå èíòåíñèâíîñòèâèõðåâûõ ñëîåâ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàõ êîíòóðîâ L è Lwj. Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷å-íèÿ åäèíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòåé äèñêðåòíûõ âèõðåé èêîîðäèíàò zjwk(t), êîòîðûå âõîäÿò â �îðìóëó (6), íåîáõîäèìî �óíêöèè γ(s∗j , t), γwj(0, t),
wj(t) è Γwj(t) ïðåäñòàâèòü ÷åðåç èíòåíñèâíîñòè äèñêðåòíûõ âèõðåé Γm, Γj

wn.Ïðåäâàðèòåëüíî èññëåäóåì àñèìïòîòèêó ðàññìàòðèâàåìûõ �óíêöèé â ìàëûõ îêðåñò-íîñòÿõ òî÷åê z∗j (êîíöîâ êîíòóðà L) è íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè, ïîëàãàÿ t ∈ [0, t1].Êîìïëåêñíàÿ ñêîðîñòü, èíäóöèðóåìàÿ ýëåìåíòîì âèõðåâîãî ñëåäà ∆Lj
w1(t), îïðåäåëÿ-åòñÿ èíòåãðàëîì Êîøè (1). Â êëàññå �óíêöèé, îãðàíè÷åííûõ íà êîíöàõ ðàçîìêíóòîãîêîíòóðà, ïëîòíîñòü ýòîãî èíòåãðàëà (�óíêöèÿ γwj(σ, t)) äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ íàêîíöå êîíòóðà ∆Lj

w1(t) ñ ïîðÿäêîì óáûâàíèÿ [1− σ/lwj(t)]
1/2, σ ∈ [0, lwj(t)], ãäå lwj(t) �äëèíà ýëåìåíòà ∆Lj

w1(t). Ýòî ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, èç �îðìóë îáðàùåíèÿ èíòåãðàëàòèïà èíòåãðàëà Êîøè [10℄.Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîâåäåíèåì èíòåíñèâíîñòè âèõðåâîãî ñëîÿ â êîíöå ñëåäà �óíê-öèÿ γwj(σ, t) íà ýëåìåíòå ∆Lj
w1(t) â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìåíÿåòñÿ ïî ïàðàáîëè÷åñêîìóçàêîíó:

γwj(σ, t) = γwj(0, t)[1− σ/lwj(t)]
1/2, σ ∈ [0, lwj(t)], t ∈ [0, t1]. (10)Â ýòîì ñëó÷àå öèðêóëÿöèÿ ñêîðîñòè ïî ýëåìåíòó ∆Lj

w1(t)

Γwj(t) =

∫

Lwj

γwj(σ, t)dσ =
2

3
γwj(0, t)lwj(t), Lwj = ∆Lj

w1. (11)Äè��åðåíöèðóÿ (11) ïî t, èìååì
dΓwj

dt
=

2

3

[

lwj(t)
d

dt
γwj(0, t) + γwj(0, t)

d

dt
lwj(t)

]

. (12)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ t ∈ [0, t1] äëèíà lwj(t) ýëåìåíòà ∆Lj
w1(t) èçìåíÿåòñÿ òîëüêî çàñ÷åò ñõîäà âèõðåâîãî ñëîÿ ñ êîíòóðà L, à ñêîðîñòü ñõîäà ïðè ýòîì îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé:

dlwj

dt
= wj, wj = onst. (13)Èç (9)�(13) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ t ∈ [0, t1]

lwj(t) = wjt,
dΓwj

dt
= 2wjt

dγwj

dt
. (14)Ñðàâíèâàÿ (14) ñ (9), ïðèäåì ê óðàâíåíèþ 2dγwj/γwj = dt/t, ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿ-åòñÿ γwj(0, t) = C

√
t, C = onst.Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðè ïàðàáîëè÷åñêîì çàêîíå(9) èçìåíåíèÿ èíòåíñèâíîñòè âèõðåâîãî ñëîÿ íà ýëåìåíòå ∆Lj

w1(t) è wj(t) = onst äëÿ
t ∈ [0, t1]

lwj = wjt, γwj(0, t) = C
√
t, Γwj =

2

3
Cwjt

3/2,
dΓwj

dt
=

3

2
Γwj/t. (15)



Ìîäåëèðîâàíèå íà÷àëüíîé ñòàäèè îòðûâíîãî îáòåêàíèÿ... 29Âûðàæåíèÿ (15) îïðåäåëÿþò àñèìïòîòèêó ñîîòâåòñòâóþùèõ �óíêöèé â îêðåñòíîñòèíà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t ∈ [0, t1].Òåì æå ïóòåì ìîæíî èññëåäîâàòü àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ âáëèçè êðîìîê êîíòóðà
L äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè t ∈ [tn−1, tn], n ≥ 2. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòü âèõðåâîãîñëåäà γwj(σ, t) íà ýëåìåíòå ∆Lj

wn(t) ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò çíà÷åíèÿ γwj(0, t), ÷òî ïîçâîëÿåòïîëàãàòü
γwj(σ, t) = γwj(0, t), σ ∈ [0, lwj(t)], t ∈ [tn−1, tn].Òîãäà àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ (15) ïåðåõîäÿò â ñëåäóþùåå:

wj = onst, lwj = wj(t− tn−1), γwj(0, t) = γ(s∗j , t), Γwj = γwj(0, t)wj(t− tn−1),

dΓwj

dt
= Γwj/(t− tn−1), t ∈ [tn−1, tn]. (16)Âåðíåìñÿ ê óñëîâèÿì (5), (9), ðàññìîòðèâàÿ èõ â ìîìåíò âðåìåíè t1. Èç (15) ñëåäóåò,÷òî dΓwj/dt = 3/2 Γj

w1/∆t. Ñêîðîñòü ñõîäà wj(t1) âèõðåé â ñëåä îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé(6) êàê ïðîåêöèÿ âåêòîðà îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè æèäêîñòè íà êàñàòåëüíûå ê êîíòó-ðó L â òî÷êàõ zA, zB. Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè âèõðåâîãî ñëîÿ (5) â êðîìêàõ êîíòóðà
L ïîçâîëÿåò çàìåíèòü γwj(0, t1) íà �óíêöèþ γ(s∗j , t1), êîòîðóþ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåçäèñêðåòíûå âèõðè Γm(t1), ïðèìåíÿÿ ïîäõîäÿùóþ èíòåðïîëÿöèîííóþ �îðìóëó. Â ÷àñò-íîñòè, ïðè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè �óíêöèè γ(s) âáëèçè êîíöîâ êîíòóðà L ìîæíî îãðà-íè÷èòüñÿ �îðìóëàìè γw1(0, t1) = γ(s∗1, t1) = Γ1(t1)/∆, γw2(0, t1) = γ(s∗2, t1) = ΓN(t1)/∆,ãäå ∆ = l/N . Â ðåçóëüòàòå âñå âåëè÷èíû â (9) îêàçûâàþòñÿ çàâèñÿùèìè òîëüêî îò èí-òåíñèâíîñòè äèñêðåòíûõ âèõðåé Γ1(t1), ...,ΓN(t1) è Γ1

w1, Γ2
w1. Ïðè çàäàííîì ïîëîæåíèèñâîáîäíûõ âèõðåé Γ1

w1, Γ2
w1 èíòåíñèâíîñòè âñåõ ýòèõ âèõðåé îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèåìóðàâíåíèé (7), (8), íî ïðè ýòîì óñëîâèÿ (13) áóäóò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî ïðè íåêîòîðûõçíà÷åíèÿõ êîîðäèíàò z1w1, z2w1, ÿâëÿþùèõñÿ èñêîìûìè âåëè÷èíàìè â ðàññìàòðèâàåìîéçàäà÷å.Ïîñòðîèì àëãîðèòì ðàñ÷åòà êîîðäèíàò ñâîáîäíîãî äèñêðåòíîãî âèõðÿ Γj

w1, ïðè êî-òîðûõ ìîãóò áûòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ çàäà÷è (5)�(9). Ïðåäñòàâèì èñêîìûå êîîðäè-íàòû z1w1, z
2
w1 â âèäå

zjw1 = z∗j + (−1)jeiθ∗jζwj,

ζwj = ξwj + iηwj = (δ1j + iδ2j)∆, j = 1, 2, ∆ = l/N, (17)ãäå θ∗j � çíà÷åíèÿ óãëà θ â êîíöàõ êîíòóðà L, à áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû δ1j , δ2j îïðå-äåëÿþò êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû ζwj âèõðÿ Γj
w1 â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξwj, ηwj (ðèñ. 2).Èç (17) ñëåäóåò, ÷òî êàæäîé ïàðå âåëè÷èí δ1j , δ2j ñîîòâåòñòâóþò ñâîè êîìïëåêñíûå êî-îðäèíàòû zjw1 ñâîáîäíûõ âèõðåé, ñõîäÿùèõ ñ êîíòóðà L çà âðåìÿ ∆t. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè

6

-

ηj

0 ξj

∆Lj
w1(t1)

Γj
w1

ξwj ∆wj

ηwj t

�èñ. 2. Ìîäåëèðîâàíèå ýëåìåíòà ∆Lj
w1(t1) âèõðåâîãî ñëåäà äèñêðåòíûì âèõðåì



30 Ä.Í. �îðåëîâ, À.È. �îâîðîâàêîîðäèíàòû â óðàâíåíèÿ (7) è ðåøàÿ äàííûå óðàâíåíèÿ ñîâìåñòíî ñ (8), îïðåäåëèì èí-òåíñèâíîñòè äèñêðåòíûõ âèõðåé Γ1(t1), ...,ΓN(t1) è Γ1
w1,Γ

2
w1, ïîñëå ÷åãî ñ ïîìîùüþ (6)âû÷èñëèì ñêîðîñòè ñõîäà wj(t1) ñ êîíòóðà L. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò âû-÷èñëèòü �óíêöèè

fj(δ1j , δ2j) = µΓj
w1 − wj(t1)γ(s∗j , t1)∆t1, j = 1, 2, µ = 3/2. (18)Ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ δ1j , δ2j �óíêöèè fj(δ1j, δ2j) 6= 0 è îïðåäåëÿþò â ïðè-íÿòîì ïðèáëèæåíèè íåâÿçêó ñîîòíîøåíèé (9). Ïóñòü ïàðà âåëè÷èí δ1j , δ2j îáðàùàåò�óíêöèþ fj â íîëü. Òîãäà ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ èì êîîðäèíàòàõ zjw1 ñâîáîäíûõ äèñ-êðåòíûõ âèõðåé çàäà÷à îòðûâíîãî îáòåêàíèÿ êîíòóðà ðåøàåòñÿ ñ âûïîëíåíèåì âñåõïîñòàâëåííûõ óñëîâèé (5)�(9).Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò ñâîáîäíûõ âèõðåé, ñõîäÿùèõ ñ êîí-òóðà L çà âðåìÿ ∆t = t1, ñâåëàñü ê ðàñ÷åòó êîðíåé íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (18). Àíàëî-ãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñíûõ êîîðäè-íàò z1wn, z2wn äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè tn, n ≥ 2, íî ïðè ýòîì â ñîîòâåòñòâèè ñ (16)êîý��èöèåíò µ â �îðìóëå (18) äîëæåí áûòü ðàâåí µ = 1.4. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíòÏðåäëîæåííûé àëãîðèòì áûë ïðèìåíåí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îòðûâíîãî íåñòàöèîíàð-íîãî îáòåêàíèÿ ïëàñòèíêè, íà÷àâøåé äâèæåíèå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ èç ñîñòîÿíèÿïîêîÿ. Ïëàñòèíêà áûëà óñòàíîâëåíà ïîä óãëîì Θ = 90◦ ê âåêòîðó ñêîðîñòè v∞. Øàã ïîâðåìåíè âûáèðàëñÿ ðàâíûì ∆t = tn − tn−1 = T/N, T = l/|v∞|, N = 20.Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå fj(δ1j , δ2j) = 0 ðåøàëîñü ÷èñëåííî ïóòåì ïåðåáîðà ïåðåìåí-íûõ δ1j , δ2j â íåêîòîðîé çàäàííîé îáëàñòè ñ ó÷åòîì ãðàäèåíòà �óíêöèè fj ïî ýòèì ïå-ðåìåííûì. �àñ÷åò ïîêàçàë, ÷òî óðàâíåíèå fj(δ1j , δ2j) = 0 èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâîêîðíåé δ1j , δ2j , îïðåäåëÿþùèõ êîîðäèíàòû ñâîáîäíûõ âèõðåé, ñõîäÿùèõ ñ êîíòóðà L çàâðåìÿ ∆t. Êàæäîìó ïîëîæåíèþ ñâîáîäíûõ âèõðåé ñîîòâåòñòâóåò ñâîå ðåøåíèå. �åçóëü-òàòû ðàñ÷åòà áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàò δ1j , δ2j ñâîáîäíûõ âèõðåé, ñõîäÿùèõ ñ êîíòóðàâ ìîìåíòû âðåìåíè t1, t2, t3, è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñêîðîñòè ñõîäà âèõðåâûõ ñëåäîâ ñêîíòóðà ïîêàçàíû íà ðèñ. 3. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t1 âñå âîçìîæ-íûå çíà÷åíèÿ δ2j îêàçûâàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, òîãäà êàê â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòûâðåìåíè êîîðäèíàòà δ2j ìîæåò èìåòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâ-ëåíû äàííûå òîëüêî äëÿ δ2j ≥ 0, òàê êàê çíà÷åíèÿ δ2j < 0 â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷åîòðûâíîãî îáòåêàíèÿ ïëàñòèíêè íå èìåþò �èçè÷åñêîãî ñìûñëà.Òàêèì îáðàçîì, íåëèíåéíàÿ çàäà÷à (6)�(9) ìåòîäîì äèñêðåòíûõ âèõðåé èìååò áåñêî-íå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ïðîáëåìà âûäåëåíèÿ èç áåñêîíå÷-íîãî ìíîæåñòâà êîðíåé δ1j , δ2j óðàâíåíèÿ fj(δ1j, δ2j) = 0 òîé ïàðû çíà÷åíèé δ1j , δ2j , äëÿêîòîðîé ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èìååò �èçè÷åñêèé ñìûñë. Â îáùåì ñëó÷àåêàæäîìó çíà÷åíèþ δ1j ïðè δ1j ∈ (0, δ1∗) ñîîòâåòñòâóþò äâà çíà÷åíèÿ δ2j , íî ïðè δ1j = δ1∗îáà ýòè çíà÷åíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè δ2j = δ2∗. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðè

δ1j = δ1∗, δ2j = δ2∗ (19)ðåøåíèå çàäà÷è (6)�(9) ñòàíîâèòñÿ åäèíñòâåííûì è èìåþùèì �èçè÷åñêèé ñìûñë. Íàðèñ. 3 ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòàì (19), ïîêàçàíû òî÷êàìè.
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à á�èñ. 3. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàò δ1j , δ2j ñâîáîäíûõ äèñêðåòíûõ âèõðåé,ñõîäÿùèõ ñ êîíòóðà â ìîìåíòû âðåìåíè t1, t2, t3 (à), è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñêîðîñòè ñõîäàñëåäîâ ñ êîíòóðà (á)Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà êîîðäèíàò z2wn ñâîáîäíûõ äèñêðåòíûõâèõðåé (òî÷êè), ñõîäÿùèõ ñ âåðõíåé êðîìêè ïëàñòèíêè (j = 2), äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè
t1, ..., t5. Ïðèâåäåííûå äàííûå ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â ïåðâûå ìîìåíòû âðåìåíè,êîãäà ñëåä òîëüêî çàðîæäàåòñÿ, îñíîâíîå âëèÿíèå íà �îðìó ñëåäà îêàçûâàåò íàáåãàþ-ùèé ïîòîê. Íî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñëåä ðàñòåò è íà÷èíàåò æèòü ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òîïðîÿâëÿåòñÿ â åãî èíòåíñèâíîé ýâîëþöèè è â òåíäåíöèè ê ñêðó÷èâàíèþ. �àñ÷åò ïîêàçàë,÷òî íà÷àëüíûé ó÷àñòîê âèõðåâîãî ñëåäà, ïðèìûêàþùèé ê êðîìêå êîíòóðà, ïðàêòè÷åñêèíå äå�îðìèðóåòñÿ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü àëãîðèòì ðàñ÷åòà íåñòàöè-
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�èñ. 4. �àçâèòèå âèõðåâîãî ñëåäà, ñõîäÿùåãî ñ âåðõíåé êðîìêè ïëàñòèíêè, â íà÷àëüíûå ìî-ìåíòû âðåìåíè t1, t2, t3, t4, t5îíàðíîãî îòðûâíîãî îáòåêàíèÿ êîíòóðà, ïîëàãàÿ êîîðäèíàòû ñâîáîäíûõ âèõðåé Γj
wn,ñõîäÿùèõ ñ êîíòóðà â ìîìåíò âðåìåíè tn, n ≥ 2, çàäàííûìè (èç ðàñ÷åòà äëÿ t = t1).Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â èçâåñòíûõ àëãîðèòìàõ êîîðäèíàòû zjwn ñâîáîäíûõ âèõðåé

Γj
wn, ñõîäÿùèõ ñ êîíòóðà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè tn, çàäàþòñÿ àïðèîðíî. Íàèáîëåå ÷à-ñòî ñõîäÿùèå âèõðè ðàçìåùàþò ïî êàñàòåëüíîé ê êîíòóðó íà ðàññòîÿíèè ∆/2, ∆ = l/N ,îò êðîìêè. Â ïðåäñòàâëåííîì ïðèìåðå ýòîìó ïîëîæåíèþ íà ðèñ. 4 ñîîòâåòñòâóåò êðóæî-÷åê íà îñè îðäèíàò. Ïðè òàêîì çàäàíèè êîîðäèíàò ñõîäÿùèõ âèõðåé ñîîòíîøåíèÿ (9) íåâûïîëíÿþòñÿ, à ýâîëþöèÿ âèõðåâûõ ñëåäîâ áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò äàííûõ íà ðèñ. 4. Îöå-íèòü òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ïðè òàêîì çàäàíèèêîîðäèíàò zjwn òðóäíî. Äëÿ ýòîãî íóæíî ñðàâíèâàòü íå òîëüêî êèíåìàòè÷åñêóþ êàðòè-íó òå÷åíèÿ, íî è ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ðåàêöèè íà êîíòóð. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñàíàòîëüêî êèíåìàòèêà îòðûâíîãî íåñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ. �àñ÷åò ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ðå-àêöèé íà êîíòóð àâòîðû ïëàíèðóþò ïðîâåñòè â ñëåäóþùåé ðàáîòå.Çàêëþ÷åíèå�àçðàáîòàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé ñòàäèè îòðûâíîãî îáòåêàíèÿ ðàçîìêíóòîãîêîíòóðà ìåòîäîì äèñêðåòíûõ âèõðåé â ðàìêàõ íåëèíåéíîé òåîðèè êðûëà â íåñòàöèîíàð-íîì ïîòîêå, ïîçâîëÿþùèé ðåøàòü çàäà÷ó â ïîëíîì îáúåìå, âêëþ÷àÿ ðàñ÷åò êîîðäèíàòñâîáîäíûõ äèñêðåòíûõ âèõðåé, ñõîäÿùèõ ñ êîíòóðà. Òðàäèöèîííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷èáûëà äîïîëíåíà òðåáîâàíèåì âûïîëíåíèÿ â êðîìêàõ êîíòóðà äè��åðåíöèàëüíûõ ñî-îòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ öèêóëÿöèþ ñêîðîñòè âîêðóã âèõðåâîãî ñëåäà, èíòåíñèâíîñòüâèõðåé è ñêîðîñòü èõ ñõîäà ñ êîíòóðà. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïîñòðîåíà àñèìï-òîòèêà ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè, îïðåäåëåíû êîîðäèíàòûñâîáîäíûõ äèñêðåòíûõ âèõðåé è ëîêàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè òå÷åíèÿ. Óñòàíîâëåíî, ÷òîðàññìîòðåííàÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à äîïóñêàåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Ïðåäëî-æåí ñïîñîá âûäåëåíèÿ èç ýòîãî ìíîæåñòâà åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ.
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