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Âàðèàöèîííûå ïîäõîäû ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþäè��åðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèéÌ.Â. ÁóëàòîâÈíñòèòóò äèíàìèêè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÑÎ �ÀÍ, Èðêóòñê, �îññèÿe-mail: mvbul�i.ruÂ.Ê. �îðáóíîâ, Þ.Â. ÌàðòûíåíêîÓëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, �îññèÿe-mail: vkgorbunov�mail.ru, marj2005�yandex.ruÍãóåí Äèí ÊîíãÈíñòèòóò ìàòåìàòèêè Âüåòíàìñêîé Àêàäåìèè íàóê è òåõíîëîãèé, Õàíîée-mail: ndong�math.a.vnÈçëàãàþòñÿ äâà ìåòîäà ñïëàéíîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿäè��åðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïåðâûé � ìåòîä âàðèàöèîííûõñïëàéíîâ, ïðèìåíèìûé äëÿ íåÿâíûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé ñ ïðîèçâîëüíûì âûðîæäåíèåì ÿêîáèàíà ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ïðîèç-âîäíûõ, âòîðîé � âàðèàöèîííûé âàðèàíò ìåòîäà ñïëàéí-êîëëîêàöèè, â êîòîðîì÷èñëî êîëëîêàöèîííûõ óñëîâèé íåäîñòàòî÷íî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñïëàéíà è çàäà÷àïîñòðîåíèÿ ñïëàéíà äîîïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ìèíèìèçàöèè íîðìû ñïëàéíà â ñîîò-âåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: äè��åðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, âàðèàöèîííûåìåòîäû, ñïëàéíû, êîëëîêàöèÿ.ÂâåäåíèåÂ ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå îõâàòèëî ïðîáëåìû, �îðìàëè-çóåìûå ñèñòåìàìè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ), íåðàçðåøåí-íûìè (ÍÎÄÓ) îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ,

F (x′(t), x(t), t) = 0, t ∈ [t0, T ] , (1)ãäå x(t) ∈ Rn è F : D0 → D1, D0 ⊆ R2n+1, D1 ⊆ Rn. Ýòè ïðîáëåìû âîçíèêàþò â òåîðèèýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé, ìåõàíèêå (êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè),ÿäåðíîé ýíåðãåòèêå, îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè, à òàêæå â áèîëîãèè è äðóãèõ îáëàñòÿõåñòåñòâîçíàíèÿ [1℄. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì, êàê è äëÿ ÎÄÓ â íîðìàëüíîé �îðìå
x′(t) = f(x(t), t), (2)òàêæå åñòåñòâåííî íàêëàäûâàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

x(t0) = x0 (3)3



4 Ì.Â. Áóëàòîâ, Â.Ê. �îðáóíîâ, Þ.Â. Ìàðòûíåíêî, Íãóåí Äèí Êîíãèëè íåêîòîðûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Îäíàêî çäåñü çàäàíèå óñëîâèé äîëæíî áûòü îãðà-íè÷åííûì òàê, ÷òîáû ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñóùåñòâîâàëî.Íåðàçðåøåííîñòü ñèñòåìû (1) îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ x′ ìîæåò áûòü êàê ñëåä-ñòâèåì ñëîæíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîöåäóð êîíå÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ è òðàíñöåí-äåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, òàê è ñëåäñòâèåì âûðîæäåíèÿ ÿêîáèàíà
∂F (x′(t), x(t), t)

∂x′
(4)íà ðåøåíèÿõ (1). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñèñòåìà ÍÎÄÓ íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíî-àë-ãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè (ÄÀÓ). Ïîñòàíîâêà íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ òàêèõóðàâíåíèé òðåáóåò ó÷åòà ñòðóêòóðû âûðîæäåíèÿ ñèñòåìû (1).Â äàííîé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèíåéíûìè ÄÀÓ âèäà

F (x′(t), x(t), t) = A(t)x′(t) +B(t)x(t)− f(t) = 0, t ∈ [0, 1], (5)ãäå A(t), B(t) � (n × n)-ìàòðèöû, f(t) è x(t) � çàäàííàÿ è èñêîìàÿ n-ìåðíûå âåêòîð-�óíêöèè.Îïðåäåëåíèå [2℄. ÄÀÓ (5) èìååò ðåøåíèå òèïà Êîøè èíäåêñà r, åñëè ñóùå-ñòâóåò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
x(t, c) = Φ(t)c +

t
∫

0

K0(t, τ)f(τ)dτ +

r
∑

j=1

Kj(t)f
(j−1)(t), (6)ãäå Φ(t), K0(t, τ), Kj � (n × n)-ìàòðèöû, c ∈ Rn, rankΦ(t) = R = onst, ∀ t ∈ [0, 1],îáðàùàþùàÿ (5) â òîæäåñòâî, è íà ëþáîì ïîäîòðåçêå [α, β] ⊆ [0, 1] íåò ðåøåíèé,îòëè÷íûõ îò (6).Äè��åðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ èíäåêñà äâà è âûøå ïðèíÿòî íàçû-âàòü ÄÀÓ âûñîêîãî èíäåêñà. Äëÿ òàêèõ çàäà÷ ðÿä ðàçíîñòíûõ ñõåì, õîðîøî çàðåêîìåí-äîâàâøèõ ñåáÿ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè æåñòêèõ ÎÄÓ, ìîãóò ïîðîæäàòü íåóñòîé÷èâûåïðîöåññû èëè áûòü ïðèíöèïèàëüíî íåïðèìåíèìûìè â ñèëó âûðîæäåííîñòè ìàòðè÷íîãîïó÷êà λA(t) +B(t). Äëÿ èëëþñòðàöèè âûøåñêàçàííîãî ïðèâåäåì ïðèìåð.Ïðèìåð 1. Ñèñòåìà ÄÀÓ

(
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, t ∈ [0, 1], α 6= 1,èìååò ðåøåíèå òèïà Êîøè èíäåêñà äâà: x2 = (g′ − q)/(1 − α), x1 = g − tx2. Äëÿ íååíåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà A(ti+1)(xi+1− xi) + hB(ti+1)xi+1 = hf(ti+1) ïðè −1 < α < 1 ÿâ-ëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì, à ïðè α = 0 íåïðèìåíèì èç-çà âûðîæäåííîñòè ìàòðèöû A(ti+1)+
hB(ti+1).Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòêà ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷èäëÿ ëèíåéíûõ ÄÀÓ èäåò ïî ñëåäóþùèì íàïðàâëåíèÿì.1. Ïåðåíîñ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ æåñòêèõ ÎÄÓ, íà ÄÀÓ(ñì., íàïðèìåð, [3 � 5℄ è ïðèâåäåííóþ òàì áèáëèîãðà�èþ). Îñíîâíîé íåäîñòàòîê äàííîãîïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî òàêèå ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ âåñüìà óçêîãî



Âàðèàöèîííûå ïîäõîäû ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ÄÀÓ 5êëàññà çàäà÷. Ïîñòðîåíû äîñòàòî÷íî ïðîñòûå ïðèìåðû ëèíåéíûõ ÄÀÓ èíäåêñà äâà, äëÿêîòîðûõ ýòè ìåòîäû ïîðîæäàþò íåóñòîé÷èâûå ïðîöåññû, èëè ïðèíöèïèàëüíî íåïðè-ìåíèìû.2. Àëãåáðî-àíàëèòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå (ñì., íàïðèìåð, [3, 6, 7℄), îñíîâàííîå íà ïðè-ìåíåíèè ðàçëè÷íûõ ïðîåêòîðîâ ñ äàëüíåéøèì äè��åðåíöèðîâàíèåì äëÿ íåêîòîðûõêëàññîâ ÄÀÓ. Ýòè àëãîðèòìû âåñüìà ñëîæíû â ðåàëèçàöèè è, êðîìå òîãî, èõ ìîæíîïðèìåíÿòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ó ñèñòåìû (4) ðàíã ìàòðèöû A(t) ÿâëÿåòñÿ ïî-ñòîÿííûì è åå èíäåêñ íå âûøå äâóõ.3. Äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûå àëãîðèòìû: ìåòîä íîðìàëüíûõ ñïëàéíîâ (ÍÑ) [8, 9℄è ìåòîä ïàðàìåòðèçàöèè � âàðèàöèîííûõ ñïëàéíîâ, êîòîðûå ñâîáîäíû îò ïåðå÷èñëåí-íûõ íåäîñòàòêîâ è ïðèìåíèìû ê áîëåå øèðîêîìó êëàññó çàäà÷. Ïîëíóþ èí�îðìàöèþî òàêèõ ïîäõîäàõ è áèáëèîãðà�èþ ê íèì ìîæíî íàéòè â [10 � 14℄.Îñíîâíîé íåäîñòàòîê ìåòîäîâ äàííûõ àëãîðèòìîâ � èõ âûñîêàÿ òðóäîåìêîñòü. Âýòîì ïëàíå îíè ïðîèãðûâàþò òðàäèöèîííûì êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäàì â îáëàñòèïðèìåíèìîñòè ïîñëåäíèõ. Âîçíèêàåò âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ñîçäàíèÿ áîëåå ýêîíîìè÷-íûõ ìåòîäîâ ñìåøàííîãî òèïà1, ïðèìåíèìûõ åñëè íå äëÿ ïðîèçâîëüíî âûðîæäåííûõÄÀÓ, òî äëÿ áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ, ÷åì èçâåñòíûå ðàçíîñòíûå ìåòîäû. Àâòîðû íàñòî-ÿùåé ñòàòüè, ðàçâèâàÿ èäåþ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ, ïðåäëàãàþò êîëëîêàöèîííî-âàðèàöèîí-íûé ìåòîä, îáúåäèíÿþùèé èäåè ìåòîäîâ ñïëàéí-êîëëîêàöèè [15℄ è ÍÑ [10℄.1. Ìåòîä âàðèàöèîííûõ ñïëàéíîâÂ äàííîì ðàçäåëå îïèñàí ìåòîä âàðèàöèîííûõ ñïëàéíîâ (ÂÑ) [9, 13℄ äëÿ çàäà÷è (3), (5),äëÿ êîòîðîé îí áóäåò ìîäè�èöèðîâàí â ñëåäóþùåì ïóíêòå. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèåíàõîäèòñÿ â âèäå n-ìåðíîãî ñïëàéíà ñ ïîäâèæíûìè óçëàìè.Çàäàäèì íà îòðåçêå [0, 1] ñåòêó 0 = t0 < t1 < . . . < tN = 1 è íà êàæäîì ïðîìå-æóòêå [tk−1, tk), k = 1, 2, . . . , N , êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ x(t) áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòüïîëèíîìàìè ñòåïåíè p :
xi(t) ≈ Ski(t) =

p
∑

j=0

ckji (t− tk−1)
j , i = 1, . . . , n. (7)Äàëåå èñïîëüçóåì âåêòîðíóþ çàïèñü êîý��èöèåíòîâ ñïëàéíà ckj = {ckj1, . . . , c

k
jn}. Íà êó-ñî÷íûé n-ìåðíûé ïîëèíîì (ñïëàéí) (7) íàêëàäûâàþòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè Sk(tk) =

Sk+1(tk), èç êîòîðûõ ñëåäóþò ðàâåíñòâà
ck+1
0 =

p
∑

j=0

ckjh
j

k, (8)ãäå hk = tk − tk−1. Ìîæíî òàêæå íàëîæèòü óñëîâèÿ íåïðåðûâíîé äè��åðåíöèðóåìîñòè
S ′

k(tk) = S ′

k+1(tk), èç êîòîðûõ ñëåäóþò ðàâåíñòâà
ck+1
1 =

p
∑

j=1

jckjh
j−1
k . (9)Èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (3) ñëåäóåò ðàâåíñòâî c10 = x0.1Âàðèàíò ìåòîäà ïàðàìåòðèçàöèè ñî÷åòàåò îïòèìèçàöèþ íåâÿçêè ñ èíòåãðèðîâàíèåì ðåãóëÿðíîéóïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ÎÄÓ áûñòðûìè îäíîøàãîâûìè ìåòîäàìè.



6 Ì.Â. Áóëàòîâ, Â.Ê. �îðáóíîâ, Þ.Â. Ìàðòûíåíêî, Íãóåí Äèí ÊîíãÒàêèì îáðàçîì, ñïëàéí (7) îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ � âåêòîðîâ {ckj} è ñêà-ëÿðîâ tk, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëà íåâÿçêè ðåøàåìîé ñè-ñòåìû (5)
J (x(t)) =

1
∫

0

‖F (x′, x, t)‖
2
n dt, (10)ãäå ‖ · ‖n � íîðìà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà En, ïî èñêîìûì ïàðàìåòðàì è ïðè óñëî-âèè (3). Ýòèì èñõîäíàÿ çàäà÷à (3), (5) çàìåíåíà êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé âàðèàöèîííîãîèñ÷èñëåíèÿ íà ïàðàìåòðèçîâàííîì êëàññå �óíêöèé (7). Â ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòè çàäà-÷è (3), (5) ìèíèìóì �óíêöèîíàëà (10) ðàâåí íóëþ. Ñîîòâåòñòâóþùóþ ìèíèìàëü áóäåìíàçûâàòü �âàðèàöèîííûì ñïëàéíîì�. Òàêèå ñïëàéíû ïî ïîñòðîåíèþ îòëè÷àþòñÿ îò èç-âåñòíûõ êîëëîêàöèîííûõ ñïëàéíîâ [15℄, àïïðîêñèìèðóþùèõ ðåøåíèÿ ðåãóëÿðíûõ ÎÄÓ.Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ÂÑ ìîæíî íå äåëàòü ïðåäïîëîæåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè èåäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ òèïà Êîøè èíäåê-ñà r), à îãðàíè÷èòüñÿ áîëåå ñëàáûì ïðåäïîëîæåíèåì î ñóùåñòâîâàíèè ìèíèìóìà �óíê-öèîíàëà (10) íà âûáðàííîì êëàññå �óíêöèé. Ïðè ýòîì �óíêöèÿ, äîñòàâëÿþùàÿ ïîëî-æèòåëüíûé ìèíèìóì �óíêöèîíàëó (10), áóäåò ïñåâäîðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è. Â ñëó-÷àå íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ èëè ïñåâäîðåøåíèÿ â [16℄ óêàçàí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèèðåøàåìîé çàäà÷è, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ïðîáíîãî ðåøåíèÿ è îáåñïå÷èâàþùèéàïïðîêñèìàöèþ ðåøåíèÿ èëè ïñåâäîðåøåíèÿ, áëèæàéøåãî (â íîðìå L2) ê ïðîáíîìóðåøåíèþ. Ìåðîé àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è (3), (5) áóäåì ñ÷èòàòü çíà÷åíèå �óíê-öèîíàëà íåâÿçêè (10).Ïðåäñòàâèì ìèíèìèçèðóåìûé �óíêöèîíàë (10) â âèäå

J (x(t)) =
N
∑

k=1

tk
∫

tk−1

‖F (x′, x, t)‖
2
n dt (11)è áóäåì ïðîâîäèòü ïîøàãîâóþ ìèíèìèçàöèþ, òðåáóÿ, ÷òîáû óðîâåíü ñóììàðíîé íåâÿçêè(11) íå ïðåâûøàë çàäàííîé âåëè÷èíû ε. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèåíåðàâåíñòâ

tk
∫

tk−1

‖F (x′, x, t)‖
2
n dt ≤ hkε. (12)Èíòåãðàëüíûé �óíêöèîíàë (10) è åãî ñîñòàâëÿþùèå â (11) íà êëàññå ñïëàéíîâ (7)ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé �óíêöèè êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ {ckj , tk}, êîòîðûå ïðè ñäå-ëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ãëàäêîñòè ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûìè. Ââå-äåì, èñïîëüçóÿ âèä (5) �óíêöèè F (x′, x, t), äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà (tk−1, tk] �óíêöèþïàðàìåòðîâ

ϕk

(

ck, tk
)

=
1

hk

tk
∫

tk−1

‖A(t)S ′

k(t) +B(t)Sk(t)− f(t)‖
2
n dt. (13)Íàçîâåì ýòó �óíêöèþ ÷àñòè÷íîé íåâÿçêîé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è íà èíòåðâàëå

[tk−1, tk]. Ïîñòðîåíèå ñïëàéíà, îáåñïå÷èâàþùåãî çàäàííûé óðîâåíü ε ñóììàðíîé íåâÿç-êè (11), â ñèëó (12) ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîé ìèíèìèçàöèè �óíêöèé (13) ñ òî÷-íîñòüþ ε:
ϕk

(

ck, tk
)

≤ ε.



Âàðèàöèîííûå ïîäõîäû ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ÄÀÓ 7Åñëè ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, òî íåîáõîäèìî óìåíüøèòü äëèíó øàãà hk.Åñëè òàêîå óìåíüøåíèå íå ïðèâîäèò ê óñïåõó, òî ñëåäóåò óâåëè÷èòü ñòåïåíü ñïëàéíà p.Â çàäà÷å ìèíèìàçàöèè (13) ÷èñëî èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ ðàâíî n (p+ 1), îäíàêî èçóñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñïëàéíà (8) è, âîçìîæíî, íåïðåðûâíîé äè��åðåíöèðóåìîñòè(9) ÷èñëî èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ ñîêðàùàåòñÿ äî np è äî n (p− 1) ñîîòâåòñòâåííî.Ôóíêöèÿ (13) ñ ó÷åòîì (7) èìååò âèä
ϕk

(

ck, tk
)

=
1

hk

×

×

tk
∫

tk−1

∥

∥

∥

∥

∥

p
∑

j=1

(t− tk−1)
j−1 (jA(t) + (t− tk−1)B(t)) ckj +B(t)ck0 − f(t)

∥

∥

∥

∥

∥

2

n

dt. (14)Äè��åðåíöèðóÿ ϕk

(

ck, tk
) ïî ckj è ïðèðàâíèâàÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ê íóëþ, ïîëó÷èìñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ)

MkCk = Dk, (15)çäåñü Ck =
(

ck
T

1 , ck
T

2 , . . . , ck
T

p

)T , Mk � áëî÷íî-ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà âèäà














mk
11 mk

12 . . . mk
1p

mk
21 mk

22 . . . mk
2p

. . . . . . . . . . . .

mk
p1 mK

p2 . . . mk
pp















,ãäå mk
ij � (n× n)-ìàòðèöû, îïðåäåëåííûå ïî ïðàâèëó
mk

ij =

tk
∫

tk−1

(t− tk−1)
i+j−2 (iA(t) + (t− tk−1)B(t))T (jA(t) + (t− tk−1)B(t)) dt, (16)à âåêòîð Dk =

(

dT1 , d
T
2 , . . . , d

T
p

) èìååò êîìïîíåíòû
dj =

tk
∫

tk−1

(t− tk)
j (jA(t) + (t− tk−1)B(t))T

(

f(t)−B(t)ck0
)

dt, j = 1, . . . , p. (17)�åàëèçàöèÿ ìåòîäà ÂÑ òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ (16) è (17).Ýòè èíòåãðàëû ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî èçâåñòíûì êâàäðàòóðíûì �îðìóëàì, ââîäÿ íàèíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíà [tk−1, tk] äîïîëíèòåëüíóþ ïîäñåòêó, íàïðèìåð ðàâíîìåðíóþ
tk = tk+lτ, l = 0, 1, . . . , q, τ = hk /q . Â ïðèâåäåííûõ ÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ îïðåäåëåííûåèíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ ïî êâàäðàòóðíîé �îðìóëå Ñèìïñîíà.Îïûò ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ÂÑ [11�14, 16℄ïîäòâåðäèë èõ ý��åêòèâíîñòü ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ÄÀÓ ñ ïðîèçâîëüíûì âûðîæ-äåíèåì ãëàâíîé ÷àñòè, äëÿ êîòîðûõ íå èçâåñòíî ñòàíäàðòíûõ ïîäõîäîâ, íå èñïîëüçó-þùèõ ñïåöè�èêè ðåøàåìûõ çàäà÷. Îäíàêî ýòè óíèâåðñàëüíûå ìåòîäû, êàê è ñëåäî-âàëî îæèäàòü, ïðîèãðûâàþò ïî âðåìåíè ðåøåíèÿ òðàäèöèîííûì êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì



8 Ì.Â. Áóëàòîâ, Â.Ê. �îðáóíîâ, Þ.Â. Ìàðòûíåíêî, Íãóåí Äèí Êîíãè êîëëîêàöèîííûì ìåòîäàì â îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ïîñëåäíèõ. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëåïðåäëàãàåòñÿ ñìåøàííûé âàðèàöèîííî-êîëëîêàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ÄÀÓ, îò êîòî-ðîãî åñòåñòâåííî îæèäàòü ìåíüøåé òðóäîåìêîñòè, ÷åì ó ÂÑ, áîëüøåé óñòîé÷èâîñòè,ëó÷øåé àïïðîêñèìàöèè è áîëåå øèðîêîé îáëàñòè èñïîëüçîâàíèÿ, ÷åì ó òðàäèöèîííûõðàçíîñòíûõ è êîëëîêàöèîííûõ ìåòîäîâ.2. Ìåòîä êîëëîêàöèîííî-âàðèàöèîííûõ ñïëàéíîâÄëÿ ÄÀÓ âûñîêîãî èíäåêñà ãëàâíàÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ñî-ñòîèò: 1 � â àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîé çàäà÷è, 2 � â óñòîé÷èâîñòè àëãîðèòìà. Äëÿ äî-ñòèæåíèÿ ýòèõ öåëåé, êàê è â ìåòîäå ÂÑ, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3), (5) áóäåìèñêàòü â âèäå íåïðåðûâíîãî ñïëàéíà (7), (8). Îäíàêî êîý��èöèåíòû {ck1, . . . , c
k
p} äëÿêàæäîãî ïîëóèíòåðâàëà [tk−1, tk) áóäåì âû÷èñëÿòü èç óñëîâèé êîëëîêàöèè ïîäîáíî ìå-òîäó ñïëàéí-êîëëîêàöèè [15℄ íà íåêîòîðîé ïîäñåòêå tk−1 < tk1 < . . . < tkl ≤ tk, ãäå

l < p :
A(tkj)S

′

k(tkj) +B(tkj)Sk(tkj) = f(tkj), j = 1, . . . , l, (18)êîòîðûå ïðè k ≥ r � èíäåêñà èñõîäíîé çàäà÷è è ïîäõîäÿùåì âûáîðå óçëîâ tk1, tk2, tklîáåñïå÷èâàþò àïïðîêñèìàöèþ èñõîäíîé çàäà÷è. Äàííûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâëÿþò íåäî-îïðåäåëåííóþ ÑËÀÓ èç nl óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî np ïåðåìåííûõ {ck1i, . . . , c
k
pi : i =

1, . . . , n}. Îñòàëüíûå ïåðåìåííûå áóäåì íàõîäèòü èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà êâàäðàòà íîðìûñïëàéíà â ãèëüáåðòîâî-ñîáîëåâñêîì ïðîñòðàíñòâå n-ìåðíûõ âåêòîð-�óíêöèéW p
2,n[tk−1, tk]

‖Sk‖
2
p,n =

tk
∫

tk−1

p
∑

j=0

‖Sj

k(t)‖
2
ndt. (19)Ýòî óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü àëãîðèòìà.Ïîñòàâëåííàÿ äëÿ êàæäîãî ïðîìåæóòêà [tk−1, tk) çàäà÷à ìèíèìèçàöèè (19) ïðè óñëî-âèÿõ (18) ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÊÏ) îò-íîñèòåëüíî êîý��èöèåíòîâ ñïëàéíà {ck1i, . . . , c

k
pi : i = 1, . . . , n}. Êîíêðåòíûé âèä ýòîéçàäà÷è è ñâîéñòâà íîâîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ èñõîäíîé äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è îïðåäå-ëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè �àêòîðàìè:à) âûáîð ñòåïåíè ñïëàéíà p è íîðìû (19);á) âûáîð ÷èñëà òî÷åê êîëëîêàöèè l;â) ðàñïîëîæåíèå òî÷åê êîëëîêàöèè tkj , j = 1, 2, . . . , l.Íàçîâåì îïèñàííûé ìåòîä ìåòîäîì êîëëîêàöèîííî-âàðèàöèîííûõ ñïëàéíîâ (ÊÂÑ).Â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííûõ âèäà ñïëàéíà è óñëîâèé êîëëîêàöèè ïîëó÷èì ðàçëè÷íûåâàðèàíòû ìåòîäà ÊÂÑ. Ýêñïåðèìåíòû íàä ÄÀÓ èíäåêñà íå âûøå äâóõ è ñïëàéíàìèñòåïåíè íå âûøå òðåõ ïîêàçàëè, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàâíîìåðíûìè êîëëîêàöèîí-íûìè ñåòêàìè tkj = tk + τkj, τk = hkl, j = 1, . . . , l, r < l < p, ãäå r � èíäåêñ ÄÀÓ (ñì.�îðìóëó (6)).Ïðèìåíÿÿ â ïðàâîé ÷àñòè (19) êâàäðàòóðíóþ �îðìóëó ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïî-ëó÷èì öåëåâóþ �óíêöèþ çàäà÷è ÊÏ

‖Sk‖
2
p,n ≈ h

p
∑

j=1

(j!)2
n
∑

q=1

c2jq + h

n
∑

q=1

c20q. (20)



Âàðèàöèîííûå ïîäõîäû ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ÄÀÓ 9Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîý��èöèåíòû c0q íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ñïëàéíà (8)è ìíîæèòåëü h íå âëèÿåò íà àðãóìåíò ìèíèìóìà �óíêöèè (20), ïåðåõîäèì ê áîëååïðîñòîìó ýêâèâàëåíòíîìó �óíêöèîíàëó
p
∑

j=1

(j!)2
∥

∥ckj
∥

∥

2

n
. (21)Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ [tk−1, tk) ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêóþçàäà÷ó ÊÏ � ìèíèìèçèðîâàòü êâàäðàòè÷íóþ �óíêöèþ (21) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ-ðàâåíñò-âàõ (18), ãäå tkj = tk−1 + τkj, j = 1, . . . , l, τk = hk/l. Ìåòîäîì Ëàãðàíæà îíà ñâîäèòñÿ êÑËÀÓ.Îñòàíîâèìñÿ íà âûáîðå ÷èñëà òî÷åê êîëëîêàöèè l. Èç �îðìóëû (6) âèäíî, ÷òî ðå-øåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå âõîäíûõ äàííûõ âïëîòü äî(r − 1)-ãî ïîðÿäêà. Ó÷èòûâàÿ ýòîò �àêò, ÷èñëî òî÷åê êîëëîêàöèè âûáèðàåì íå ìå-íåå r. Åñëè òî÷êè êîëëîêàöèè âûáðàíû ðàâíîìåðíî, òî àïïðîêñèìèðóåì íå òîëüêî ñàìóçàäà÷ó, íî è åå ïðîèçâîäíûå âïëîòü äî (r−1)-ãî ïîðÿäêà, à óñòîé÷èâîñòü àëãîðèòìà äî-ñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè �óíêöèè (21). Íàïðèìåð, äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãîñïëàéíà èñïîëüçóåòñÿ îäíà òî÷êà êîëëîêàöèè tk1 = tk. Ïðè ýòîì ïîëó÷èì çàäà÷ó ÊÏ







∥

∥ck1
∥

∥

2
+ 4

∥

∥ck2
∥

∥

2
→ min,

A(tk)
(

ck1 + 2c22hk

)

+B(tk)
(

ck0 + ck1hk + ck2h
2
k

)

= f(tk).
(22)Äëÿ êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà ìîæíî âûáèðàòü îäíó èëè äâå òî÷êè êîëëîêàöèè. Â ñëó÷àåîäíîé òî÷êè êîëëîêàöèè tk1 = tk èìååì çàäà÷ó







∥

∥ck1
∥

∥

2
+ 4

∥

∥ck2
∥

∥

2
+ 36

∥

∥ck3
∥

∥

2
→ min,

Ak

(

ck1 + 2c22hk + 3ck3h
2
k

)

+B(tk)
(

ck0 + ck1hk + ck2h
2
k + ck3h

3
k

)

= f(tk).
(23)Â ñëó÷àå äâóõ òî÷åê êîëëîêàöèè tk1 = tk−1 + hk/2 è tk2 = tk çàäà÷à ÊÏ ïðèíèìàåò âèä



















∥

∥ck1
∥

∥

2
+ 4

∥

∥ck2
∥

∥

2
+ 36

∥

∥ck3
∥

∥

2
→ min,

Ak−1/2

(

ck1 + ck2hk +
3

4
ck3h

2
k

)

+Bk−1/2

(

ck0 +
1

2
ck1hk +

1

4
ck2h

2 +
1

8
ck3h

3
k

)

= fk−1/2 ,

Ak

(

ck1 + 2ck2hk + 3ck3h
2
k

)

+Bk

(

ck0 + ck1hk + ck2h
2
k + ck3h

3
k

)

= fk,

(24)
ãäå Ak−1/2 = A

(

tk−1 +
hk

2

)

, Ak = A(tk).Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ ñâîéñòâ óñòîé÷èâîñòè ìåòîäîâ, ïðåäíàçíà-÷åííûõ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è æåñòêèõ ÎÄÓ, ïðèìåíÿþò ìîäåëü-íîå óðàâíåíèå Äàëêâèñòà
x′ = λx, x(0) = x, (25)ãäå λ � ñêàëÿð, Reλ < 0, |λ| ≫ 0 [1℄. Ëþáîé îäíîøàãîâûé ìåòîä, ïðèìåíåííûé êýòîìó óðàâíåíèþ, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå xi+1 = R(z)xi, ãäå z = λh, à R(z) � äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ, íàçûâàåìàÿ �óíêöèåé óñòîé÷èâîñòè.



10 Ì.Â. Áóëàòîâ, Â.Ê. �îðáóíîâ, Þ.Â. Ìàðòûíåíêî, Íãóåí Äèí ÊîíãÅñëè èñïîëüçîâàòü ìåòîä (22) ê çàäà÷å (25), òî ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî �óíêöèÿ ïåðå-õîäà îò øàãà ê øàãó (�óíêöèÿ óñòîé÷èâîñòè) çàâèñèò íå òîëüêî îò z, íî è îò h:
xi+1 =

4 (1− z) + h2(4− 2z)

4 (1− z)2 + h2(z − 2)
xi.Òî æå ìîæíî ñêàçàòü è î ìåòîäå (23), ïðèìåíåííîì ê çàäà÷å (25). Ôóíêöèÿ óñòîé÷èâîñòèâ ñèëó åå ãðîìîçäêîñòè íå ïðèâîäèòñÿ.3. ×èñëåííûå ïðèìåðûÏðèâåäåì äâà ïðèìåðà, äåìîíñòðèðóþùèõ âîçìîæíîñòè ìåòîäîâ ÂÑ è ÊÂÑ.Ïðèìåð 1 [7℄. �àññìîòðèì ñèñòåìó ÄÀÓ (5), ãäå

A(t) =









t2 2t2 t2 t
t2 t2 2t2 t
t2 t2 t2 t
0 0 0 0









, B(t) =









3 3t t 0
t 3 3t 0
t t 3 0
t t t 1









, f(t) =









4t2 − 3t− 3
4t2 − 3t− 3
3t2 − t− 3
−3t− 3









et.Çäåñü �óíêöèÿ f(t) ñîîòâåòñòâóåò òî÷íîìó ðåøåíèþ x(t) = (et, et, et, et) íà÷àëüíîé çàäà-÷è ñ óñëîâèåì x(0) = (1, 1, 1, 1). Îäíàêî íà ëþáîì ïðîìåæóòêå, ñîäåðæàùåì òî÷êó t = 0,ìàòðèöà A(t) èìååò ïåðåìåííîå âûðîæäåíèå, è ñèñòåìà (5) íå ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê íîð-ìàëüíîé �îðìå, ò. å. íå èìååò êîíå÷íîãî èíäåêñà. Ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëüíàÿ çàäà÷à íàîòðåçêå [0, 1] íå ìîæåò áûòü ðåøåíà èçâåñòíûìè ìåòîäàìè, êðîìå ìåòîäîâ ÍÑ è ÂÑ. Âðàáîòå [7℄ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü íà èíòåðâàëå [1, 2] (ñ óñëîâèåì x(1) = (e, e, e, e)),ãäå ñèñòåìà (5) èìååò èíäåêñ 4, ñïåöèàëüíûì êîëëîêàöèîííî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì. Ïðèýòîì íà ñåòêå ñ 60 óçëàìè äîñòèãàëàñü òî÷íîñòü ïîðÿäêà 10−3. Â [12℄ äàííàÿ çàäà÷àðåøàëàñü ìåòîäîì ÍÑ, è òàêàÿ æå òî÷íîñòü â ïðîñòðàíñòâå W 3
2,4[1, 2] äîñòèãàëàñü ïðè15 óçëàõ.Íà èíòåðâàëå [0, 1] ýòîò ïðèìåð óñïåøíî ðåøàëñÿ ìåòîäàìè ÍÑ [12℄ è ÂÑ [11℄. Âòàáë. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è ìåòîäîì ÂÑ íà îòðåçêàõ [0, 1] è [1, 2] ñóðîâíåì íåâÿçêè ε = 10−8. Çäåñü è äàëåå èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: hmin è

hmax � ìèíèìàëüíàÿ è ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà èíòåðâàëà [tk−1, tk), N � êîëè÷åñòâî ïî-ëó÷åííûõ èíòåðâàëîâ, J � âû÷èñëåííîå çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà (10),∆ � ìàêñèìàëüíîåóêëîíåíèå êîîðäèíàò ïîëó÷åííîãî ïðèáëèæåíèÿ îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ íà ïîñòðîåííîéñåòêå. Ò à á ë è ö à 1. Ïðèìåð 1Èíòåðâàë hmin hmax N J ∆c

[0, 1] 0.1 0.2 6 7E-9 2.6E-3
[1, 2] 0.025 0.1 16 6Å-9 7.7Å-3Ò à á ë è ö à 2. Ïðèìåð 2. d = 0,α = 0, q 6= 1

h 0.1 0.05 0.025
∆22 1.3E-1 7.1E-2 3.7E-2
∆23 1.3E-1 7.1E-2 3.7E-2
∆24 8.0E-4 2.1E-4 5.6E-5 Ò à á ë è ö à 3. Ïðèìåð 2. d = 0,α = 0, q = 0

h 0.1 0.05 0.025
∆25 * * *
∆26 * * *
∆27 1.2E-3 3.4E-4 5.7E-5



Âàðèàöèîííûå ïîäõîäû ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ÄÀÓ 11Ìåòîä ÊÂÑ áûë ðåàëèçîâàí äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ è êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ. Äëÿ íèõîñíîâíàÿ äëÿ ìåòîäà çàäà÷à ÊÏ èìååò âàðèàíòû (22), (23) è (24). Ýòè ïðîãðàììû áûëèïðîòåñòèðîâàíû íà ðÿäå ïðèìåðîâ, îäèí èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëåí äàëåå.Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì ñèñòåìó ÄÀÓ
(

1 t
0 d

)

x′ +

(

0 q
1 t + α

)

x =

(

exp(t) + (q − t) exp(−t)
exp(t) + (t+ α− d) exp(−t)

)íà îòðåçêå t ∈ [0, 1] ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x1(0) = x2(0) = 1, ñîîòâåòñòâóþùèì ðåøåíèþ
x = (exp(t), exp(−t))⊤. Èíäåêñ ñèñòåìû çàâèñèò îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ d, α, q. Åñëè
d 6= 0, òî ìàòðèöà

A =

(

1 t
0 d

)îáðàòèìà è ñèñòåìà èìååò èíäåêñ, ðàâíûé íóëþ, ò. å. ñâîäèòñÿ ê ÎÄÓ áåç äè��åðåíöè-ðîâàíèÿ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè d = 0 è α 6= 0 èíäåêñ ðàâåí åäèíèöå è ïðè d = 0,
α = 0, q 6= 1 � äâóì. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ïîñëåäíåãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ ìåòîäîìÊÂÑ ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 2. Çäåñü è äàëåå ∆22, ∆23 è ∆24 � ïîãðåøíîñòè ìåòîäîâ (22),(23) è (24).Ýòà æå çàäà÷à ðåøàëàñü ìåòîäîì ÂÑ. Ïðè âûáîðå ñïëàéíà ñòåïåíè 3 è óðîâíÿ íåâÿç-êè ε = 10−11 ñ�îðìèðîâàëàñü ñåòêà N = 16, hmin = 0.05 è hmax = 0.01. Ïîãðåøíîñòüàïïðîêñèìàöèè ïåðâîé êîîðäèíàòû íà óäâîåííîé ñåòêå ðàâíà 0.38, âòîðîé êîîðäèíàòû �
0.23. Îòìåòèì, ÷òî çäåñü òî÷íîñòü çàìåòíî õóæå, ÷åì â ìåòîäå ÊÂÑ.Ïðè d = 0, α = 0, q = 0 íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî èíäåêñ òàêæå ðàâåí äâóì, íî ìàò-ðè÷íûé ïó÷îê λA(t) + B(t) ñèíãóëÿðåí. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíåíèå ðÿäà íåÿâíûõ ìíî-ãîøàãîâûõ ìåòîäîâ, íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ äëÿ ðåøåíèÿ ÄÀÓ, ïðèíöèïèàëüíî íåâîç-ìîæíî. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ òàêîé çàäà÷è ìåòîäîì ÊÂÑ ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 3. Çíàê ∗îçíà÷àåò, ÷òî ìåòîä ÊÂÑ ñ äàííûì âàðèàíòîì ïðèìåðà äàåò î÷åíü áîëüøèå ïîãðåø-íîñòè.Çàêëþ÷åíèåÏðåäñòàâëåííûå âàðèàöèîííûå ìåòîäû ÂÑ è ÊÂÑ, êàê è óïîìÿíóòûå âî ââåäåíèè ìå-òîäû ÍÑ è ìåòîä ïàðàìåòðèçàöèè, èìåþò î÷åâèäíûå ïðåèìóùåñòâà íàä ðàíåå ðàçðà-áîòàííûìè ðàçíîñòíûìè ìåòîäàìè (ñì. ðàáîòû [12, 15℄ è áèáëèîãðà�èþ ê íèì). Èõìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà çàäà÷, â òîì ÷èñëåäëÿ ÄÀÓ, ñîäåðæàùèõ îñîáûå òî÷êè. Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû äåìîíñòðèðóþò óíèâåð-ñàëüíîñòü (îòíîñèòåëüíî êëàññîâ ðåøàåìûõ çàäà÷) ìåòîäà ÂÑ. Îäíàêî îí äîñòàòî÷íîçàòðàòíûé è óñòóïàåò ìåòîäó ÊÂÑ ïðè óñëîæíåíèè ñòðóêòóðû âûðîæäåíèÿ ãëàâíîé÷àñòè (â ðàìêàõ ñèñòåì êîíå÷íîãî èíäåêñà, ãäå ìîæíî ïðèìåíÿòü ìåòîä ÊÂÑ). Òàêèìîáðàçîì, îáà ìåòîäà � ÂÑ è ÊÂÑ � èìåþò íå ïåðåêðûâàåìûå ïðåèìóùåñòâà è ïåðñïåê-òèâíû äëÿ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ.Íåóäà÷è èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåííûõ çäåñü àëãîðèòìîâ ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõçàäà÷ ñ âûðîæäåííûìè ìàòðèöàìè ïåðåä ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, âèäèìî, îáúÿñíÿþò-ñÿ ïðèìåíåíèåì ïîëèíîìèàëüíûõ ñïëàéíîâ (7). Â äàëüíåéøåì àâòîðû ïðåäïîëàãàþòèñïîëüçîâàòü îáîáùåííûå (ýêñïîíåíöèàëüíûå, äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå è äð.) ñïëàéíû, àòàêæå ïåðåéòè ê çàïèñè ñïëàéíîâ ÷åðåç ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè. Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò



12 Ì.Â. Áóëàòîâ, Â.Ê. �îðáóíîâ, Þ.Â. Ìàðòûíåíêî, Íãóåí Äèí Êîíãïîëàãàòü, ÷òî âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì ÑËÀÓ áóäóò èìåòü ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè, íå çà-âèñÿùèå îò ñòåïåíè ñïëàéíà p, à îïðåäåëÿåìûå òîëüêî øàãîì ñåòêè è ñòðóêòóðîé ñàìîéçàäà÷è.Íãóåí Äèí Êîíã áëàãîäàðèò Âüåòíàìñêèé Íàöèîíàëüíûé Ôîíä Íàóêè è �àçâèòèÿÒåõíîëîãèé (NAFOSTED) çà ïîääåðæêó äàííûõ èññëåäîâàíèé.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Õàéðåð Ý., Âàííåð �. �åøåíèå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Æåñòêèåè äè��åðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèå çàäà÷è. Ì.: Ìèð, 1999. 685 .[2℄ Áóëàòîâ Ì.Â., ×èñòÿêîâ Â.Ô. Ïðèìåíåíèå êîëëîêàöèîííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿñèíãóëÿðíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ÎÄÓ // Ìîäåëè è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé. Íîâî-ñèáèðñê: Íàóêà, 1988. C. 164�170.[3℄ Áóëàòîâ Ì.Â. Ìåòîäû ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ è âûðîæäåííûõ èí-òåãðàëüíûõ ñèñòåì: Äèñ. . . . ä. �.-ì. í. Èðêóòñê: ÈÄÑÒÓ ÑÎ �ÀÍ, 2002. 244 .[4℄ Brenan K.E., Campbell S.L., Petzold L.R. Numerial Solution of Initial-Value Problemsin Di�erential-Algebrai equations. North Holland. New York, 1989. 256 p.[5℄ Áóëàòîâ Ì.Â., ×èñòÿêîâ Â.Ô. Îá îäíîì ÷èñëåííîì ìåòîäå ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëü-íî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé // Æóðí. âû÷èñë. ìàòåìàòèêè è ìàò. �èçèêè. 2002. Ò. 42,� 4. Ñ. 459�470.[6℄ ×èñòÿêîâ Â.Ô. Ñèñòåìû èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ òîæäåñòâåííî âû-ðîæäåííîé ãëàâíîé ÷àñòüþ: Äèñ. . . . ä. �.-ì. í. Èðêóòñê: ÈÄÑÒÓ ÑÎ �ÀÍ, 2002. 287 .[7℄ Áîÿðèíöåâ Þ.Å., Äàíèëîâ Â.À., Ëîãèíîâ À.À., ×èñòÿêîâ Â.Ô. ×èñëåííûå ìåòî-äû ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåì. Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1989. 223 ñ.[8℄ �îðáóíîâ Â.Ê.Ìåòîä ïàðàìåòðèçàöèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ // ÆÂÌ è ÌÔ.1979. Ò. 19. � 2. Ñ. 292�303.[9℄ �îðáóíîâ Â.Ê., Ìàðòûíåíêî Þ.Â. Ìåòîä âàðèàöèîííûõ ñïëàéíîâ äëÿ íåÿâíûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé // Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñóä. òåõíè÷. óí-òà: Ñåðèÿ �Ìàòåìà-òè÷åñêàÿ�. 2007. � 2(6) Ñ. 16�28.[10℄ �îðáóíîâ Â.Ê. Ìåòîä íîðìàëüíîé ñïëàéí-êîëëîêàöèè // Òàì æå. 1989. Ò. 29, � 2.Ñ. 212�224.[11℄ �îðáóíîâ Â.Ê., Ëóòîøêèí È.Â. �àçâèòèå è îïûò ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïàðàìåòðèçà-öèè â âûðîæäåííûõ çàäà÷àõ äèíàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè // Èçâ. �ÀÍ. Òåîðèÿ è ñèñòåìûóïðàâëåíèÿ. 2004. � 5. Ñ. 67�84.[12℄ �îðáóíîâ Â.Ê., Ïåòðèùåâ Â.Â. �àçâèòèå ìåòîäà íîðìàëüíîé ñïëàéí-êîëëîêàöèè äëÿëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. // Æóðí. âû÷èñë. ìàòåìàòèêè è ìàò. �èçèêè.2003. Ò. 43, � 8. Ñ. 1161�1170.[13℄ Gorbunov V.Ê., Lutoshkin I.V. The parametrization method in optimal ontrol problemsand di�erential-algebrai equations // J. Comput. Appl. Mathem. 2006. Vol. 185, is. 2.P. 377�390.[14℄ Gorbunov V.K., Sviridov V.Yu. The method of normal splines for linear DAEs on thenumber semi-axis // Appl. Numer. Math. 2009. Vol. 59, is. 3-4. P. 656�670.
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