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Ñèììåòðèÿ óðàâíåíèé òåðìîäè��óçèè ïðèíåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñèëû ïëàâó÷åñòè îòòåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè∗Â.Ê. Àíäðååâ, È.Â. ÑòåïàíîâàÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ �ÀÍ, Êðàñíîÿðñê, �îññèÿ,e-mail: andr�im.krasn.ru, stepiv�im.krasn.ruÈññëåäîâàíû ñâîéñòâà ñèììåòðèè ñèñòåìû óðàâíåíèé òåðìîäè��óçèè ïðè íåëè-íåéíîé çàâèñèìîñòè ñèëû ïëàâó÷åñòè îò òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè. Íàéäåíàîñíîâíàÿ àëãåáðà Ëè îïåðàòîðîâ, äîïóñêàåìûõ èñõîäíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé ïðèïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ �óíêöèè, îïðåäåëÿþùåé ñèëó ïëàâó÷åñòè, à òàêæå âû-÷èñëåíû âñå ñïåöèàëèçàöèè ýòîé �óíêöèè, ðàñøèðÿþùèå îñíîâíóþ àëãåáðó Ëè.Ïîñòðîåíû íåêîòîðûå èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùèå äâèæåíèå áèíàðíîéñìåñè ïîä äåéñòâèåì ñèëû ïëàâó÷åñòè ñ ó÷åòîì ý��åêòà Ñîðå.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðóïïîâûå ñâîéñòâà, àëãåáðà Ëè, óðàâíåíèÿ òåðìîäè��óçèè,ñèëà ïëàâó÷åñòè.1. Îïèñàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèéÂ ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ðàçâèòèå âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ñòèìóëèðîâàëî ïîèñê ðå-ãóëÿðíûõ ìåõàíèçìîâ ïåðåíîñà ýíåðãèè è âåùåñòâà â ðàçëè÷íûõ ñìåñÿõ. Ê ÷èñëó òàêèõïðîöåññîâ îòíîñèòñÿ êîíâåêöèÿ. Êîíâåêòèâíûå òå÷åíèÿ èãðàþò âàæíóþ ðîëü â çàäà÷àõòåïëîýíåðãåòèêè, ìåòàëëóðãèè, â ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ ÿâëåíèÿõ è â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñòà-ëè âàæíûì îáúåêòîì òåîðåòè÷åñêîé, âû÷èñëèòåëüíîé è ïðèêëàäíîé ãèäðîäèíàìèêè.Íåñìîòðÿ íà èíòåðåñ ê ýòèì òå÷åíèÿì íå òîëüêî ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíûõ òåõíî-ëîãè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, íî è êàê ê �óíäàìåíòàëüíîé �èçè÷åñêîé ïðîáëåìå, äî ñèõïîð íåò îáùèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé êîíâåêöèè. Ïðè îïèñàíèèêîíâåêòèâíûõ òå÷åíèé íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü íåëèíåéíîñòü óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñðå-äû, ý��åêòû Ñîðå è Äþ�îðà, ïåðåíîñ ïðèìåñåé è òåïëà, çàâèñèìîñòè êèíåòè÷åñêèõêîý��èöèåíòîâ ñðåäû è êîý��èöèåíòîâ òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ è ñîëåâîãî ñæàòèÿ îòïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ.Äëÿ èçó÷åíèÿ îñíîâíûõ çàêîíîìåðíîñòåé êîíâåêöèè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îáû÷íîóïðîùàþòñÿ ñîãëàñíî âûáðàííîé ìîäåëè ïðîöåññà. Â ñëó÷àå êîíâåêòèâíîãî òå÷åíèÿïîä äåéñòâèåì ý��åêòà Ñîðå è ñèë ïëàâó÷åñòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä
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48 Â.Ê. Àíäðååâ, È.Â. Ñòåïàíîâàãäå x = (x1, x2, x3) � âåêòîð êîîðäèíàò; u = (u1, u2, u3) � âåêòîð ñêîðîñòè; p � äàâëå-íèå; θ � ìàëîå îòêëîíåíèå òåìïåðàòóðû îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ; c � ìàëîå îòêëîíåíèåêîíöåíòðàöèè ëåãêîãî êîìïîíåíòà îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ; ρ0 = onst � ïëîòíîñòü ñìåñèïðè ñðåäíèõ çíà÷åíèÿõ òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè; g = (0, 0,−g) � âåêòîð ìàññîâûõñèë; ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü; χ � êîý��èöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè; D �êîý��èöèåíò äè��óçèè; α � êîý��èöèåíò Ñîðå; R(p, θ, c) � ïîëîæèòåëüíàÿ �óíê-öèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ñèëó ïëàâó÷åñòè; ρ0, ν, χ, D, g � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå;
d/dt = ∂/∂t + u · ∇ � ñèìâîë ïîëíîé ïðîèçâîäíîé. Çàìåòèì, ÷òî ïðè α < 0 òåðìîäè�-�óçèþ íàçûâàþò íîðìàëüíîé, â ýòîì ñëó÷àå òÿæåëûå êîìïîíåíòû ñòðåìÿòñÿ ïåðåéòèâ áîëåå õîëîäíûå îáëàñòè, à ëåãêèå � â áîëåå íàãðåòûå; ïðè α > 0 íàáëþäàåòñÿ àíî-ìàëüíàÿ òåðìîäè��óçèÿ, ïðè êîòîðîé íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ êîìïîíåíòîâ ìåíÿåòñÿíà ïðîòèâîïîëîæíîå.Â ïðåäïîëîæåíèè ν 6= 0, χ 6= 0, χ 6= D, D 6= 0, α 6= 0 ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ
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u5, c = u5 + u6ñèñòåìà (1) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå
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= D△u6, k = (0, 0,−1), (2)ãäå äâà ïîñëåäíèå óðàâíåíèÿ èìåþò îäèíàêîâóþ äè��åðåíöèàëüíóþ ñòðóêòóðó.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÏðè àíàëèçå ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, òàêèõ êàê ñèñòå-ìà (2), íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü äîñòàòî÷íî ìîùíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû. Îäíèì èçíèõ ÿâëÿåòñÿ òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé àíàëèç, ïîçâîëÿþùèé èçó÷àòü èíâàðèàíòíûå ñâîé-ñòâà òàêèõ óðàâíåíèé. Ñîçäàííûé â XIX âåêå Ñî�óñîì Ëè, ýòîò ìåòîä ïîëó÷èë ñó-ùåñòâåííîå ðàçâèòèå òîëüêî âî âòîðîé ïîëîâèíå XX âåêà â ðàáîòàõ Ë.Â. Îâñÿííèêî-âà [1℄ è åãî ó÷åíèêîâ è äî ñèõ ïîð ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáùèì ìåòîäîì ïîñòðîå-íèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Çàäà÷àãðóïïîâîé êëàññè�èêàöèè ñèñòåìû (2) îòíîñèòåëüíî �óíêöèè R(u4, u5, u6) ïîñòàâëåíàâ [2℄, ãäå áûëà íàéäåíà îñíîâíàÿ àëãåáðà Ëè îïåðàòîðîâ, äîïóñêàåìûõ ñèñòåìîé (2) ïðèïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ êëàññè�èöèðóåìîé �óíêöèè, à òàêæå âû÷èñëåíû ïðåîáðàçî-âàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, óïðîùàþùèå âèä êëàññè�èöèðóåìîé �óíêöèè è íå ìåíÿþùèåäè��åðåíöèàëüíîé �îðìû èñõîäíûõ óðàâíåíèé. Îñíîâíàÿ àëãåáðà Ëè õàðàêòåðèçóåòñÿâîñüìèïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïîé ñèììåòðèè, ñîîòâåòñòâóþùåé îïåðàòîðàì
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, i = 1, 2, 3. (3)�ðóïïå âðåìåííûõ ñäâèãîâ ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð X0, ãðóïïå âðàùåíèé â ïëîñêîñòè

{x1, x2} ñòàâèòñÿ âî âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå îïåðàòîð X12, îïåðàòîðû Hi(1)



Ñèììåòðèÿ óðàâíåíèé òåðìîäè��óçèè ïðè íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè... 49îòðàæàþò èíâàðèàíòíîñòü ñèñòåìû (2) ïî îòíîøåíèþ ê ñäâèãàì âäîëü îñåé x1, x2, x3,îïåðàòîðû Hi(t) ó÷èòûâàþò èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé �àëèëåÿ.Ïðè äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ñèììåòðèè óðàâíåíèé (2) áûëî âûäåëåíîòðè êëàññè�èöèðóþùèõ óðàâíåíèÿ, èãðàþùèõ ðîëü îãðàíè÷åíèé íà øèðîòó äîïóñêà-åìîé àëãåáðû Ëè îïåðàòîðîâ. Ïðè ðåøåíèè ýòèõ óðàâíåíèé ïîÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèåâàðèàíòû:
R = onst, (4)

R = R(u5, u6), (5)
R = u4 +R1(u

5, u6), (6)
R = R(u4, u5, u6). (7)Â ðàâåíñòâå (7) R íåëèíåéíî çàâèñèò îò u4.Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé ýêâèâàëåíòíîñòè â ñëó÷àå (4) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

R = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñõîäíûìè ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà, äîïîëíåí-íûå óðàâíåíèÿìè òåïëî- è ìàññîïåðåíîñà. Èõ ãðóïïîâûå ñâîéñòâà áûëè èçó÷åíû ðàíåå,îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â [3℄. Äàëåå ýòîò ñëó÷àé èç ðàññìîòðåíèÿ èñêëþ÷àåòñÿ.Äëÿ êàæäîãî èç âàðèàíòîâ (5), (6), (7) â [2℄ áûëè âûïèñàíû êëàññè�èöèðóþùèåóðàâíåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãîïîðÿäêà. Ïðè èõ èíòåãðèðîâàíèè ïîÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè îò ïåðâûõ èíòå-ãðàëîâ. �ðóïïîâàÿ êëàññè�èêàöèÿ â ñëó÷àÿõ (5)�(7) áûëà ïðîâåäåíà ñ òî÷íîñòüþ äîýòèõ ïðîèçâîëüíûõ �óíêöèé áåç îãðàíè÷åíèÿ íà èõ ïðîèçâîëüíîñòü. Èíà÷å ãîâîðÿ, áû-ëè ïîëó÷åíû ñâîåãî ðîäà �ÿäðà� àëãåáð Ëè îïåðàòîðîâ, êîòîðûå ìîãóò ðàñøèðÿòüñÿ âçàâèñèìîñòè îò âèäà ïðîèçâîëüíûõ �óíêöèé, âõîäÿùèõ â ïðåäñòàâëåíèå êëàññè�èöè-ðóåìîé �óíêöèè R(u4, u5, u6). Ñ öåëüþ ïîëó÷èòü ïîëíóþ êëàññè�èêàöèþ óðàâíåíèé (2)îòíîñèòåëüíî �óíêöèè R è âõîäÿùèõ â íåå ïàðàìåòðîâ â [4℄ áûë ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíñëó÷àé (6), êîãäà R ëèíåéíî çàâèñèò îò u4. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïðîäîë-æèòü óòî÷íåíèå �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè â ñëó÷àå (5), êîãäà R íå çàâèñèò îò u4.Ïðè ýòîì ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü (ìîäåëü Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà) íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.�ðóïïîâûå ñâîéñòâà òàêîé ñèñòåìû èçó÷åíû â ðàáîòàõ [3, 5, 6℄.3. �ðóïïîâàÿ êëàññè�èêàöèÿ ñèñòåìû (2) ïðè R = R(u5, u6)Êîîðäèíàòû èí�èíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà X = ξi∂xi + ξ4∂t+ ηα∂uα, i = 1, 3, α = 1, 6,â ñëó÷àå çàâèñèìîñòè (5) çàïèøóòñÿ êàê [2℄
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50 Â.Ê. Àíäðååâ, È.Â. ÑòåïàíîâàÇäåñü C0, ..., C9 � ãðóïïîâûå ïîñòîÿííûå, hi(t), i = 1, 2, 3, ϕ(t) � ïðîèçâîëüíûå ãëàäêèå�óíêöèè. Àíàëèç óðàâíåíèÿ (8) â ïðåäïîëîæåíèè ïðîèçâîëüíîñòè �óíêöèè R äàåò
C4 = C5 = C6 = C7 = C8 = C9 = 0.Ïîýòîìó áàçèñ ÿäðà îñíîâíîé àëãåáðû Ëè ñîñòîèò èç îïåðàòîðîâ
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, i = 1, 3,

H0(ϕ(t)) = ϕ(t)
∂

∂u4
. (9)Çàìåòèì, ÷òî êðîìå îïåðàòîðîâ, âîøåäøèõ â (3), óðàâíåíèÿìè (2) â ñëó÷àå, êîãäà R çà-âèñèò òîëüêî îò u5, u6, äîïóñêàþòñÿ òàêæå îïåðàòîðû Hi(h

i(t)), i = 1, 2, 3, îòðàæàþùèåèíâàðèàíòíîñòü ñèñòåìû (2) ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèÿì, ïðîÿâëÿþùèìñÿ ïðèïåðåõîäå ê ïðîèçâîëüíî äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò, à òàêæå îïåðàòîð H0(ϕ(t)),ó÷èòûâàþùèé èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ äàâëåíèÿ.Ïðè èíòåãðèðîâàíèè êëàññè�èöèðóþùåãî óðàâíåíèÿ (8) íåîáõîäèìî ïðåæäå âñå-ãî ðàññìîòðåòü ñëó÷àè, êîãäà R çàâèñèò òîëüêî îò u5 èëè òîëüêî îò u6. Ïîñêîëüêóóðàâíåíèÿ (2) ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî u5, u6 è êëàññè�èöèðóþùåå óðàâíåíèå òàêæåñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïåðåìåííûõ, òî ïðèâåäåì ïîäðîáíûé àíàëèç ëèøü äëÿ
R = R(u5). Ñëó÷àé R = R(u6) èññëåäóåòñÿ àíàëîãè÷íî. Äëÿ R = R(u5) óðàâíåíèå (8)óïðîùàåòñÿ äî âèäà

C9 + 3C4R +
∂R

∂u5

(

C5u
5 + C7

)

= 0. (10)ßäðî îïåðàòîðîâ (9) äîïîëíèòñÿ îïåðàòîðàìè C1 = u6∂u6 , C2 = ∂u6 , ïîýòîìó èìååìñëåäóþùèé êëàññè�èêàöèîííûé ðåçóëüòàò.I. Åñëè R = (u5)β (ïðè ýòîì β = 0, β = 1 èñêëþ÷àþòñÿ), òî ÿäðî ðàñøèðÿåòñÿîïåðàòîðîì
βZ − 3T 1 = β

(

2t
∂

∂t
+

3
∑

i=1

(

xi ∂

∂xi
− ui ∂

∂ui

)

− 2u4 ∂

∂u4

)

− 3u5 ∂

∂u5
.II. Åñëè R = ln (u5), òî ñèñòåìà (2) äîïóñêàåò äîïîëíèòåëüíûé îïåðàòîð

T 1 − Y 1 =
∂

∂u5
− x3 ∂

∂u4
.III. Åñëè R = eδu

5 , δ = ±1, òî ðàñøèðåíèå ãðóïïû, äîïóñêàåìîé ñèñòåìîé (2), ïðî-èñõîäèò çà ñ÷åò îïåðàòîðà
δZ − 3T 2 = δ

(

2t
∂

∂t
+

3
∑

i=1

(

xi ∂

∂xi
− ui ∂

∂ui

)

− 2u4 ∂

∂u4

)

− 3
∂

∂u5
.Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî âñå òðè ñïåöèàëèçàöèè êëàññè�èöèðóåìîé�óíêöèè ïîëó÷åíû ïðè ñóùåñòâåííîì èñïîëüçîâàíèè ïðåîáðàçîâàíèé ýêâèâàëåíòíî-ñòè, ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðó ýêâèâàëåíòíîñòè, âû÷èñëåííîìó â [2℄. Ïðèâåäåì çäåñü



Ñèììåòðèÿ óðàâíåíèé òåðìîäè��óçèè ïðè íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè... 51òîëüêî ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â êëàññè�èöèðóþùååóðàâíåíèå (8). Îíè äàþòñÿ �îðìóëàìè
u5 = a1u

5 + a2, u6 = a3u
6 + a4, R = a5R + a6 (11)ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè ai, i = 1, 6. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè áóäóòìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàòüñÿ è äàëåå.Â îáùåì ñëó÷àå �óíêöèÿ R çàâèñèò îò îáåèõ ïåðåìåííûõ u5, u6 è óäîâëåòâîðÿåòóðàâíåíèþ âèäà

γ0R +
∂R

∂u5

(

γ1u
5 + γ2

)

+
∂R

∂u6

(

γ3u
6 + γ4

)

+ γ5 = 0 (12)ñ íåêîòîðûìè ïîñòîÿííûìè γ0, ..., γ5. Â ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç ïîñòîÿííûõ γ0, γ1 èëè
γ3 îòëè÷íà îò íóëÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè (11) ïîçâîëÿåò ïîëàãàòü íóëþñîîòâåòñòâåííî γ5, γ2 èëè γ4. Òàêèì îáðàçîì, ïðè àíàëèçå (12) ðàññìàòðèâàþòñÿ àëü-òåðíàòèâíûå âîçìîæíîñòè: âñå γi, i = 0, 5, ðàâíû íóëþ èëè êàêèå-òî èç íèõ îòëè÷íûîò íóëÿ.�àññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé, êîãäà γ0 6= 0, γ1 6= 0, γ3 = 0. Ñîãëàñíî èçëîæåííîìóâûøå, ñ÷èòàåì γ2 = γ5 = 0. Òîãäà ðàâåíñòâî (12) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

γ0R + γ1u
5 ∂R

∂u5
+ γ4

∂R

∂u6
= 0. (13)Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ðàñòÿæåíèÿ ïî u6, ìîæíî ñ÷èòàòü γ4 = 1.Èíòåãðèðîâàíèå (13) â ýòîì ñëó÷àå äàåò

R = e−γ0u
6

f(u5e−γ1u
6

)ñ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèåé f . Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå R â (8), ïîëó÷èì êëàññè�èöèðóþ-ùåå óðàâíåíèå íà f :
C9 + (3C4 − γ0(C6u

6 + C8))f+

+((C5 − γ1C8)u
5e−γ1u

6

+ C7e
−γ1u

6

− γ1C6u
5u6e−γ1u

6

)f ′ = 0, (14)ãäå øòðèõ îçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî àðãóìåíòó �óíêöèè f , ïðè÷åì �óíêöèÿ fäîëæíà áûòü îòëè÷íà îò íóëÿ, èíà÷å ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü (4). Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿàëüòåðíàòèâíûå âîçìîæíîñòè äëÿ f .A. Åñëè f � ïðîèçâîëüíàÿ, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ �óíêöèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà, òî èç (14)ñëåäóåò, ÷òî
C6 = C7 = C9 = 0, 3C4 − γ0C8 = 0, C5 − γ1C8 = 0.Îñíîâíàÿ àëãåáðà (9) ðàñøèðÿåòñÿ îïåðàòîðîì

γ0Z + 3(C2 + γ1T
1) = γ0

(

2t
∂

∂t
+

3
∑

i=1

(

xi ∂

∂xi
− ui ∂

∂ui

)

− 2u4 ∂

∂u4

)

+ 3γ1u
5 ∂

∂u5
+ 3

∂

∂u6
.Îáîçíà÷èì ýòó ðàñøèðåííóþ àëãåáðó L∗ = {L0, γ0Z + 3(C2 + γ1T

1)}.



52 Â.Ê. Àíäðååâ, È.Â. ÑòåïàíîâàB. Åñëè f = onst, òî, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ðàñòÿæåíèÿ äëÿ
R, ìîæíî ñ÷èòàòü f = 1, òîãäà èç (14) ñëåäóåò, ÷òî C6 = C9 = 0, 3C4 − γ0C8 = 0,
C5, C7 � ïðîèçâîëüíûå. Îñíîâíàÿ àëãåáðà L∗ ðàñøèðèòñÿ îïåðàòîðàìè

T 1 = u5 ∂

∂u5
, T 2 =

∂

∂u5
.Åñëè f 6= onst, òî èç (14) âèäíî, ÷òî C6 = C7 = C9 = 0. Åäèíñòâåííàÿ êëàññè�èöèðó-þùàÿ âîçìîæíîñòü â òàêîì ñëó÷àå åñòü ñëåäóþùàÿ � C.C. f = (u5e−γ1u

6

)γ, γ 6= 0. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ �óíêöèè f äàåò äîïîëíèòåëüíûéê L∗ îïåðàòîð
γC2 + (γ0 + γγ1)T

1 = γ
∂

∂u6
+ (γ0 + γγ1)u

5 ∂

∂u5
.Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî çäåñü �óíêöèÿ R = (u5)γe(−γ0−γγ1)u6 , òîãäà ñ ó÷åòîì ïðåîáðàçî-âàíèé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ u6 ìîæíî ñ÷èòàòü −γ0 − γγ1 = δ = ±1.Òàêèì îáðàçîì, êëàññè�èêàöèÿ îòíîñèòåëüíî �óíêöèè f â äàííîì ñëó÷àå çàâåðøå-íà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå B ïîëó÷èëàñü çàâèñèìîñòü R òîëüêî îò u6, î êîòîðîéóêàçûâàëîñü âûøå. Òàêèå ïåðåñå÷åíèÿ ïðè ñîñòàâëåíèè èòîãîâîé òàáëèöû êëàññè�èêà-öèè áûëè ó÷òåíû è èñêëþ÷åíû.Ïîäîáíûé àíàëèç âñåõ àëüòåðíàòèâíûõ âîçìîæíîñòåé äëÿ γi, i = 0, 5, è ïîñëåäó-þùåå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (8) ïðè ñóùåñòâåííîì èñïîëüçîâàíèè ïðåîáðàçîâàíèéýêâèâàëåíòíîñòè (11) äàåò êëàññè�èêàöèîííûé ðåçóëüòàò, ïðåäñòàâëåííûé â òàáëèöå.�ðóïïîâàÿ êëàññè�èêàöèÿ îòíîñèòåëüíî �óíêöèè R(u5, u6)∗� R Îïåðàòîðï/ï1 Ïðîèçâîëüíàÿ L0 = {X0,X12,Hi(h

i(t)),H0(ϕ(t))}2 R(u5) L5
0 = {L0, C

1, C2}3 (u5)β L5
0, 3T

1 − βZ4 ln (u5) L5
0, T

1 − Y 15 eδu
5

L5
0, δZ − 3T 26 R(u6) L6
0 = {L0, T

1, T 2}7 (u6)β L6
0, 3C

1 − βZ8 ln (u6) L6
0, C

1 − Y 19 eδu
6

L6
0, δZ − 3C210 (u5)γ1 (u6)γ2 L0, 3T

1 − γ
1
Z, 3C1 − γ

2
Z11 ln [(u5)γ1 (u6)γ2 ] L0, T

1 − γ
1
Y 1, C1 − γ

2
Y 112 (u5)γ0eδu

6

L0, 3T
1 − γ

0
Z, 3C2 − δZ13 (u6)γ0eδu

5

L0, 3C
1 − γ

0
Z, 3T 2 − δZ14 eδ1u

5+δ
2
u6

L0, 3C
2 − δ

1
Z, 3T 2 − δ

2
Z15 u5 + γ

0
ln (u6) L0, T

2 − Y 1, C1 − γ
0
Y 116 u6 + γ

0
ln (u5) L0, C

2 − Y 1, T 1 − γ
0
Y 117 u5 + δ1e

δ2u
6

L0, T
2 − Y 1, δ2Z − 3(δ2T

1 + C2)18 u6 + δ1e
δ2u

5

L0, C
2 − Y 1, δ2Z − 3(δ2C

1 + T 2)19 u5 + δ(u6)β L0, T
2 − Y 1, βZ − 3(βT 1 + C1)20 u6 + δ(u5)β L0, C
2 − Y 1, βZ − 3(βC1 + T 1)
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2 + C2, βZ − 3(T 1 + C1)22 (u5)

−
γ
0

2γ
1 (u6)

−
γ
0

2γ
2 g1
[

(u5)γ2 (u6)−γ
1

]

L0, γ0
Z + 3(γ

1
T 1 + γ

2
C1)23 g3

[

(u5)γ2 (u6)−γ
1

]

L0, γ2
C1 + γ

1
C124 ln

[

(u5)γ2 (u6)γ1
]

+g2
[

(u5)γ2 (u6)−γ1
]

L0, γ2
C1 + γ

1
T 1 − 2γ1γ2Y

125 (u5)γ0 g4(u
6) L0, 3T

1 − γ
0
Z26 (u6)γ0 g4(u

5) L0, 3C
1 − γ

0
Z27 e−γ

0
u6

g1
[

u5e−γ
1
u6]

L0, γ0
Z + 3(C2 + γ

1
T 1)28 e−γ

0
u5

g1
[

u6e−γ
1
u5]

L0, γ0
Z + 3(T 2 + γ

1
C1)29 eδu

6

g4(u
5) L0, δZ − 3C230 eδu

5

g4(u
6) L0, δZ − 3T 231 e−

δ1u
5+δ2u

6

2 g5
(

δ1u
5 − δ2u

6
)

L0, δ1δ2Z + 3(δ2T
2 + δ1C

2)32 ln (u5) + g6(u
6) L0, T

1 − Y 133 ln (u6) + g6(u
5) L0, C

1 − Y 134 g8
(

δu5 − ln (u6)
)

L0, δC
1 + T 235 g8

(

δu6 − ln (u5)
)

L0, δT
1 +C236 δu5 + ln (u6) + g7

[

δu5 − ln (u6)
]

L0, δC
1 + T 2 − 2δY 137 δu6 + ln (u5) + g7

[

δu6 − ln (u5)
]

L0, δT
1 +C2 − 2δY 138 u5 + g

9
(u6) L0, T

2 − Y 139 u6 + g
9
(u5) L0, C

2 − Y 140 g4
(

u5 − δu6
)

L0, δT
2 +C241 (

u5 + δu6
)

+ g7
(

u5 − δu6
)

L0, δT
2 +C2 − 2δY 1

∗β 6= 0, 6= 1, γ
0,1,2 6= 0 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, δ = ±1, δ1,2 = ±1, âñå �óíêöèè,âõîäÿùèå â òàáëèöó, îòëè÷íû îò ïîñòîÿííîé (â òîì ÷èñëå íóëÿ). Ïðè ýòîì g1 �ïðîèçâîëüíàÿ, êðîìå ñòåïåííîé (â òîì ÷èñëå ëèíåéíîé), g2 � ïðîèçâîëüíàÿ, êðîìåíàòóðàëüíîãî ëîãàðè�ìà, g3 � ïðîèçâîëüíàÿ, êðîìå ñòåïåííîé (â òîì ÷èñëå ëè-íåéíîé), à òàêæå íàòóðàëüíîãî ëîãàðè�ìà, g4 � ïðîèçâîëüíàÿ, êðîìå ñòåïåííîé(â òîì ÷èñëå ëèíåéíîé), à òàêæå ýêñïîíåíòû, g5 � ïðîèçâîëüíàÿ, êðîìå ýêñïîíåí-òû, g6 � ïðîèçâîëüíàÿ, êðîìå ëèíåéíîé, à òàêæå íàòóðàëüíîãî ëîãàðè�ìà, g7 �ïðîèçâîëüíàÿ, êðîìå ëèíåéíîé, g8 � ïðîèçâîëüíàÿ, êðîìå ëèíåéíîé, à òàêæå ýêñïî-íåíòû, g9 � ïðîèçâîëüíàÿ, êðîìå ñòåïåííîé (â òîì ÷èñëå ëèíåéíîé), íàòóðàëüíîãîëîãàðè�ìà è ýêñïîíåíòû.Îáîçíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ ñëåäóþùèå:

X0 =
∂

∂t
, H0 = ϕ(t)

∂

∂u4
, X12 = x1 ∂

∂x2
− x2 ∂

∂x1
+ u1 ∂

∂u2
− u2 ∂

∂u1
,

Hi(h
i(t)) = hi(t)

∂

∂xi
+ hi

t(t)
∂

∂ui
− xihi

tt(t)
∂

∂u4
, i = 1, 2, 3,

Z = 2t
∂

∂t
+

3
∑

i=1

(

xi ∂

∂xi
− ui ∂

∂ui

)

− 2u4 ∂

∂u4
,

Y 1 = x3 ∂

∂u4
, T 1 = u5 ∂

∂u5
, T 2 =

∂

∂u5
, C1 = u6 ∂

∂u6
, C2 =

∂

∂u6
.



54 Â.Ê. Àíäðååâ, È.Â. Ñòåïàíîâà4. Èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿÂ äàííîé ðàáîòå íå ñòàâèòñÿ öåëü èçó÷åíèÿ è ñèñòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà âñåãî êëàññàèíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (2). Óêàæåì ëèøü íåêîòîðûå èç íèõ, êîòîðûå ìîãóòáûòü ïîñòðîåíû íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäàëãåáðàõ îïåðàòîðîâ äëÿ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé�óíêöèè R. Íàïîìíèì, ÷òî �èçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òå÷åíèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåçèíâàðèàíòíûå �óíêöèè â âèäå
Rg → R, p = ρ0u

4, θ =
χ−D

αD
u5, c = u5 + u6.Ïðèìåð 1. Âûáåðåì ñëåäóþùèå áàçèñíûå îïåðàòîðû ïîäàëãåáðû èç ÿäðà îñíîâíîéàëãåáðû Ëè:

H1(1) = ∂x1 , H2(1) = ∂x2 .Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ R(u5, u6) îñòàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé. �åøåíèå èùåì â âèäå
ui = ui(t, x3), i = 1, 6.Ïîñëå ïîäñòàíîâêè äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â (2) ïîëó÷àåòñÿ �àêòîð-ñèñòåìà

u1
t + u3u1

x3 = νu1
x3x3, u2

t + u3u2
x3 = νu2

x3x3 ,

u3
t + u3u3

x3 + u4
x3 = νu3

x3x3 −R(u5, u6), u3
x3 = 0,

u5
t + u3u5

x3 = χu5
x3x3 , u6

t + u3u6
x3 = Du6

x3x3. (15)Èç ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (15) ïîëó÷àåì u3 = w0(t), è ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõïî �îðìóëå ξ = x3 −
∫

w0(t)dt �àêòîð-ñèñòåìà (15) çàïèøåòñÿ êàê
u1
t = νu1

ξξ, u2
t = νu2

ξξ, u4
ξ = −w0t −R(u5, u6), u5

t = χu5
ξξ, u6

t = Du6
ξξ.Çäåñü óðàâíåíèÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè, à òàêæå ïåðåìåííûõ u5, u6 èìåþò îäèíàêîâóþäè��åðåíöèàëüíóþ ñòðóêòóðó è èíòåãðèðóþòñÿ äëÿ êîíêðåòíûõ êðàåâûõ çàäà÷. Ôóíê-öèÿ u4 âûðàæàåòñÿ èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïðè êàæäîé êîíêðåòíîé �óíêöèè

R(u5, u6).Ïðèìåð 2. Äëÿ R = R(u6) (ñì. òàáëèöó, � 6) äîïóñêàåòñÿ ïîäãðóïïà ñ îïåðàòîðîì
< ∂/∂x3 + A∂/∂u5 − ϕ(t)∂/∂u4 >, çäåñü A = onst. �åøåíèå ñëåäóåò èñêàòü â âèäå

ui = ui(t, x1, x2), i = 1, 3, u4 = −ϕ(t)x3 + q(t, x1, x2),

u5 = Ax3 + T (t, x1, x2), u6 = u6(t, x1, x2, x3). (16)Ñèñòåìà (2) ðåäóöèðóåòñÿ ê ñëåäóþùåé:
u1
t + u1u1

x1 + u2u1
x2 + qx1 = ν(u1

x1x1 + u1
x2x2),

u2
t + u1u2

x1 + u2u2
x2 + qx2 = ν(u2

x1x1 + u2
x2x2),

u3
t + u1u3

x1 + u2u3
x2 − ϕ = ν(u3

x1x1 + u3
x2x2)− R(u6),

u1
x1 + u2

x2 = 0,

Tt + u1Tx1 + u2Tx2 + u3A = χ(Tx1x1 + Tx2x2),

u6
t + u1u6

x1 + u2u6
x2 + u3u6

x3 = D(u6
x1x1 + u6

x2x2 + u6
x3x3). (17)



Ñèììåòðèÿ óðàâíåíèé òåðìîäè��óçèè ïðè íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè... 55Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ (17) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâóìåðíóþ ñèñòåìó Íàâüå�Ñòîêñà. Â÷àñòíîñòè, îíà èìååò ðåøåíèå u1 = u2 = 0, q = onst. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèå (16)ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îäíîìåðíîå äâèæåíèå áèíàðíîé ñìåñè â ïëîñêîì ñëîå ïîääåéñòâèåì íåñòàöèîíàðíîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ è ñèëû ïëàâó÷åñòè, çàâèñÿùåé îò u6.Ïðè ýòîì ïåðåìåííûå u5, u6, à çíà÷èò è ïîëÿ òåìïåðàòóð è êîíöåíòðàöèé, çàâèñÿò îòâñåõ ïåðåìåííûõ. Áåç ó÷åòà ý��åêòà òåðìîäè��óçèè ïîäîáíàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà âðàáîòå [7℄. Çàìåòèì, ÷òî è äëÿ �óíêöèè R(u5) (ñì. òàáëèöó, � 2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòüðåøåíèå, àíàëîãè÷íîå (16), ãäå �óíêöèÿ u6 áóäåò ëèíåéíîé ïî ïåðåìåííîé x3.Ïðèìåð 3. Äëÿ �óíêöèè R, ïðîèçâîëüíî çàâèñÿùåé îò u5, u6, ïîñòðîèì ðåøåíèå,èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â ÿäðî L0: H1(t), H2(1). Òîãäà u1 =
x1/t+ U(t, x3), ui = ui(t, x3), i = 2, 6. Â ýòîì ñëó÷àå �àêòîð-ñèñòåìà èìååò âèä

Ut +
1

t
U + u3Ux3 = νUx3x3 , u2

t + u3u2
x3 = νu2

x3x3,

u3
t + u3u3

x3 + u4
x3 = νu3

x3x3 − R(u5, u6), u3
x3 +

1

t
= 0,

u5
t + u3u5

x3 = χu5
x3x3 , u6

t + u3u6
x3 = Du6

x3x3. (18)Ôóíêöèè, âõîäÿùèå â (18), çàâèñÿò òîëüêî îò äâóõ ïåðåìåííûõ; èç ÷åòâåðòîãî óðàâíå-íèÿ (18) ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå äëÿ u3, îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ �àêòîð-ñèñòåìûòàêæå èíòåãðèðóþòñÿ â êâàäðàòóðàõ.Ýòî ëèøü ñàìûå ïðîñòûå ïðèìåðû èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé. Èñõîäÿ èç ïðåäñòàâëåíèéêëàññè�èöèðóåìîé �óíêöèè è äîïóñêàåìûõ ñèñòåìîé (2) îïåðàòîðîâ ïðè ðàçëè÷íûõñïåöè�èêàöèÿõ �óíêöèè R ìîæíî ñòðîèòü î÷åíü ìíîãî äðóãèõ èíâàðèàíòíûõ è ÷àñòè÷-íî-èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû �óíêöèè (2). �àáîòà â äàííîì íàïðàâëåíèè áóäåòïðîäîëæåíà.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè èíòåðïðåòàöèè íàéäåííûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàþòñÿðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ [8℄. Íàïðèìåð, äâèæåíèå ìåæäó äâóìÿ ïëîñêèìè ñòåíêàìèñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé èëè ñ ãðàíèöåé ðàçäåëà.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Îâñÿííèêîâ Ë.Â. �ðóïïîâîé àíàëèç äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ì.: Íàóêà, 1978.400 ñ.[2℄ �îäèîíîâ À.À., Ñòåïàíîâà È.Â. �ðóïïîâàÿ êëàññè�èêàöèÿ óðàâíåíèé ìîäåëè êîí-âåêöèè ñ ó÷åòîì ñèë ïëàâó÷åñòè // Âû÷èñë. òåõíîëîãèè. 2008. Ò. 13, � 5. C. 61�69.[3℄ �ûæêîâ È.È., Àíäðååâ Â.Ê. �ðóïïîâàÿ êëàññè�èêàöèÿ è òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèéòåðìîäè��óçèè // Äè�. óðàâíåíèÿ. 2005. Ò. 41, � 4. C. 508�517.[4℄ Ñòåïàíîâà È.Â. �ðóïïîâàÿ êëàññè�èêàöèÿ è òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâóõ ìîäåëåéãèäðîäèíàìèêè: Äèñ. . . . êàíä. �èç.-ìàò. íàóê. Êðàñíîÿðñê, ÈÂÌ ÑÎ �ÀÍ, 2008.[5℄ Àíäðååâ Â.Ê. Îá èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé òåðìîäè��óçèè // Òð. III Ìåæ-äóíàðîäíîé êîí�. �Ñèììåòðèÿ è äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ�. Êðàñíîÿðñê: ÈÂÌÑÎ �ÀÍ, 2002. Ñ. 13�17.
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