
Âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè Òîì 15, � 2, 2010�åãóëÿðíûé àëãîðèòì àïïðîêñèìàöèè íåãëàäêèõðåøåíèé äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìàïåðâîãî ðîäà∗Â.Â. Âàñèí, Ò.È. Ñåð¼æíèêîâàÈíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ �ÀÍ, Åêàòåðèíáóðã, �îññèÿe-mail: vasin�imm.uran.ru, sti�imm.uran.ruÏîñòðîåí è èññëåäîâàí ðåãóëÿðèçóþùèé àëãîðèòì äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ íåãëàä-êîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà. Àëãîðèòì îñíîâàí íà èñïîëüçî-âàíèè òèõîíîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèè ñ íåäè��åðåíöèðóåìûì ñòàáèëèçàòîðîì ñ ïðè-âëå÷åíèåì ïðîêñèìàëüíîãî ìåòîäà è ñóáãðàäèåíòíîãî ïðîöåññà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà-÷è íåãëàäêîé ìèíèìèçàöèè. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà, íåãëàäêîå ðåøåíèå, òè-õîíîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ, ïðîêñèìàëüíûé ìåòîä, ñóáãðàäèåíòíûé ïðîöåññ.ÂâåäåíèåÂû÷èñëèòåëüíàÿ ïðàêòèêà ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà óáåäèòåëü-íî ïîêàçàëà, ÷òî ïðèìåíåíèå â òèõîíîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèè ñòàáèëèçàòîðîâ â �îðìåâàðèàöèè ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óëó÷øèòü êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèèðàçðûâíûõ ðåøåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé êâàäðàòè÷íîé ðåãóëÿðèçàöèåé, êî-ãäà èñïîëüçóåòñÿ ãèëüáåðòîâà íîðìà L2 èëè W n
2 (ñì. [1 � 4℄). Ïðè ïðèìåíåíèè âàðèàöèè�óíêöèè â êà÷åñòâå ñòàáèëèçàòîðà óäàåòñÿ îáîñíîâàòü êóñî÷íî-ðàâíîìåðíóþ ñõîäè-ìîñòü ðåãóëÿðèçîâàííûõ ðåøåíèé, ÷òî, ïî-âèäèìîìó, è îáúÿñíÿåò ïðåèìóùåñòâî òàêîãîðîäà ðåãóëÿðèçóþùèõ àëãîðèòìîâ ïðè âîññòàíîâëåíèè íåãëàäêèõ ðåøåíèé.Îäíàêî ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ýòèõ ìåòîäîâ, ò. å. ïðè ïîñòðîåíèè ðåãóëÿðèçî-âàííîãî ñåìåéñòâà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ çàäà÷åé íåãëàäêîéìèíèìèçàöèè. Çäåñü íàìåòèëèñü äâà ïîäõîäà: à) íåãëàäêèé �óíêöèîíàë ïðåäâàðèòåëü-íî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñåìåéñòâîì äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèîíàëîâ, à çàòåì ïðèìå-íÿþòñÿ òðàäèöèîííûå ìåòîäû ãëàäêîãî àíàëèçà, íàïðèìåð, ìåòîäû ãðàäèåíòíîãî èëèíüþòîíîâñêîãî òèïà [1, 2℄; á) äëÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé íåãëàäêîé âûïóêëîé çàäà÷è ìèíè-ìèçàöèè òèõîíîâñêîãî �óíêöèîíàëà ïðèìåíÿþòñÿ ñóáãðàäèåíòíûå ïðîöåññû [3, 4℄.Â ðàáîòå [5℄ áûë ïðåäëîæåí äðóãîé ïàðàìåòðè÷åñêèé êëàññ íåäè��åðåíöèðóåìûõñòàáèëèçèðóþùèõ �óíêöèîíàëîâ íà îñíîâå íîðìû ïðîñòðàíñòâà Ëèïøèöà è îáîñíîâàíàðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü òèõîíîâñêèõ àïïðîêñèìàöèé ê íåïðåðûâíîìó íåîáÿçàòåëüíîäè��åðåíöèðóåìîìó ðåøåíèþ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåìâûáîðå óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿðíûå àëãîðèòìû, ïîñòðîåííûå â ðàìêàõ óïî-ìÿíóòîé ðåãóëÿðèçàöèè ñ ïðèâëå÷åíèåì prox-ìåòîäà, âïîëíå ïðèãîäíû äëÿ âîññòàíîâ-
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16 Â.Â. Âàñèí, Ò.È. Ñåð¼æíèêîâàëåíèÿ íåãëàäêèõ (ðàçðûâíûõ) ðåøåíèé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ïåðâîãîðîäà.Çàìåòèì, ÷òî èäåÿ î âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ íîðìû ïðîñòðàíñòâà Ëèïøèöà âêà÷åñòâå ñòàáèëèçàòîðà áûëà âûñêàçàíà â îáçîðíîé ñòàòüå [6℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äàåòñÿ îïèñàíèå è îáîñíîâàíèå âñåõ ýòàïîâ àëãîðèòìà è ïðè-âîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ,âîçíèêàþùåãî ïðè ïðîäîëæåíèè ãåî�èçè÷åñêèõ ïîëåé.1. Òåîðåìû ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèéÏóñòü Π � êîìïàêò â Rn. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî �óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íà Πóñëîâèþ Ëèïøèöà
∃ d > 0 : |u(x1) − u(x2)| ≤ d |x1 − x2|

µ ∀ x1, x2 ∈ Π, (1)ãäå 0 < µ ≤ 1, |x1 − x2| =
(

n
∑

i=1
|x1i − x2i|

2

)1/2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hµ = Hµ[Π] ìíîæå-ñòâî �óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íà Π óñëîâèþ (1) ñ �èêñèðîâàííûì ïàðàìåòðîì µ. Ïîàíàëîãèè ñî ñëó÷àåì �óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé îïðåäåëèì íîðìó
||u(x)||Hµ = max

x∈Π
|u(x)| + sup

x1,x2∈Π

|u(x1) − u(x2)|

|x1 − x2|µ
,îòíîñèòåëüíî êîòîðîé Hµ ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì (ñì. [7℄).�àññìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå

Au = f (2) îïåðàòîðîì À, äåéñòâóþùèì èç ïðîñòðàíñòâà Hµ â ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ �óíê-öèé C(Π), è åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì û ∈ Hµ. Íåïðåðûâíîñòü îáðàòíîãî îïåðàòîðà A−1íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ïîýòîìó (2) îòíîñèòñÿ ê êëàññó ñóùåñòâåííî íåêîððåêòíûõ çàäà÷.Ïðè ïðèáëèæåííî çàäàííîé ïðàâîé ÷àñòè fδ, ||f − fδ|| ≤ δ, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðèçî-âàííîãî ñåìåéñòâà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé èñïîëüçóåì ìåòîä Òèõîíîâà â âèäå [5, 7℄
min{||Au − fδ||C[Π] + α||u||Hµ : u ∈ Hµ[Π]}. (3)Òåîðåìà 1. Ïóñòü À � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð â C(Π), Ker(A) = {0},

||f − fδ|| ≤ δ. Òîãäà çàäà÷à èìååò ðåøåíèå uα, âîçìîæíî íååäèíñòâåííîå, è ïðè ñâÿçèïàðàìåòðîâ α(δ) → 0,
δ

α(δ)
→ 0, δ → 0 èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü

lim
δ→0

||uα(δ) − û||C(Π) = 0,êðîìå òîãî,
lim
δ→0

||uα(δ)||Hµ = ||û||Hµ.Çàìå÷àíèå. Åñëè âìåñòî ëèïøèöåâîé íîðìû â (3) èñïîëüçîâàòü ñòàáèëèçàòîð
Ω(u) = ||u||Hµ +

1

2
||u||2Lp

, 1 < p < ∞, (4)òî ðåøåíèå uα çàäà÷è (3) åäèíñòâåííî.



�åãóëÿðíûé àëãîðèòì àïïðîêñèìàöèè íåãëàäêèõ ðåøåíèé... 17Èñïîëüçóÿ ìåòîä �èòöà, ìîæíî ïîñòðîèòü àïïðîêñèìàöèè ðåãóëÿðèçîâàííîãî ïðè-áëèæåííîãî ðåøåíèÿ uα ýëåìåíòàìè êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà êóñî÷íî-ëèíåéíûõ�óíêöèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîìïàêò Π äîïóñêàåò ðàçáèåíèå ñèìïëåêñàìè n-ãî ïîðÿäêàñ ìàêñèìàëüíûì äèàìåòðîì h = max
m

∆m. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Uh êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðî-ñòðàíñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõ (ëèíåéíûõ íà êàæäîì ñèìïëåêñå) �óíêöèé.Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà êîíå÷íîìåðíàÿçàäà÷à
min{||Au − fδ||C[Π] + α[||uh||

2
Lp[Π] + ||uh||Hµ] : uh ∈ Uh} (5)èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå uα

h , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ
lim
h→0

||uα
h − uα||C[Π] = 0, lim

h→0
||uα

h||Hµ[Π] = ||uα||Hµ[Π],ãäå uα � ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì Òèõîíîâà ñî ñòàáèëèçàòîðîì (4).Êàê ïîêàçàëè ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, âûïîëíåííûå äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèéÔðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà ñ íåãëàäêèìè (ðàçðûâíûìè) ðåøåíèÿìè, ïðè ìàëûõ çíà÷åíè-ÿõ ïàðàìåòðà α ñóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ðàáîòàþò íåóäîâëåòâîðèòåëüíî, â ðåçóëüòàòå÷åãî íå óäàåòñÿ âîññòàíîâèòü, íàïðèìåð, õîðîøî âûðàæåííûé ðàçðûâ èëè èçëîì. Ñ äðó-ãîé ñòîðîíû, ïðè îòíîñèòåëüíî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ α ïîëó÷àåòñÿ ãðóáàÿ àïïðîêñèìàöèÿðåøåíèÿ ïðè äàííîì ìåòîäå ðåãóëÿðèçàöèè.Â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ýòè òðóäíîñòè óäàåòñÿ ïðåîäîëåòü, åñëè äëÿ óñòîé÷èâîéàïïðîêñèìàöèè ýêñòðåìàëüíîãî ýëåìåíòà uα èñïîëüçîâàòü prox-ìåòîä (èòåðèðîâàííûéâàðèàíò ìåòîäà Òèõîíîâà), à èìåííî: åñëè îáîçíà÷èòü öåëåâîé �óíêöèîíàë â (3) ÷åðåç
Φα(u), òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äëÿ àïïðîêñèìàöèè uα ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

uk = argmin {Φα(u) + β ||u − uk−1||2H : u ∈ U}, (6)ãäå β > 0, || · ||H � íåêîòîðàÿ ãèëüáåðòîâà íîðìà.Â îòëè÷èå îò âûïóêëîãî �óíêöèîíàëà Φα(u) �óíêöèîíàë Φα,β = Φα(u) +β ||u− v||2Hÿâëÿåòñÿ ñèëüíî âûïóêëûì, ÷òî ãàðàíòèðóåò óñòîé÷èâûé ñ÷åò ïðè íàõîæäåíèè uk ñóá-ãðàäèåíòíûì ìåòîäîì. Ïî-âèäèìîìó, ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îáúÿñíÿåò �àêò ïîâûøåíèÿêà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè íåãëàäêîãî ðåøåíèÿ, îäíàêî çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ òðóäîåìêîñòèàëãîðèòìà.2. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìàïåðâîãî ðîäà è ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû�àññìîòðèì îäíîìåðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà
Au ≡

1
∫

0

K(x, y)u(x)dx = f(y), 0 ≤ y ≤ 1 (7)ñ íåïðåðûâíûìè ïî ñâîèì ïåðåìåííûì �óíêöèÿìè K(x, y), f(y) è èññëåäóåì áîëåå äå-òàëüíî àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òîêîíå÷íîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ (ñì (5)), îïèñàííàÿ â òåîðåìå 2, íå âåäåò ê ïîëíîé äèñ-êðåòèçàöèè ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è, ïîýòîìó èñïîëüçóåì èíóþ, áîëåå óäîáíóþ äëÿ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ñõåìó [7℄.



18 Â.Â. Âàñèí, Ò.È. Ñåð¼æíèêîâàÇàäàäèì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ïî x è ïî y ñ øàãîì h = 1/N è àïïðîêñèìèðóåì èíòå-ãðàë �îðìóëîé ïðàâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: u(xj) = uj, fδ(yi) = fi. Òîãäà äèñêðåòíûé àíàëîã ðåãóëÿðèçî-âàííîé çàäà÷è ñî ñòàáèëèçàòîðîì (4) ïðèíèìàåò âèä
min

ui







max
1≤j≤N

|
N
∑

j=1

hK(yi, xj)uj − fi|+

+α





1

2

N
∑

j=1

h|uj|
2 + max

1≤j≤N
|uj| + max

i6=j

|ui − uj|

|xi − xj |µ



 : {uj}
N
1 ∈ RN







. (8)Òåîðåìà 3. Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (8) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ūN = (ū1, ū2, ...,
ūN), è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êóñî÷íî-ëèíåéíûõ âîñïîëíåíèé ūN(x), ïîñòðîåííûõ ïî âåê-òîðó ūN , ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è

min
{

||Au − f ||C + α
[

1

2
||u||2L2

+ ||u||Hµ

]

: u ∈ Hµ
}

.Òåïåðü äèñêðåòíûé àíàëîã prox-ìåòîäà (6) ïðèíèìàåò �îðìó
uk = argmin {Φα

N(u) + β ||u − uk−1||2RN
: u ∈ RN} = Φ∗

N, k, (9)ãäå Φα
N � öåëåâàÿ �óíêöèÿ â çàäà÷å (8).Òàê êàê öåëåâàÿ �óíêöèÿ â (9) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî âûïóêëîé, òî prox-îòîáðàæåíèå(ñì. [8℄), îïðåäåëÿþùåå èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (9), ïðèíàäëåæèò êëàññó ïñåâäîñæèìà-þùèõ îòîáðàæåíèé, è, ñëåäîâàòåëüíî, prox-ìåòîä (9) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (8)(ñì. [9, 10℄). Ïîñêîëüêó âûïóêëàÿ �óíêöèÿ ñóáäè��åðåíöèðóåìà, òî ïðè �èêñèðîâàí-íîì uk−1 äëÿ àïïðîêñèìàöèè uk ïðèìåíèìû ñóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû.Íàèáîëåå ïðîñòîé âàðèàíò ñóáãðàäèåíòíîãî ìåòîäà èìååò âèä [11]

uk, ν+1 = uk, ν − λk
vk, ν

||vk, ν ||
, ν = 0, 1, 2, ..., nk, (10)ãäå vk, ν ∈ ∂Φα,β

N, k(u
k, ν), Φα,β

N, k � öåëåâàÿ �óíêöèÿ â çàäà÷å (9), ∂Φ îçíà÷àåò ñóáäè��å-ðåíöèàë �óíêöèîíàëà Φ. Êàê èçâåñòíî, â îáùåì ñëó÷àå äëÿ âûïóêëîé �óíêöèè ïðè
λk > 0,

∞
∑

i=0
λk = ∞,

∞
∑

i=0
λ2

k < ∞ óñòàíîâëåíà ñõîäèìîñòü èòåðàöèé ïî �óíêöèîíàëó
[11], íî ïîñêîëüêó Φα,β

N, k � ñèëüíî âûïóêëàÿ �óíêöèÿ, òî èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïîàðãóìåíòó, ò. å. lim
ν→∞

||uk,ν − uk|| = 0.Åñëè èçâåñòíà íåêîòîðàÿ îöåíêà Φ̃N, k äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ Φ∗
N, k â çàäà÷å (9),ò. å.

Φ̃N, k ≤ Φ∗
N, k + εk, εk > 0,òî öåëåñîîáðàçíî ïåðåéòè îò çàäà÷è (9) ê ðåøåíèþ âûïóêëîãî íåðàâåíñòâà

Φα,β
N, k(u) − Φ̃N, k ≤ 0. (11)Òåïåðü äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà (11) ïðèìåíèì áîëåå ý��åêòèâíûéèòåðàöèîííûé ïðîöåññ �åéåðîâñêîãî òèïà [12]

uk, ν+1 = uk, ν − λ
(

Φα β
N, k(u

k, ν) − Φ̃N, k

)+ vk, ν

||vk,ν ||2
, (12)
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N, k(u

k, ν), 0 < λ < 2, ν = 0, 1, 2, ..., nk, à âåëè÷èíà Φ̃N, k ìîæåò óòî÷íÿòüñÿâ ïðîöåññå ñ÷åòà.Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî èòåðàöèè uk prox-ìåòîäà (9) ìîãóò âû÷èñëÿòüñÿ ñóáãðàäè-åíòíûìè ìåòîäàìè (10), (12) ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ ñ ñîõðàíåíèåì ñõîäèìîñòè, àèìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, îáîñíîâàíèå êîòîðîé ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ[13, 14℄.Òåîðåìà 4. Ïóñòü Ò � prox-îòîáðàæåíèå, ò. å.
T : v → argmin {Φα

N(u) + β ||u − v||2 : u ∈ RN}.Ïóñòü prox-ìåòîä ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ
‖zk+1 − T (zk)‖ ≤ γk, z0 ∈ RN ,

∞
∑

i=0

γk < ∞.Òîãäà lim
k→∞

||zk − ūN || = 0, ãäå ūN � ðåøåíèå çàäà÷è (8).Çàìå÷àíèå. Åñëè èçâåñòíà àïðèîðíàÿ èí�îðìàöèÿ î ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (2) âèäà
u ∈ Q, ãäå Q� âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, çàäàííîå, íàïðèìåð, ñèñòåìîé ëèíåéíûõèëè âûïóêëûõ íåðàâåíñòâ, òî âìåñòî prox-ìåòîäà ìîæíî èñïîëüçîâàòü èòåðàöèîííûéïðîöåññ [14]

uk+1 = PQ(T (uk)),ãäå T � prox-îòîáðàæåíèå, PQ � �åéåðîâñêîå îòîáðàæåíèå, îòâå÷àþùåå çà îãðàíè÷åíèå
u ∈ Q.Òàêèì îáðàçîì, âñå îïèñàííûå ýòàïû àëãîðèòìà, ïîñòðîåííîãî íà îñíîâå òèõîíîâ-ñêîé ðåãóëÿðèçàöèè ñî ñòàáèëèçàòîðîì â �îðìå íîðìû Ëèïøèöà, prox-ìåòîäà, äèñ-êðåòíîé àïïðîêñèìàöèè êâàäðàòóðíûì ìåòîäîì è ñóáãðàäèåíòíîãî ïðîöåññà íåãëàäêîéîïòèìèçàöèè, ÿâëÿþòñÿ îáîñíîâàííûìè, ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì äåëî ñ ðåãóëÿðèçóþ-ùèì àëãîðèòìîì.Â �îðìóëàõ (12) ñóáäè��åðåíöèàëû êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ öåëåâîé �óíêöèè âû-÷èñëÿþòñÿ ïî èçâåñòíûì ïðàâèëàì ñóáäè��åðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ïðèâåäåì, íà-ïðèìåð, �îðìóëó äëÿ ñóáäè��åðåíöèàëà òðåòüåãî ñëàãàåìîãî

ϕ(u) = max
0≤i,j≤N

|ui − uj |

|xi − xj |µ
. (13)Îáîçíà÷èì ÷åðåç J(u) ìíîæåñòâî ïàð èíäåêñîâ i0, j0, äëÿ êîòîðûõ â (13) äîñòèãàåòñÿìàêñèìóì. Îïðåäåëèì âåêòîð

vi0j0 =

(

0, ..., 0,
1

|xi0 − xj0 |
µ
, 0, ..., 0,−

1

|xi0 − xj0 |
µ
, 0, ..., 0

)

,ãäå íåíóëåâûå ýëåìåíòû çàíèìàþò ïîçèöèè ñ íîìåðàìè i0 è j0; òîãäà
∂ϕ(u) =











M = o{vi0j0}i0,j0∈J(u), åñëè ui0 − uj0 > 0,o{M ⋃

(−M)}, åñëè ui0 − uj0 = 0,
−M = o{−vi0j0}i0,j0∈J(u), åñëè ui0 − uj0 < 0,ãäå o{M} � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà M , u = (u0, u2, . . . , uN).
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Au ≡

2
∫

0

H

H2 + (x − y)2
u(x)ds = f(y), 0 < H ≤ 2, 0 ≤ x, y ≤ 2, (14)êîòîðîå ìîäåëèðóåò ñèòóàöèþ, êîãäà íåîáõîäèìî íàéòè ïðîäîëæåííîå íà ãëóáèíó x = Hãðàâèòàöèîííîå ïîëå u(x) ïî èçìåðåííîìó íà çåìíîé ïîâåðõíîñòè ïîëþ f(y) (ïëîñêèéñëó÷àé). Áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ïî âîññòàíîâëåíèþ òðåõ ìîäåëüíûõ ðåøåíèé. Èñ-ïîëüçîâàëîñü íóëåâîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå. Â �îðìóëå (8)äëÿ íîðìû Ëèïøèöà ïî-ëàãàëîñü µ = 0.001, â (9) çàäàâàëîñü β = 300. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ïî �îðìóëàì (12)ïðèíèìàëîñü ðàâíûì 60. Äëÿ ðàñ÷åòà âàðèàíòîâ ñ òî÷íîé ïðàâîé ÷àñòüþ äëÿ çàäàíèÿïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè èñïîëüçîâàëèñü α = 10−4, 10−5, à äëÿ ðàñ÷åòîâ ñ âîçìóùåí-íîé ïðàâîé ÷àñòüþ � α = 10−3, 10−4. Ïîíÿòíî, ÷òî ñ ðîñòîì âåëè÷èíû ïàðàìåòðà H,

0 < H ≤ 2, ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (14) óñëîæíÿåòñÿ,ïîñêîëüêó ñâîéñòâà ìàòðèöû óõóäøàþòñÿ. Äëÿ ìîäåëåé 1 è 2 ïîëàãàëîñü H = 2, äëÿìîäåëè 3 � H = 1.Äëÿ êàæäîé ìîäåëè ðàññ÷èòûâàëñÿ âàðèàíò ñ òî÷íîé ïðàâîé ÷àñòüþ è âàðèàíò ñâîçìóùåííîé ïðàâîé ÷àñòüþ, âåëè÷èíà âîçìóùåíèÿ ïîëàãàëàñü ||f − fδ||C = δ ≤ 0.0108.Òî÷íàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü äëÿ êàæäîé ìîäåëè ðàññ÷èòûâàëàñü ïîäñòàíîâêîé òî÷íîãî ðå-øåíèÿ u â ñåòî÷íûé âàðèàíò îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ Au = f .

à

á â�èñ. 1. Ìîäåëü 1. à � òî÷íîå ðåøåíèå; á � âîññòàíîâëåííîå ðåøåíèå ïðè òî÷íîé ïðàâîé ÷àñòè
(∆1 = 1.7 × 10−2

,∆2 = 1.0 × 10−6); â � âîññòàíîâëåííîå ðåøåíèå ïðè âîçìóùåííîé ïðàâîé÷àñòè (∆1 = 2.1 × 10−2
,∆2 = 8.4 × 10−3)



�åãóëÿðíûé àëãîðèòì àïïðîêñèìàöèè íåãëàäêèõ ðåøåíèé... 21Òî÷íîå ðåøåíèå u(x) (0 ≤ x, u ≤ 2) äëÿ êàæäîé ìîäåëè ðàññ÷èòûâàëîñü íà ðàâíî-ìåðíîé ñåòêå ïî x, ñîñòîÿùåé èç 129 óçëîâ ñ øàãîì h = 2/128 ≈ 0.016, ïî ñëåäóþùèì�îðìóëàì:Ìîäåëü 1 ui =

{

1/32 × i, i = 0, ..., 64,
1/32 × (128 − i), i = 65, ..., 128.Ìîäåëü 2 ui =











0, i = 0, ..., 42,
2, i = 43, ..., 85,
0, i = 86, ..., 128.Ìîäåëü 3 ui =



















0, i = 0, ..., 15,
1/8 × (i − 16), i = 16, ..., 32,
2 − 1/32(i− 32), i = 33, ..., 64,
u128−i, i = 65, ..., 128.Â êàæäîì âàðèàíòå ðàñ÷åòîâ äëÿ ïîëó÷åííîãî ïðèáëèæåíèÿ âû÷èñëÿëèñü îòíîñè-òåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïî ðåøåíèþ ∆1 è îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïî íåâÿçêå ∆2:

∆1 =
||x − x̃||L2

||x||L2

, ∆2 =
||Ax̃ − f ||L2

||f ||L2

.

à

á â�èñ. 2. Ìîäåëü 2. à � òî÷íîå ðåøåíèå; á � âîññòàíîâëåííîå ðåøåíèå ïðè òî÷íîé ïðàâîé ÷àñòè
(∆1 = 7.6 × 10−4

,∆2 = 6.9 × 10−4); â � âîññòàíîâëåííîå ðåøåíèå ïðè âîçìóùåííîé ïðàâîé÷àñòè (∆1 = 3.9 × 10−2
,∆2 = 2.7 × 10−2)
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à

á â�èñ. 3. Ìîäåëü 3. à � òî÷íîå ðåøåíèå; á � âîññòàíîâëåííîå ðåøåíèå ïðè òî÷íîé ïðàâîé ÷àñòè
(∆1 = 1.6 × 10−4

,∆2 = 9.5 × 10−5); â � âîññòàíîâëåííîå ðåøåíèå ïðè âîçìóùåííîé ïðàâîé÷àñòè (∆1 = 7.1 × 10−3
,∆2 = 5.1 × 10−3)Íà ðèñ. 1 � 3 ïðèâåäåíû ãðà�èêè âîññòàíîâëåííûõ ðåøåíèé êàê äëÿ òî÷íûõ, òàê èäëÿ âîçìóùåííûõ äàííûõ äëÿ òðåõ ìîäåëüíûõ ðåøåíèé. Íà âñåõ ðèñóíêàõ ãîðèçîí-òàëüíàÿ îñü � íîìåðà óçëîâ ðàâíîìåðíîé ñåòêè ïî àðãóìåíòó x.Àíàëèç ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì äîñòà-òî÷íî õîðîøî âîññòàíàâëèâàåò ðåøåíèå ñ èçëîìîì (ðàçðûâ â ïðîèçâîäíîé) è ðàçðûâîìïåðâîãî ðîäà ñàìîé �óíêöèè, ñîõðàíÿÿ ñòðóêòóðó èñõîäíîé ìîäåëè. Íåñêîëüêî õóæåàëãîðèòì ðàáîòàåò äëÿ áîëåå ñëîæíîé ìîäåëè 3. Ïî-âèäèìîìó, â äàííîì ñëó÷àå äëÿïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü âìåñòî u0 ≡ 0 íà÷àëüíîå ïðè-áëèæåíèå, ó÷èòûâàþùåå íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ, à òàêæå áîëåå òùàòåëüíîâûáèðàòü óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû α, β.Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ïðåäëîæåí ðåãóëÿðíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò âîññòàíàâëèâàòü íåãëàä-êèå ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà. Àëãîðèòì îñíîâàí íà òèõîíîâñêîéðåãóëÿðèçàöèè ñ íåäè��åðåíöèðóåìûì ñòàáèëèçàòîðîì (â �îðìå íîðìû ïðîñòðàíñòâàËèïøèöà) ñ ïðèâëå÷åíèåì prox-ìåòîäà è ñóáãðàäèåíòíûõ ïðîöåññîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà-÷è íåãëàäêîé ìèíèìèçàöèè. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðæäàþò, ÷òî èñïîëüçîâà-íèå prox-ìåòîäà ñóùåñòâåííî ïîâûøàåò êà÷åñòâî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêóäàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíÿòü ñóáãðàäèåíòíûå ïðîöåññû äëÿ ñèëüíî âûïóêëîé �óíêöèè,÷òî îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü ñ÷åòà.
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