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Ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ñèëüíîãî ñæàòèÿíåñ�åðè÷åñêîãî êàâèòàöèîííîãî ïóçûðüêà∗À.À. Àãàíèí, Ò.Ô. Õàëèòîâà, Í.À. ÕèñìàòóëëèíàÈíñòèòóò ìåõàíèêè è ìàøèíîñòðîåíèÿ Êàçàíñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà �ÀÍ, �îññèÿe-mail: taliny�kfti.kn.ruÂ ïðåäëàãàåìîì ìåòîäå äâèæåíèå ïàðà â ïóçûðüêå è îêðóæàþùåé æèäêîñòèîïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè äèíàìèêè ñæèìàåìîé òåïëîïðîâîäíîé æèäêîñòè ñ ó÷å-òîì �àçîâûõ ïåðåõîäîâ. Èñïîëüçóþòñÿ ïîäâèæíûå ñåòêè, UNO-ìîäè�èêàöèÿ ìå-òîäà �îäóíîâà âòîðîãî ïîðÿäêà, ÿâíî-íåÿâíàÿ ñõåìà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìèêà ñæèìàåìîé òåïëîïðîâîäíîé æèäêîñòè, êàâèòàöèîí-íûé ïóçûðåê, óäàðíàÿ âîëíà, UNO-ñõåìà, ìåòîä �îäóíîâà.ÂâåäåíèåÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ ñèëüíîå ñæàòèå ïàðîãàçîâûõ ïóçûðüêîâ â æèäêîñòè ïðèâëåêàåòèíòåðåñ â ñâÿçè ñ îòêðûòèåì òàêèõ ÿâëåíèé êàê îäíîïóçûðüêîâàÿ è ìíîãîïóçûðüêî-âàÿ ñîíîëþìèíåñöåíöèÿ [1 � 3℄, íåéòðîííàÿ ýìèññèÿ ïðè àêóñòè÷åñêîé êàâèòàöèè äåé-òåðèðîâàííîãî àöåòîíà [4, 5℄. Òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ [6 � 11℄ïðèâåëè ê �îðìèðîâàíèþ ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì, ÷òî ñâåòîâîå èçëó÷åíèå è íåéòðîííàÿýìèññèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ çà ñ÷åò ñèëüíîãî âûñîêîñêîðîñòíîãî ñæàòèÿ ïóçûðüêà. Â �è-íàëüíîé ñòàäèè òàêîãî ñæàòèÿ â ïóçûðüêå �îðìèðóåòñÿ óäàðíàÿ âîëíà, ñõîäÿùàÿñÿ êåãî öåíòðó [6, 7℄. Ñî âðåìåíåì åå èíòåíñèâíîñòü âîçðàñòàåò òàê, ÷òî êðàòêîâðåìåííî âöåíòðå ïóçûðüêà îáðàçóåòñÿ ñ�åðè÷åñêîå ÿäðî ñ î÷åíü âûñîêèìè çíà÷åíèÿìè òåìïåðà-òóðû è ïëîòíîñòè [9, 11℄. Ñîãëàñíî ÷èñëåííûì èññëåäîâàíèÿì ñîíîëþìèíåñöåíöèè [9℄,â îáëàñòè, ðàçìåðû êîòîðîé ñîñòàâëÿþò ∼ 10−9 ì, â òå÷åíèå ∼ 10−11 − 10−10  ñîõðàíÿ-þòñÿ òåìïåðàòóðû ∼ 106 Ê è ïëîòíîñòè ∼ 10 ã/ñì3. Â ñëó÷àå íåéòðîííîé ýìèññèè [11℄ âîáëàñòè ðàçìåðîì ∼ 10−7 ì â òå÷åíèå äîëåé ïèêîñåêóíä òåìïåðàòóðû èìåþò çíà÷åíèÿ

∼ 108 Ê, à ïëîòíîñòè ∼ 10 ã/ñì3.Ìàëîñòü ðàçìåðîâ ïóçûðüêà è ãîðÿ÷åãî ÿäðà â íåì, à òàêæå êîðîòêàÿ ïðîäîëæè-òåëüíîñòü ïðîèñõîäÿùèõ ïðîöåññîâ çàòðóäíÿþò ýêñïåðèìåíòàëüíîå èçó÷åíèå �èíàëü-íîé ñòàäèè ñæàòèÿ ïóçûðüêà. Â ñâÿçè ñ ýòèì âàæíóþ ðîëü â ïîíèìàíèè ïðîèñõîäÿùèõïðè ýòîì ïðîöåññîâ ïðèîáðåòàåò ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Â ÷àñòíîñòè, óêàçàí-íîå âûøå ïðåäñòàâëåíèå î ìåõàíèçìàõ ñîíîëþìèíåñöåíöèè è ÿäåðíîãî èçëó÷åíèÿ ñ�îð-ìèðîâàëîñü â ðåçóëüòàòå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ïðèìåíåíèåì ñ�åðè÷åñêèñèììåòðè÷íûõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ãàçà â ïîëîñòè ïóçûðüêàèñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè [4, 6, 7, 10 � 13℄.Â äàííûõ ýêñïåðèìåíòàõ îäíîìåðíûå óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè ðåøàþòñÿ ìåòî-äàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè Ëàêñà�Ôðèäðèõñà [6℄, �îäóíîâà [4, 11, 12℄, êîìïëåêñîì
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Ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ñèëüíîãî ñæàòèÿ... 15ïðîãðàìì DYNA2D [7, 9, 10℄. Ïðè ýòîì â [7, 9, 10℄ ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íà îñíî-âå óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â îáëàñòè ãàçà è æèäêîñòè èñïîëüçóåòñÿ êàê â õîäåñæàòèÿ ïóçûðüêà, òàê è â õîäå åãî ðàñøèðåíèÿ. Ïðèìåíåíèå òàêîãî ïîäõîäà òðåáóåòáîëüøèõ çàòðàò êîìïüþòåðíîãî âðåìåíè. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðàáîòàõ [11, 14, 15℄ ïðåä-ëîæåí áîëåå ýêîíîìè÷íûé ìåòîä ðàñ÷åòà, â êîòîðîì ïðè ðàñøèðåíèè è íà íà÷àëüíîéñòàäèè ñæàòèÿ ïóçûðüêà, êîãäà åãî ïîâåðõíîñòü äâèæåòñÿ ñ ìàëûìè ÷èñëàìè Ìàõà,ãàç ïîëàãàåòñÿ ãîìîáàðè÷åñêèì, à æèäêîñòü ìàëîñæèìàåìîé. Ïîëíàÿ ãèäðîäèíàìè÷å-ñêàÿ ìîäåëü èñïîëüçóåòñÿ ëèøü íà âûñîêîñêîðîñòíîé ñòàäèè ñæàòèÿ, êîãäà ÷èñëî Ìàõàäâèæåíèÿ ñòåíêè ïóçûðüêà ñòàíîâèòñÿ áëèçêèì ê åäèíèöå.Óêàçàííûé âûøå óäàðíî-âîëíîâîé ìåõàíèçì äîñòèæåíèÿ âûñîêèõ çíà÷åíèé òåìïå-ðàòóðû è ïëîòíîñòè âåùåñòâà â ïîëîñòè ïóçûðüêà ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îïèðàåòñÿ íàãèïîòåçó ñ�åðè÷åñêîé ñèììåòðèè ñæàòèÿ. Îäíàêî â ðåàëüíîñòè ïóçûðåê ïðè ñæàòèè÷èñòî ñ�åðè÷åñêèì íå áûâàåò. Îòêëîíåíèÿ îò ñ�åðè÷åñêîé �îðìû ìîãóò ïðèâåñòè êçíà÷èòåëüíîìó ñíèæåíèþ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðû, ÷òî, íà-ïðèìåð, è ïðîèñõîäèò ïðè ëàçåðíîì ñæàòèè ñ�åðè÷åñêèõ ìèøåíåé [16 � 18℄. Ïîýòîìóèçó÷åíèå âëèÿíèÿ íåñ�åðè÷íîñòè ïóçûðüêà íà îñíîâíûå ïàðàìåòðû ïðîèñõîäÿùèõ ïðèñèëüíîì ñæàòèè ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíûì.Â òåõ �àçàõ ñèëüíîãî ñæàòèÿ, ãäå èñêàæåíèÿ ñ�åðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêàîñòàþòñÿ ìàëûìè, èçó÷åíèå èõ âëèÿíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè ñóùåñòâóþùèìè ìåòîäàìè,îñíîâàííûìè íà ðàñùåïëåíèè äâèæåíèÿ ãàçà â ïóçûðüêå è îêðóæàþùåé æèäêîñòè íàñ�åðè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ è åå ìàëîå íåñ�åðè÷åñêîå âîçìóùåíèå [19 � 31℄. Ïðè ýòîìïîâåðõíîñòü ïóçûðüêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ïîâåðõíîñòíûõ ñ�åðè÷åñêèõ ãàð-ìîíèê ñ êîý��èöèåíòàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè àìïëèòóäó îòêëîíåíèÿ ïîâåðõíîñòè ïó-çûðüêà îò ñ�åðè÷åñêîé â âèäå ñîîòâåòñòâóþùèõ ãàðìîíèê.Åñëè ïî èñêàæåíèÿì ñ�åðè÷íîñòè çàäà÷à ñòàâèòñÿ êàê ëèíåéíàÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâó-åò ñëó÷àþ î÷åíü ìàëûõ èñêàæåíèé, òî ïîëó÷åííûé ïðè ðàñ÷åòå ñ�åðè÷åñêîé ñîñòàâ-ëÿþùåé çàêîí èçìåíåíèÿ ðàäèóñà ïóçûðüêà ñëóæèò â êà÷åñòâå âõîäíûõ äàííûõ äëÿðåøåíèÿ óðàâíåíèé ýâîëþöèè èñêàæåíèÿ åãî ñ�åðè÷íîñòè. Ïðè îïèñàíèè ýâîëþöèèèñêàæåíèÿ ñ�åðè÷íîñòè ïóçûðüêà æèäêîñòü îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ íåñæèìàåìîé, àïëîòíîñòü ñîäåðæèìîãî ïóçûðüêà îäíîðîäíîé [19, 25, 32 � 39℄. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî îòêëî-íåíèå îò ñ�åðè÷åñêîé �îðìû îïèñûâàåòñÿ îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíå-íèåì âòîðîãî ïîðÿäêà. Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èñêàæåíèé ñ�åðè÷åñêîé �îðìûïóçûðüêà îñíîâàíû íà ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî îáðàòíûì âëèÿíèåì èñêàæåíèé ñ�å-ðè÷íîñòè íà ðàäèàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ äâèæåíèÿ ãàçà â ïóçûðüêå è îêðóæàþùåé æèä-êîñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Âìåñòå ñ òåì â �èíàëüíîé âûñîêîñêîðîñòíîé ñòàäèè ñèëüíîãîñæàòèÿ ñ�åðè÷åñêàÿ è íåñ�åðè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùèå ñòàíîâÿòñÿ âçàèìîçàâèñèìûìè êàêâ ñèëó áîëüøèõ ñêîðîñòåé ñæàòèÿ, òàê è â ðåçóëüòàòå ðîñòà èñêàæåíèé ñ�åðè÷íîñòè.Ïîýòîìó â �èíàëüíîé ñòàäèè ñæàòèÿ óêàçàííûå ìåòîäû îêàçûâàþòñÿ íåïðèåìëåìûìè.Èçó÷åíèå äèíàìèêè ïóçûðüêà ïðè çíà÷èòåëüíûõ äå�îðìàöèÿõ åãî ïîâåðõíîñòè îáû÷-íî âåäåòñÿ ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ýòîò ìåòîä ñ óñïåõîì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõñ áîëüøèìè �îðìîèçìåíåíèÿìè ïóçûðüêà, íàõîäÿùåãîñÿ êàê âäàëè îò ðàçíîîáðàçíûõãðàíèö [40℄, òàê è âáëèçè æåñòêèõ ñòåíîê [41 � 44℄, ñâîáîäíûõ ïîâåðõíîñòåé [45℄, äðóãèõïóçûðüêîâ [46℄. Îñíîâíûì äîïóùåíèåì ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî-ëîæåíèå î íåñæèìàåìîñòè æèäêîñòè è ïîòåíöèàëüíîñòè åå äâèæåíèÿ. Íà âûñîêîñêî-ðîñòíîé ñòàäèè ñæàòèÿ òàêèå äîïóùåíèÿ íåñïðàâåäëèâû.Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ íåñ�å-ðè÷íîñòè ïóçûðüêà ïðè ñèëüíîì ñæàòèè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íà



16 À.À. Àãàíèí, Ò.Ô. Õàëèòîâà, Í.À. Õèñìàòóëëèíàîñíîâå óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ êàê ãàçà â ïóçûðüêå, òàê èîêðóæàþùåé æèäêîñòè. Òàêèì ìåòîäîì ìîæíî èçó÷àòü ñæàòèå ïðè ìàëûõ è áîëüøèõäå�îðìàöèÿõ ïîâåðõíîñòè è ñêîðîñòÿõ ñæàòèÿ. Óñïåõ ïðèìåíåíèÿ ïðÿìîãî ÷èñëåííîãîìîäåëèðîâàíèÿ âî ìíîãîì çàâèñèò îò ýêîíîìè÷íîñòè èñïîëüçóåìîãî ïðè ýòîì ìåòîäàðåøåíèÿ. Îáçîðû ìåòîäîâ ðàñ÷åòà íåñòàöèîíàðíûõ ìíîãîìåðíûõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ çà-äà÷ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [47 � 50℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ñèëüíîãî âûñîêî-ñêîðîñòíîãî ñæàòèÿ îñåñèììåòðè÷íîãî êàâèòàöèîííîãî ïóçûðüêà. Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿïî ñóùåñòâó ðàçâèòèåì ïðåäëîæåííîãî ðàíåå äëÿ ðàñ÷åòà àíàëîãè÷íûõ îäíîìåðíûõ [51℄è äâóìåðíûõ [52℄ çàäà÷ ñæàòèÿ ïóçûðüêà áåç ó÷åòà òåïëîïðîâîäíîñòè ãàçà è æèäêîñòèè èñïàðåíèÿ-êîíäåíñàöèè íà ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà.Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ãàçà è æèäêîñòè ïðèìåíÿþòñÿ äâóìåðíûå óðàâíåíèÿ äèíà-ìèêè ãàçà è ñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ ó÷åòîì ý��åêòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè, èñïàðåíèÿ èêîíäåíñàöèè íà ìåæ�àçíîé ïîâåðõíîñòè. Èõ ðåøåíèå íàõîäèòñÿ â äâà ýòàïà íà îñíîâåïðèíöèïà ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì. Íà ïåðâîì ýòàïå, ïîäðîáíî èçëî-æåííîì â [52℄, ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè áåç ó÷åòà òåïëîïðîâîäíî-ñòè ãàçà è æèäêîñòè, èñïàðåíèÿ è êîíäåíñàöèè íà ìåæ�àçíîé ïîâåðõíîñòè. Óðàâíåíèÿñîñòîÿíèÿ ïðèíèìàþòñÿ â âèäå äîâîëüíî îáùèõ çàâèñèìîñòåé äàâëåíèÿ è âíóòðåííåéýíåðãèè îò ïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðû. �åøåíèå íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìîäè�èêàöèèìåòîäà �îäóíîâà íà îñíîâå UNO-ñõåìû (UNO � Uniformly NonOsillatory, ðàâíîìåðíîíåîñöèëëèðóþùàÿ) âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè [53℄. Íà âòî-ðîì ýòàïå, îäíîìåðíûé àíàëîã êîòîðîãî ïðèìåíÿåòñÿ â [51℄, ðåøàåòñÿ äâóìåðíîå óðàâ-íåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà, ó÷èòûâà-þùèìè ý��åêòû èñïàðåíèÿ è êîíäåíñàöèè ïî �îðìóëå �åðöà�Êíóäñåíà�Ëåíãìþðà[11℄. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ñõåìû ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó:íåÿâíàÿ ñõåìà ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé è ÿâíàÿ ñõåìà.Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà-÷à ñèëüíîãî ñæàòèÿ êàâèòàöèîííîãî ïóçûðüêà ñ ìàëûìè íà÷àëüíûìè îòêëîíåíèÿìè åãî�îðìû îò ñ�åðè÷åñêîé. Äëÿ äåìîíñòðàöèè âëèÿíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è �àçîâûõ ïåðå-õîäîâ ïðèìåíÿåòñÿ ðåøåíèå àíàëîãè÷íîé çàäà÷è áåç ó÷åòà ýòèõ ý��åêòîâ. �åçóëüòàòûòåñòèðîâàíèÿ ðàáîòû ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà è îöåíêà åãî ýêîíîìè÷íîñòè ïðè ðåøåíèèäâóìåðíûõ çàäà÷ äèíàìèêè ïóçûðüêà èçëîæåíû â [52℄.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÂ äàííîì ðàçäåëå çàäà÷à äèíàìèêè ïóçûðüêà ñíà÷àëà �îðìóëèðóåòñÿ â êîìïàêòíîéâåêòîðíîé �îðìå. Çàòåì îíà ïðèâîäèòñÿ â ïðîèçâîëüíûõ ïîäâèæíûõ êîîðäèíàòàõ îò-íîñèòåëüíî íåïîäâèæíûõ ñ�åðè÷åñêèõ. Ïî ìíåíèþ àâòîðîâ, ïðè òàêîì âûáîðå ýéëåðî-âîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ðàñ÷åò çàäà÷ ñ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîé íåñ�åðè÷íîñòüþ ïóçûðüêàáóäåò íàèáîëåå ý��åêòèâíûì.1.1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ�àññìàòðèâàåòñÿ äèíàìèêà îñåñèììåòðè÷íîãî ïóçûðüêà â ñëîå æèäêîñòè. Ôîðìà ïî-âåðõíîñòåé ïóçûðüêà è âíåøíåé ãðàíèöû æèäêîñòè â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (r, θ)îäíîçíà÷íî îïèñûâàåòñÿ çàâèñèìîñòÿìè r = rs(θ, t) è r = rf(θ, t). Çäåñü r � ðàäèàëüíàÿêîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò öåíòðà ïóçûðüêà, θ � ïîëÿðíûé óãîë.



Ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ñèëüíîãî ñæàòèÿ... 17Äâèæåíèå ñîäåðæèìîãî ïóçûðüêà (íåêîíäåíñèðóåìîãî ãàçà èëè ïàðà) è îêðóæàþùåéæèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé
dρ

dt
+ ρ∇ · u = 0, ρ

du

dt
+ ∇p = 0, ρ

dE

dt
+ ∇ · (pu− κ∇T ) = 0 (1)ñ çàìûêàþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè (óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ) âèäà p = p(ρ, T ), ε = ε(ρ, T ).Çäåñü t � âðåìÿ, ρ � ïëîòíîñòü, u � ñêîðîñòü, p � äàâëåíèå, E = ε + u2/2 � óäåëüíàÿïîëíàÿ ýíåðãèÿ, ε � óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, T � òåìïåðàòóðà, κ � êîý��èöèåíòòåïëîïðîâîäíîñòè.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ìåæ�àçíîé ïîâåðõíîñòè r = rs èìåþò âèä

ρ+
(
D − u+

)
· n = ρ−

(
D − u−

)
· n = j, p+ = p− + 2Hσ, (2)

T+ = T−, (κ∇T · n)+ − (κ∇T · n)− = jl, (3)ãäå D = D ·n � ñêîðîñòü ñìåùåíèÿ ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà; n � âíåøíÿÿ åäè-íè÷íàÿ íîðìàëü; σ � êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ; 2H � ñðåäíÿÿ êðèâèçíàïîâåðõíîñòè; j � èíòåíñèâíîñòü �àçîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé; l � òåïëîòà ïàðîîáðàçîâà-íèÿ. Çíàê ïëþñ â âåðõíåì èíäåêñå îçíà÷àåò îòíîøåíèå ê ñòîðîíå æèäêîñòè, ìèíóñ � êñòîðîíå ïàðà.Äëÿ ïóçûðüêà, çàïîëíåííîãî íåêîíäåíñèðóåìûì ãàçîì, â (2), (3) íóæíî ïîëîæèòü
j = 0. Åñëè ïóçûðåê ïàðîâîé, òî èíòåíñèâíîñòü �àçîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé j îïðåäåëÿ-åòñÿ ïî �îðìóëå �åðöà�Êíóäñåíà�Ëåíãìþðà [11℄

j =
αac√

2πRνT−

(
pS(T−) − χp−

)
, (4)ãäå

χ = e−Ω2 − Ω
√

π

(
1 − 2√

π

∫
Ω

0

e−x2

dx

)
, Ω =

j√
2p−

√
RνT−.Çäåñü pS � äàâëåíèå íàñûùåíèÿ, αac � êîý��èöèåíò àêêîìîäàöèè, Rν � ãàçîâàÿ ïî-ñòîÿííàÿ äëÿ ïàðà. Ïîñðåäñòâîì ïàðàìåòðà χ ó÷èòûâàåòñÿ ïîäâèæíîñòü ïîâåðõíîñòèïóçûðüêà. Çàâèñèìîñòè pS(T ), κ±(T ), l(T ), σ(T ) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àïïðîêñèìàöèèýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.Íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè r = rf îáû÷íî çàäàþòñÿ äàâëåíèå è òåìïåðàòóðà

p = pf(t), T = Tf (t). (5)Âìåñòî äèíàìè÷åñêîãî óñëîâèÿ â (5) ìîæíî èñïîëüçîâàòü êèíåìàòè÷åñêîå èëè áîëååîáùåå èìïåäàíñíîå ñîîòíîøåíèå [54℄.1.2. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è â ïîäâèæíûõ êîîðäèíàòàõÂ ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ïðè ñèëüíîì ñæàòèè ïóçûðüêà �îðìà åãî ïîâåðõíîñòè îáû÷íîîòêëîíÿåòñÿ îò ñ�åðè÷åñêîé. Â îêðåñòíîñòè ìåæ�àçíîé ãðàíèöû â æèäêîñòè âîçìîæ-íû áîëüøèå ãðàäèåíòû äàâëåíèÿ, â æèäêîñòè è ïàðå � òîíêèå òåïëîâûå ïîãðàíè÷íûåñëîè. �ðàäèåíòû äàâëåíèÿ âëèÿþò íà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà, à îòòåïëîâûõ ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ çàâèñèò ìàññà ïàðà â ïóçûðüêå, à çíà÷èò è èçìåíåíèå ðà-äèóñà ïóçûðüêà â �èíàëüíîé ñòàäèè ñæàòèÿ. Ê òîìó æå ïðè ñèëüíîì ñæàòèè â ïîëîñòè



18 À.À. Àãàíèí, Ò.Ô. Õàëèòîâà, Í.À. Õèñìàòóëëèíàïóçûðüêà ìîãóò âîçíèêàòü î÷åíü èíòåíñèâíûå ðàäèàëüíî ñõîäÿùèåñÿ âîëíû ñæàòèÿ, âòîì ÷èñëå óäàðíûå. Îíè îïðåäåëÿþò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðà-ìåòðîâ â îêðåñòíîñòè öåíòðà ïóçûðüêà. Ìåòîäû, ïðèìåíÿåìûå äëÿ ðàñ÷åòà òàêèõ çàäà÷,äîëæíû êîððåêòíî îïèñûâàòü âñå ïåðå÷èñëåííûå îñîáåííîñòè ïðîöåññà ñèëüíîãî ñæà-òèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèìåíÿåòñÿ ñìåøàííàÿ ýéëåðîâî-ëàãðàíæåâàñèñòåìà (ÑÝË) êîîðäèíàò, ñâÿçàííàÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ ïóçûðüêà. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãà-åòñÿ, ÷òî ïîâåðõíîñòü ïóçûðüêà ïðè ñæàòèè ìîæåò çíà÷èòåëüíî îòêëîíÿòüñÿ îò ñ�å-ðè÷åñêîé, íî áåç íàðóøåíèÿ îäíîçíà÷íîñòè âäîëü ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû (ò. å. áåç íà-ðóøåíèÿ îäíîçíà÷íîñòè �óíêöèè r = rs(θ, t)). ÑÝË-êîîðäèíàòû íå òîëüêî ïîçâîëÿþòó÷åñòü ïåðå÷èñëåííûå îñîáåííîñòè çàäà÷è, íî è äàþò âîçìîæíîñòü ïëàâíî ïåðåõîäèòüîò ñåòêè ñ õîðîøèì ðàçðåøåíèåì ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ ê ñåòêå ñ õîðîøèì ðàçðåøåíèåìóäàðíîé âîëíû â ãàçå â �èíàëüíîé ñòàäèè ïðîöåññà.Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýéëåðîâûìè êîîðäèíàòàìè r, θ è ñâÿçàííûì ñ íèìè âðåìåíåì tè ÑÝË-êîîðäèíàòàìè ξ, η è ñâÿçàííûì ñ íèìè âðåìåíåì τ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
r = r(ξ, η, τ), θ = θ(η), t = τ.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â êîîðäèíàòàõ ξ, η ëèíèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîâåðõíîñòè ïó-çûðüêà è âíåøíåé ãðàíèöå æèäêîñòè, âñåãäà îñòàþòñÿ êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè ξ =onst.Â ÑÝË-êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ãàçà è ñæèìàåìîé æèäêîñòè ìîæíî çàïè-ñàòü êàê

Qτ + Fξ + Gη = S, (6)ãäå
Q =

√
hq, F =

√
h f̆ , G =

√
h ğ, S =

√
h s̆,

q =




ρ
ρu
ρv
ρE


 , f̆ =




ρ (U − Uw)
ρu (U − Uw) + pξr

ρv (U − Uw) + pr−1ξθ

ρE (U − Uw) + p U − κ(Trξr + Tθr
−2ξθ)


 ,

ğ =




ρV
ρuV

ρvV + pr−1ηθ

ρEV + pV − κTθr
−2ηθ


 , s̆ =




0(
2p + ρv2

)
r−1

−ρr−1uv + pr−1 ctg θ
0


 .Çäåñü U = uξr + vr−1ξθ; V = vr−1ηθ; Uw = uwξr; uw = rτ ; h = J2g; g = r4 sin2 θ; J = rξθη;

u, v � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè ÷àñòèöû ñðåäû; uw � ðàäèàëüíàÿ êîìïîíåíòàâåêòîðà ñêîðîñòè ïîäâèæíûõ êîîðäèíàò.Êîíòàêòíûå óñëîâèÿ (2), (3) â ÑÝË-êîîðäèíàòàõ ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:
D = Uo+ + j/ρ+ = Uo− + j/ρ−, p+ = p− + 2Hσ, (7)

T+ = T−,
[
κ

(
Trξ

o
r + Tθξ

o
θr

−2
)]+ −

[
κ

(
Trξ

o
r + Tθξ

o
θr

−2
)]−

= jl, (8)à óñëîâèÿ (5) � ñëåäóþùèé:
p = pf (τ), T = Tf (τ), (9)ãäå f o = f/

√
ξr

2 + ξθ
2r−2.



Ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ñèëüíîãî ñæàòèÿ... 192. Ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿÏðè ðåøåíèè óðàâíåíèé (6) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (7)�(9) íà êàæäîì âðåìåííîìøàãå ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà, à çàòåì â äâà ýòàïà âûïîëíÿþòñÿ âû÷èñëåíèÿ,ïîñòðîåííûå ïî ïðèíöèïó ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì. Íà ïåðâîì ýòàïåèãíîðèðóþòñÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïàðà è æèäêîñòè, �àçîâûå ïåðåõîäû íà ïîâåðõíîñòèïóçûðüêà. Óðàâíåíèÿ (6) ðåøàþòñÿ áåç ó÷åòà òåïëîâûõ ïîòîêîâ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìèãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Âëèÿíèå òåïëîïðîâîäíîñòè è �àçîâûõ ïåðåõîäîâ ó÷èòûâàåòñÿíà âòîðîì ýòàïå. Äëÿ ýòîãî ïîëå ïîëíîé ýíåðãèè, âû÷èñëåííîå íà ïåðâîì ýòàïå, êîð-ðåêòèðóåòñÿ ñ ó÷åòîì òåïëîâûõ ïîòîêîâ.2.1. Ïîñòðîåíèå ðàñ÷åòíîé ñåòêè�àñ÷åòíàÿ îáëàñòü â êîîðäèíàòàõ r, θ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâîëèíåéíûé ÷åòûðåõóãîëü-íèê, ñîñòîÿùèé èç äâóõ çîí: ãàçà è æèäêîñòè. Â ñëó÷àå, êîãäà çîíà æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿíåîãðàíè÷åííîé, â êà÷åñòâå âíåøíåé ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïðèíèìàåòñÿ äîñòà-òî÷íî äàëåêî óäàëåííàÿ èñêóññòâåííàÿ ãðàíèöà r = ra(θ, t). Åå íà÷àëüíîå ïîëîæåíèåçàâèñèò îò êîíêðåòíîé çàäà÷è, à åå ïåðåìåùåíèå íàõîäèòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êî-òîðûå ñòàâÿòñÿ òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü óñëîâèÿì íà áåñêîíå÷íîñòè. Åñëè äâèæåíèåæèäêîñòè è ãàçà ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè θ = π/2 (íèæå äëÿ ïðîñòîòû ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ýòîò ñëó÷àé), òî ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåäóþùååìíîæåñòâî òî÷åê:
{r, θ; 0 ≤ r ≤ rf , 0 ≤ θ ≤ π/2} .Â ÑÝË-êîîðäèíàòàõ ξ, η ýòà îáëàñòü èìååò �îðìó ïðÿìîóãîëüíèêà. Îíà ïîêðûâàåòñÿñåòêîé èç (Ng + Nl) × Nθ ÿ÷ååê, ãäå Ng è Nl � êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê â íàïðàâëåíèè ξâ çîíàõ ãàçà è æèäêîñòè ñîîòâåòñòâåííî, Nθ � êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê â íàïðàâëåíèè η.Ñåòî÷íûé àíàëîã ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè f îáîçíà÷àåòñÿ êàê f̂ . Â äàëüíåéøåì òàê-æå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ: íèæíèå èíäåêñû i, k óêàçûâàþò íà îòíîøåíèå ê öåíòðóÿ÷åéêè (i = 0, ..., Ng + Nl � íóìåðàöèÿ ÿ÷ååê â íàïðàâëåíèè ξ; k = 0, ..., Nθ � íóìå-ðàöèÿ â íàïðàâëåíèè η); i ± 1/2, k è i, k ± 1/2 � ê ãðàíÿì ξ = ξi±1/2 è η = ηk±1/2ÿ÷åéêè; i ± 1/2, k ± 1/2 � ê âåðøèíàì ÿ÷åéêè; âåðõíèå èíäåêñû n è n + 1/2 ïîêàçû-âàþò îòíîøåíèå ê ìîìåíòàì âðåìåíè τ = τn è τ = τn+1/2 = (τn + τn+1) /2. Íàïðè-ìåð, çíà÷åíèå ñåòî÷íîé �óíêöèè ïëîòíîñòè â öåíòðå ÿ÷åéêè i, k + 1 â ìîìåíò âðåìåíè

τ = τn áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ρ̂n
i,k+1. Ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû óçëîâ ÿ÷åéêè ik èìåþò âèä

rn
i±1/2,k±1/2

= r(ξi±1/2, ηk±1/2, τ
n), θk±1/2 = θ(ηk+1/2).Äëÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ îñîáåííîñòåé ðåøåíèÿ â íà÷àëå ñæàòèÿ (òîíêèõ òåïëîâûõïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ è ãðàäèåíòîâ äàâëåíèÿ) èñïîëüçóåòñÿ ñãóùåíèå ÿ÷ååê â ðàäèàëüíîìíàïðàâëåíèè (ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè) ê ìåæ�àçíîé ïîâåðõíîñòè êàê ñî ñòîðîíûãàçà, òàê è ñî ñòîðîíû æèäêîñòè. Â íàïðàâëåíèè θ ðàçìåð ÿ÷ååê îäèíàêîâ è ðàâåí ∆θ.Â ÑÝË-êîîðäèíàòàõ ñåòêà âñåãäà îñòàåòñÿ ðàâíîìåðíîé ñ øàãîì △ξ ïî ξ-íàïðàâëå-íèþ è △η ïî η-íàïðàâëåíèþ. Ýòî çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò ïîñòðîåíèå ðàçíîñòíîé ñõåìû.Ñãóùåíèå (èëè ðàçðåæåíèå) ñåòêè ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè îïðåäåëÿåòñÿ ååíà÷àëüíûì ýëåìåíòîì è çíàìåíàòåëåì. Ó ïðîãðåññèé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ íåðàâíîìåð-íîãî ðàçìåùåíèÿ óçëîâ ñåòêè íà ëó÷å θ = θk+1/2, íà÷àëüíûìè ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿäëèíû ïðèëåæàùèõ ê ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà îòðåçêîâ â îáëàñòÿõ ãàçà

rNg+1/2,k+1/2 − rNg−1/2,k+1/2 = β(t)
rs(θk+1/2, t)

Ng
(10)
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rNg+3/2,k+1/2 − rNg+1/2,k+1/2 = γ(t)

rs(θk+1/2, t)

Ng
. (11)Çíàìåíàòåëè ýòèõ ïðîãðåññèé îïðåäåëÿþòñÿ ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì ñóìì Ng è Nl èõýëåìåíòîâ (ïåðâàÿ ñóììà ðàâíà rs(θk+1/2, t), âòîðàÿ � rf(θk+1/2, t) − rs(θk+1/2, t)).Ôóíêöèè β(t) è γ(t) ìîæíî âûáèðàòü â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîé çàäà÷è. Åñëè

β(t) < 1, òî ñåòêà â ãàçå ñãóùàåòñÿ ê ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà, åñëè β(t) > 1 � â ïðî-òèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó. Ïðè β(t) = 1 ñåòêà ðàâíîìåðíàÿ. Àíàëîãè÷íî ïðè γ(t) < γ∗ñåòêà â ãàçå ñãóùàåòñÿ ê ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà, ïðè γ(t) > γ∗ � â ïðîòèâîïîëîæíóþñòîðîíó. Ïðè γ(t) = γ∗ ñåòêà ðàâíîìåðíàÿ. Çäåñü γ∗ = (rf − rs)Ng/(rsNl). Ïðè ðåøåíèèðàññìàòðèâàåìûõ íèæå çàäà÷ �óíêöèè β(t) è γ(t) ïðèíèìàþòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ââèäå
φ(t) =





φ1, t ≤ t1,

φ1 +
φ2 − φ1

t2 − t1
(t − t1) , t1 < t < t2,

φ2, t2 ≤ t,

(12)ãäå t1 = tA, t2 = tB äëÿ φ = β, è t1 = tC , t2 = tD äëÿ φ = γ.Ïàðàìåòðû β1, β2, tA, tB �óíêöèè β(t) âûáèðàþòñÿ ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â íà÷àëåñæàòèÿ íóæíî äîáèòüñÿ õîðîøåãî ðàçðåøåíèÿ òîíêîãî òåïëîâîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿâ îêðåñòíîñòè ïóçûðüêà, à â êîíöå ñæàòèÿ � ñõîäÿùåéñÿ ê öåíòðó ïóçûðüêà óäàðíîéâîëíû, �îðìèðóþùåéñÿ â åãî ïîëîñòè. Ïîýòîìó óêàçàííûå ïàðàìåòðû âûáèðàþòñÿ òàê,÷òîáû ñíà÷àëà ñåòêà ñãóùàëàñü ê ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà, à çàòåì ïëàâíî ïåðåõîäèëà âðàâíîìåðíóþ (ðåçêîå èçìåíåíèå ñåòêè ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïîÿâëåíèþ íå�èçè÷åñêèõîñöèëëÿöèé). Äëÿ õîðîøåãî ðàçðåøåíèÿ óäàðíîé âîëíû âáëèçè öåíòðà ïóçûðüêà íåîá-õîäèìî èñïîëüçîâàòü ñåòêó ñî ñãóùåíèåì ê öåíòðó. Îäíàêî òàêîé öåëè â íàñòîÿùåéðàáîòå íå ñòàâèëîñü, à ïîòîìó ñåòêà ñî ñãóùåíèåì ê öåíòðó â ðàññìàòðèâàåìûõ íèæåïðèìåðàõ íå ïðèìåíÿåòñÿ. Ïàðàìåòðû �óíêöèè γ(t) (γ1, γ2, tC , tD) âûáèðàþòñÿ èñõîäÿèç òîãî, ÷òî â æèäêîñòè, êàê è â ãàçå, âáëèçè ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà âîçíèêàåò òîíêèéòåïëîâîé ïîãðàíè÷íûé ñëîé. Äëÿ åãî õîðîøåãî ðàçðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñåòêà ñî ñãó-ùåíèåì ê ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà. Êðîìå òîãî, ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ëó÷øå âûáèðàòü
γ(t) < β(t).Îïèñàííûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñåòêè ïîçâîëÿåò ý��åêòèâíî èçó÷àòü êàê ýâîëþöèþ�îðìû ïóçûðüêà, òàê è äèíàìèêó ãàçà âíóòðè ïóçûðüêà â ïðîöåññå ñèëüíîãî ñæàòèÿ.2.2. Àëãîðèòì ðàñ÷åòà ïåðâîãî ýòàïàÍà ïåðâîì ýòàïå âëèÿíèå òåïëîïðîâîäíîñòè íå ó÷èòûâàåòñÿ. �åøàåìûå ïðè ýòîìóðàâíåíèÿ ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèé (6)�(9) ïðè κ = 0.Îäíàêî ðàñ÷åòû îêàçûâàþòñÿ áîëåå ýêîíîìè÷íûìè, åñëè óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå

Qτ + Fξ + Gη = S, (13)ãäå Q = Jq, F = Jf , G = Jg, S = Js,

f =




ρ (U − Uw)
ρu (U − Uw) + pξr

ρv (U − Uw) + pr−1ξθ

ρE (U − Uw) + pU


 , g =




ρV
ρuV

ρvV + pr−1ηθ

ρEV + pV


 ,
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s =




−ρ (2u + v ctg θ) r−1

−ρ
(
2u2 + uv ctg θ − v2

)
r−1

−ρ
(
3uv + v2 ctg θ

)
r−1

− (p + ρE) (2u + v ctg θ) r−1


ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (7) è p = pf (τ) èç (9).Íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå ñèñòåìà (13) ñ óêàçàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ðå-øàåòñÿ ÷èñëåííî ñ ïðèìåíåíèåì ìîäè�èêàöèè ìåòîäà �îäóíîâà íà îñíîâå UNO-ñõåìûâòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè [53℄ (ýòó ñõåìó íàçûâàþò òàêæåñõåìîé ïðåäèêòîð-êîððåêòîð Õàíêîêà [50℄). Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ,òàê êàê îí ïîäðîáíî îïèñàí â [52℄.Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî ýòàïà ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíûìè ïîëÿ ïëîòíîñòè è âåêòîðàêîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè τ = τn+1, à òàêæå ïðîìåæóòî÷íîå ïîëå ïîëíîéýíåðãèè. Íà âòîðîì ýòàïå ïîñëåäíåå êîððåêòèðóåòñÿ ñ ó÷åòîì òåïëîïðîâîäíîñòè.2.3. Àëãîðèòì ðàñ÷åòà âòîðîãî ýòàïàÍà âòîðîì ýòàïå äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå ýíåðãèè. Ñýòîé öåëüþ â ïðåäëàãàåìîì ìåòîäå ïðèìåíÿåòñÿ ÿâíî-íåÿâíàÿ ñõåìà, â êîòîðîé ðåøå-íèå óðàâíåíèÿ ýíåðãèè íàõîäèòñÿ ïî ÿâíîé ñõåìå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîìåæóòî÷íîãîïîëÿ ïîëíîé ýíåðãèè, ïîëó÷åííîãî íà ïåðâîì ýòàïå, è âñïîìîãàòåëüíîãî ïîëÿ òåìïåðà-òóðû, ðàññ÷èòàííîãî ïî ÿâíî-íåÿâíîé ñõåìå èç óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïîñëåäíååïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ ýíåðãèè è èìååò âèä

Tτ + Tξ (U − Uw) + TηV +
k1√
h

∂

∂ξ

[
κ
√

h
(
Tξs

2 + Tηξθηθr
−2

)]
+

+
k1√
h

∂

∂η

[
κ
√

h (Tξξθ + Tηηθ) ηθr
−2

]
= − k2√

h

[
∂

∂ξ

(
U
√

h
)

+
∂

∂η

(
V
√

h
)]

, (14)ãäå k1 = −1/ (ρεT ), k2 =
(
p − ρ2εp

)
/ (ρεT ), s =

√
ξr

2 + ξθ
2r−2. Óðàâíåíèå (14) ðåøàåòñÿñ êîíòàêòíûìè óñëîâèÿìè (8), óñëîâèåì íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè T = Tf(τ)èç (9) è äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì Tξ = 0 ïðè r = 0.Âñïîìîãàòåëüíîå ïîëå òåìïåðàòóðû Ťik îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëåííî èç óðàâíåíèÿ (14)ñ óêàçàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïî ÿâíî-íåÿâíîé ñõåìå. Ñíà÷àëà ïðèìåíÿåòñÿíåÿâíàÿ ñõåìà ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé, â êîòîðîé ïî êàæäîìó èç íàïðàâëåíèé ξ è ηðåøàåòñÿ ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé: îäíà ñèñòåìà ïî ξ-íàïðàâëåíèþ äëÿ âû÷èñ-ëåíèÿ T̃ik

T̃ik − T̂ n
ik

△τn
= −

{
(û − ûw)T̃ξξr+

+
k1√
h

∂

∂ξ

[
κ(T̂ )

√
h

(
T̃ξs

2 + T̂ηξθηθr
−2

)]
+

k2√
h

∂

∂ξ

(
U
√

h
)}

ik

, (15)âòîðàÿ � ïî η-íàïðàâëåíèþ äëÿ ðàñ÷åòà T̄ik

T̄ik − T̂ n
ik

△τn
= −

{
v̂r−1

(
T̂ξξθ + T̄ηηθ

)
+

+
k1√
h

∂

∂η

[
κ(T̂ )

√
h

(
T̂ξξθ + T̄ηηθ

)
ηθr

−2

]
+

k2√
h

∂

∂η

(
V
√

h
)}

ik

. (16)
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Ťik − T̂ n

ik

△τn
=

{
(û − ûw)T̃ξξr + v̂r−1

(
T̄ξξθ + T̄ηηθ

)
+

k1√
h

∂

∂ξ

[
κ(T̃ )

√
h

(
T̃ξs

2 + T̃ηξθηθr
−2

)]
+

+
k1√
h

∂

∂η

[
κ(T̄ )

√
h

(
T̄ξξθ + T̄ηηθ

)
ηθr

−2

]
+

k2√
h

[
∂

∂ξ

(
U
√

h
)

+
∂

∂η

(
V
√

h
)]}

ik

. (17)Â ýòèõ ñõåìàõ êîîðäèíàòû ÿ÷ååê ñåòêè îòíîñÿòñÿ ê ìîìåíòó âðåìåíè τ = τn+1. Âñåîñòàëüíûå ïàðàìåòðû, âõîäÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé (15)�(17), êðîìå ïîìå÷åí-íûõ çíà÷êàìè ∼ è −, îòíîñÿòñÿ ê ìîìåíòó âðåìåíè τ = τn.Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè k ñõåìà (15) ñîäåðæèò ïÿòü âèäîâ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:âáëèçè öåíòðà ïóçûðüêà, âíóòðè çîí (ãàçà è æèäêîñòè), âáëèçè ìåæ�àçíîé ãðàíèöû ñîñòîðîíû ãàçà (ãðàíèöà ñïðàâà), âáëèçè ìåæ�àçíîé ãðàíèöû ñî ñòîðîíû æèäêîñòè (ãðà-íèöà ñëåâà) è âáëèçè âíåøíåé ãðàíèöû, êîòîðûå ðàçëè÷àþòñÿ ñïîñîáîì àïïðîêñèìàöèèïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ξ-íàïðàâëåíèþ.Â ÿ÷åéêàõ, ïðèëåãàþùèõ ê öåíòðó ïóçûðüêà è ê âíåøíåé ãðàíèöå ðàñ÷åòíîé îáëà-ñòè, à òàêæå âíóòðè çîí äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ èñïîëü-çóþòñÿ öåíòðàëüíûå ðàçíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ êïðèãðàíè÷íûì ÿ÷åéêàì, ñîäåðæàò ïî äâà íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèÿ (T̃1k, T̃2k) è (T̃Ng+Nl−1,k,
T̃Ng+Nl,k), à â êàæäîå óðàâíåíèå âíóòðè çîí âõîäÿò íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ T̃i−1k, T̃ik, T̃i+1kâ òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïî ξ-íàïðàâëåíèþ ÿ÷åéêàõ ñåòêè.Â ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèÿõ, îòíîñÿùèõñÿ ê ÿ÷åéêàì, ïðèìûêàþùèì ê ìåæ�àçíîéãðàíèöå ñëåâà è ñïðàâà, èñïîëüçóþòñÿ îäíîñòîðîííèå àïïðîêñèìàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà.Â ýòè àïïðîêñèìàöèè âõîäÿò íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû T̃∗k â òî÷êàõ ìåæ-�àçíîé ãðàíèöû. Îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû âî âíóòðåííèõ óçëàõðàñ÷åòíîé ñåòêè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T̃∗k =
9c+T̃Ng+1,k − c+T̃Ng+2,k − 9c−T̃Ng ,k + c−T̃Ng−1,k + 1.5f

8(c+ − c−)
, (18)ãäå c = κs, d = κ(ξθηθr

−2)/s, f = jl −
(
d+T̂+

η − d−T̂−

η

)
. Ñîîòíîøåíèå (18) ïîëó÷àåòñÿèç êðàåâûõ óñëîâèé (8), âòîðîå èç êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ â âèäå

c+T̃+

ξ − c−T̃−

ξ = f.�àçíîñòíûå óðàâíåíèÿ â ÿ÷åéêàõ, ïðèìûêàþùèõ ê ìåæ�àçíîé ãðàíèöå ñëåâà è ñïðà-âà, ïîëó÷àþòñÿ ïîäñòàíîâêîé âûðàæåíèÿ (18) òåìïåðàòóðû T̃∗k â ñîîòâåòñòâóþùèå îä-íîñòîðîííèå àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ. Îíè ñîäåðæàò ïî ÷åòûðå íåèçâåñòíûõ çíà-÷åíèÿ òåìïåðàòóðû: ïî äâà ñ êàæäîé ñòîðîíû ìåæ�àçíîé ãðàíèöû.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî k ñõåìà (15) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå Ng + Nl ëèíåéíûõàëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî T̃ik ñ ïÿòèäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé.Â íàïðàâëåíèè η íåò âíóòðåííèõ ãðàíèö, à íà âíåøíèõ ãðàíèöàõ ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿñèììåòðèè. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî i ñõåìà (16) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå Nθ óðàâíåíèé îòíî-ñèòåëüíî T̄ik íå ñ ïÿòè-, à ñ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, êîòîðûå ðåøàþòñÿ ìåòîäîììàòðè÷íîé ïðîãîíêè.Ïðèìåíåíèå íåÿâíîé ñõåìû ïîâûøàåò áûñòðîäåéñòâèå àëãîðèòìà çà ñ÷åò âîçìîæíî-ñòè èñïîëüçîâàíèÿ áîëåå êðóïíîãî øàãà ïî âðåìåíè, ÷åì â ñëó÷àå ÷èñòî ÿâíîé ñõåìû,à ïðèìåíåíèå ÿâíîé ñõåìû óìåíüøàåò íåñ�åðè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ ÷èñëåííîé ïðèðîäû.



Ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ñèëüíîãî ñæàòèÿ... 23Ïîñëå òîãî êàê ðàñ÷åò âñïîìîãàòåëüíîãî ïîëÿ òåìïåðàòóðû ïî ñõåìàì (15)�(17)çàêîí÷åí, âû÷èñëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû ìåæ�àçíîé ãðàíèöûïî (18).Äàëåå îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè �àçîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé j ïî �îðìóëå(4). Ïîëó÷åííîå âñïîìîãàòåëüíîå ïîëå òåìïåðàòóðû Ťik èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êîððåêòèðîâ-êè ïîëÿ ïîëíîé ýíåðãèè, ðàññ÷èòàííîé íà ïåðâîì ýòàïå. Âòîðîé ýòàï çàâåðøàåòñÿ âû-÷èñëåíèåì äàâëåíèÿ p̂n+1

ik è òåìïåðàòóðû T̂ n+1

ik ïî íàéäåííûì â ìîìåíò âðåìåíè τ = τn+1çíà÷åíèÿì ïëîòíîñòè, âåêòîðà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è ïîëíîé ýíåðãèè ñ ïðèìåíåíèåìóðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè è ãàçà.3. Èëëþñòðàöèÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäàÄëÿ äåìîíñòðàöèè ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷èî ñèëüíîì ñæàòèè êàâèòàöèîííîãî ïóçûðüêà â äåéòåðèðîâàííîì àöåòîíå â ñ�åðè÷åñêèñèììåòðè÷íîé è îñåñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêàõ. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïóçûðåê â íà÷àëåñæàòèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëàáî íåñ�åðè÷åñêèì. Â ïðîöåññå ñæàòèÿ íåñ�åðè÷íîñòü ìåæ�àçíîéïîâåðõíîñòè, à â ðåçóëüòàòå è íåñ�åðè÷íîñòü äâèæåíèÿ æèäêîñòè è ïàðà çíà÷èòåëüíîâîçðàñòàþò.Â ýòèõ çàäà÷àõ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì ïðîÿâëÿþòñÿ ñæèìàåìîñòü æèäêîñòè, òåï-ëîïðîâîäíîñòü ãàçà è æèäêîñòè, íåñîâåðøåíñòâî ïàðà, êîíäåíñàöèÿ íà ïîâåðõíîñòè ïó-çûðüêà, íàëè÷èå óäàðíîé âîëíû, ïîýòîìó äëÿ èõ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòüáîëüøèíñòâî èç âîçìîæíîñòåé ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà. �åçóëüòàòû âåðè�èêàöèè èîöåíêè ý��åêòèâíîñòè àëãîðèòìà ðàñ÷åòà èçëîæåíû â [51, 52℄.3.1. Ñèëüíîå ñæàòèå ñ�åðè÷åñêîãî ïóçûðüêàÄî íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè êàâèòàöèîííûé (ïàðîâîé) ñ�åðè÷åñêèé ïóçûðåê ðàñ-øèðÿåòñÿ â íåîãðàíè÷åííîì îáúåìå æèäêîñòè (æèäêîãî äåéòåðèðîâàííîãî àöåòîíà).Ñíà÷àëà ðàñøèðåíèå ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì äàâëåíèÿ ïàðà â ïóçûðüêå pb, ïðåâûøà-þùåãî äàâëåíèå îêðóæàþùåé æèäêîñòè p∞ = p0, à çàòåì, ïðè pb < p∞, ïîä äåéñòâèåìñèë èíåðöèè. Ïðè t = 0 ïóçûðåê äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíûõ ðàçìåðîâ, åãî ðàäèóñ ïðèýòîì ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì R0, è ðàñøèðåíèå ïðåêðàùàåòñÿ. Â ýòîò ìîìåíò òåìïåðàòóðàè ïàðà, è æèäêîñòè ðàâíà T 0, äàâëåíèå ïàðà â ïóçûðüêå ðàâíî äàâëåíèþ íàñûùåíèÿ
p0

S ïðè òåìïåðàòóðå T 0. Íà áåñêîíå÷íîì óäàëåíèè îò ïóçûðüêà äàâëåíèå è òåìïåðàòó-ðà æèäêîñòè â ïðîöåññå ñæàòèÿ íå èçìåíÿþòñÿ, îñòàâàÿñü ðàâíûìè p∞ (p∞ > p0
S) è

T 0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîä äåéñòâèåì ïåðåïàäà äàâëåíèÿ â æèäêîñòè ïóçûðåê ïðè t > 0ñæèìàåòñÿ. Â êîíöå ñæàòèÿ â ïîëîñòè ïóçûðüêà �îðìèðóåòñÿ óäàðíàÿ âîëíà.Â ïðîöåññå ñæàòèÿ ìîæíî âûäåëèòü äâå ñòàäèè: íà÷àëî è �èíàë. Â íà÷àëüíîé ñòà-äèè ïóçûðåê áëèçîê ê ãîìîáàðè÷åñêîìó, îñíîâíûå ãðàäèåíòû äàâëåíèÿ ðàñïîëîæåíûâ æèäêîñòè â îêðåñòíîñòè ìåæ�àçíîé ïîâåðõíîñòè. Â �èíàëå ñæàòèÿ ðàñïðåäåëåíèåïàðàìåòðîâ è â ïàðå, è â æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåîäíîðîäíûì, â ïàðå �îðìèðóåòñÿóäàðíàÿ âîëíà.�àñ÷åò ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè ïðè t = 0 îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïðåäïîëîæå-íèè íåñæèìàåìîñòè æèäêîñòè, òàê êàê åå ñæèìàåìîñòü â íà÷àëå íåñóùåñòâåííà. Êðîìåòîãî, ïîëàãàåòñÿ j = 0. �àñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè æèäêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíå-íèÿ ñîñòîÿíèÿ. Ïðè îïèñàíèè ñîñòîÿíèÿ æèäêîãî è ïàðîîáðàçíîãî äåéòåðèðîâàííîãîàöåòîíà ïðèìåíÿþòñÿ ðåàëèñòè÷íûå óðàâíåíèÿ â �îðìå Ìè��ðþíàéçåíà [11℄.



24 À.À. Àãàíèí, Ò.Ô. Õàëèòîâà, Í.À. Õèñìàòóëëèíà�åøåíèå èùåòñÿ â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé èñêóññòâåííîé ãðàíèöåé r =
ra(θ, t). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îíà èìååò �îðìó ñ�åðû ðàäèóñà R0

a. Åå ïåðåìåùå-íèå â äàëüíåéøåì îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ p(ra, t) = p0
a, ãäå p0

a ñîîòâåòñòâóåò äàâëåíèþïðè t = 0 è r = R0
a. Ïóòåì ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ àäåêâàòíî-ãî îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ âíóòðè ïóçûðüêà íà ðàññìàòðèâàåìîì îòðåçêåâðåìåíè, â äàííîé çàäà÷å äîñòàòî÷íî ïðèíÿòü R0

a = 9R0.Â íà÷àëå ñæàòèÿ è â ãàçå, è â æèäêîñòè èñïîëüçóåòñÿ ñåòêà ñî ñãóùåíèåì ê ìåæ-�àçíîé ãðàíèöå. Â äàëüíåéøåì, êîãäà â ãàçå ïîÿâëÿþòñÿ çíà÷èòåëüíûå íåîäíîðîäíîñòèïîëÿ äàâëåíèÿ è íà÷èíàåò �îðìèðîâàòüñÿ óäàðíàÿ âîëíà, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñòåïåííûéïåðåõîä íà ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ïî �îðìóëå (12). Ïðè ñðàâíåíèè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâíà ðàçíûõ ñåòêàõ óäîáíåå â êà÷åñòâå àðãóìåíòà �óíêöèé β è γ ïðèíÿòü íå ñàìî âðåìÿ t,à åãî îäíîçíà÷íóþ �óíêöèþ R(t). Èíà÷å â ñèëó áûñòðîãî èçìåíåíèÿ ðàäèóñà ïóçûðüêàâ �èíàëüíîé ñòàäèè ñæàòèÿ ñòåïåíü ñãóùåíèÿ ñåòîê ñ ðàçíûì ÷èñëîì ÿ÷ååê ïðè �èê-ñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ðàäèóñà ïóçûðüêà ìîæåò ñèëüíî ðàçëè÷àòüñÿ. Â äàííîé çàäà÷åïàðàìåòðû γ1 è γ2 �óíêöèè γ(R) âûáèðàþòñÿ ðàâíûìè. Äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûõ íà ðàçíûõ ñåòêàõ, èñïîëüçóåòñÿ îòíîñèòåëüíîå âðåìÿ t − t∗, ãäå
t∗ � ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà â òåêóùåì ðàñ÷åòå òåìïåðàòóðà ãàçà â ÷åòâåðòîé (îò öåíòðàïóçûðüêà) ÿ÷åéêå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïî r.Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ âõîäíûõ äàííûõ: R0 = 500 ìêì, T 0 = 273.15 Ê,
p0

S = 0.089 áàð, p0 = 15.2 áàð, αac = 1, RA = 35.05 ìêì, RB = 56.31 ìêì, γ1 = γ2 = 0.01,
β1 = 1, β2 = 0.08.Íà ðèñ. 1 � 3 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ïÿòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòîââðåìåíè: t1−3 (ñì. ðèñ. 1) � èç íà÷àëüíîé ñòàäèè ñæàòèÿ, t4, t5 (ñì. ðèñ. 2, 3) � èç åãî�èíàëüíîé ñòàäèè. Â íà÷àëå ñæàòèÿ îêîëî ìåæ�àçíîé ïîâåðõíîñòè ñ îáåèõ åå ñòîðîíâîçíèêàþò òîíêèå òåïëîâûå ñëîè (èç-çà íàëè÷èÿ òåïëîìàññîîáìåíà), ïîÿâëÿþòñÿ çíà-÷èòåëüíûå íåîäíîðîäíîñòè äàâëåíèÿ â æèäêîñòè. Êî âðåìåíè t4 ïåðåäíèé �ðîíò âîëíûñæàòèÿ, ñ�îðìèðîâàâøåéñÿ â ðåçóëüòàòå âûñîêîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñòåíêè ïóçûðü-êà, ïðåâðàòèëñÿ â óäàðíóþ âîëíó. Â ïîñëåäóþùåì èíòåíñèâíîñòü ýòîé óäàðíîé âîëíûáûñòðî âîçðàñòàåò, à ïðî�èëü äàâëåíèÿ â ñëåäóþùåé çà íåé âîëíå ñæàòèÿ óñëîæíÿåòñÿ.Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì íàñòîÿùåé ðàáîòû íà ñåò-êå Ng ×Nl = 600+1540 (Ng � ÷èñëî ÿ÷ååê â îáëàñòè ïàðà, à Nl � ÷èñëî ÿ÷ååê â îáëàñòèæèäêîñòè) è êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì �îäóíîâà [31℄. �àñ÷åòû ìåòîäîì �îäóíîâà âûïîëíå-íû êàê íà ñåòêå 600+1540, òàê è íà ñåòêàõ â 2 è 4 ðàçà ãðóáåå åå. Âèäíî, ÷òî â ãëàäêîé
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�èñ. 3. �àäèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû ãàçà â ïîëîñòè ïóçûðüêà â ìîìåí-òû âðåìåíè t4, t5, ïîëó÷åííûå ïî ìåòîäó íàñòîÿùåé ðàáîòû (ñïëîøíûå ëèíèè) è êëàññè÷åñêèììåòîäîì �îäóíîâà (ïóíêòèð è øòðèõïóíêòèð). Áóêâû G è U îçíà÷àþò ðàñ÷åòû ìåòîäàìè �î-äóíîâà è íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîîòâåòñòâåííî. Öè�ðàìè óêàçàíû ðàñ÷åòíûå ñåòêè: 1 � 150+385,2 � 300 + 770, 3 � 600 + 1540îáëàñòè ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè ïðèáëèæåíèÿìè ìåíüøå, ÷åì âáëèçè �ðîíòà óäàðíîéâîëíû. Ïðè ýòîì è â ãëàäêîé îáëàñòè, è â îáëàñòè ðàçðûâà ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ìå-òîäîì �îäóíîâà, ïðè èçìåëü÷åíèè ñåòêè ñòðåìèòñÿ ê ðåøåíèþ ïðåäëàãàåìûì àâòîðàìèìåòîäîì. Â [51℄ ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä íàñòîÿùåé ðàáîòû çíà÷èòåëüíî ýêîíîìè÷íåå (áîëåå÷åì â 10 ðàç) ïðèìåíÿåìûõ ðàíåå [11, 12, 14, 15℄.3.2. Ñèëüíîå ñæàòèå îñåñèììåòðè÷íîãî ïóçûðüêàÏîñòàíîâêà äàííîé çàäà÷è îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåé ëèøü òåì, ÷òî çäåñü â íà÷àëü-íûé ìîìåíò âðåìåíè ïîâåðõíîñòü ïóçûðüêà íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ñ�åðè÷åñêîé, à èìååò�îðìó áëèçêîãî ê ñ�åðå ýëëèïñîèäà. Óðàâíåíèå ýòîãî ýëëèïñîèäà èìååò âèä rs =
R0+a0

2P2(cos θ), ãäå a0
2 � àìïëèòóäà îòêëîíåíèÿ îò ñ�åðû â âèäå P2(cos θ), P2 � ïîëèíîì



26 À.À. Àãàíèí, Ò.Ô. Õàëèòîâà, Í.À. ÕèñìàòóëëèíàËåæàíäðà âòîðîé ñòåïåíè. Ýâîëþöèÿ �îðìû ïóçûðüêà â ïðîöåññå ñæàòèÿ îïðåäåëÿåòñÿäâèæåíèåì æèäêîñòè è ïàðà.Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ è ïîëîæåíèå èñêóññòâåííîé ãðàíèöû r =
ra(θ, t) ïðè t ≥ 0 íàõîäÿòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å. Ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèÿäàâëåíèÿ, ñêîðîñòè è ïëîòíîñòè ïðè t = 0 âû÷èñëÿþòñÿ ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî íåñ�åðè÷-íîñòü ïóçûðüêà ÿâëÿåòñÿ ìàëîé. Äàâëåíèå íà âíåøíåé ãðàíèöå p0

a çàäàåòñÿ áåç ó÷åòàíåñ�åðè÷íîñòè.Â íà÷àëå ñæàòèÿ è â ãàçå, è â æèäêîñòè èñïîëüçóåòñÿ, êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å,ïîäâèæíàÿ ñåòêà, ñãóùàþùàÿñÿ ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ê ìåæ�àçíîé ïîâåðõíî-ñòè. Âìåñòå ñ òåì çäåñü äëÿ ïîâûøåíèÿ ýêîíîìè÷íîñòè âû÷èñëåíèé ïîêàçàòåëü γ(t) âíà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè áîëüøå. Â õîäå ñæàòèÿ äëÿ êîððåêòíîãî îïèñàíèÿ ïîãðà-íè÷íûõ òåïëîâûõ ñëîåâ îí óìåíüøàåòñÿ ñîãëàñíî �îðìóëû (12). Ïî ìåðå �îðìèðîâàíèÿóäàðíîé âîëíû îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñòåïåííûé ïåðåõîä íà ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ñ ïîìîùüþïàðàìåòðà β(t) ïî �îðìóëå (12).Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ âõîäíûõ äàííûõ: R0 = 500 ìêì, R0
a = 9R0, T 0 =

273.15 Ê, p0
S = 0.089 áàð, p0 = 15.2 áàð, αac = 1, tA = 11.52 ìê, tB = 11.55 ìê, tC = 10.82ìê, tD = 10.99 ìê, γ1 = 0.08, γ2 = 0.04, β1 = 0.08, β2 = 1.Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ðàäèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû âíóòðèïóçûðüêà è â îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîì ñëîå îêðóæàþùåé æèäêîñòè â ñå÷åíèÿõ θ = 0è π/2 äëÿ äâóõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t1,2 (t1 < t2). Âèäíî, ÷òî â ìîìåíò t1, îòíîñÿùèéñÿ êíà÷àëüíîé ñòàäèè ñæàòèÿ, ïóçûðåê åùå áëèçîê ê ãîìîáàðè÷åñêîìó. Îñíîâíûå ãðàäèåí-òû äàâëåíèÿ íàõîäÿòñÿ â æèäêîñòè, à ó ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà ñ�îðìèðîâàëèñü òîíêèåòåïëîâûå ñëîè. Ê ìîìåíòó t2, îòíîñÿùåìóñÿ ê �èíàëüíîé ñòàäèè ñæàòèÿ, äàâëåíèå ïàðàó ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà ñòàíîâèòñÿ ñðàâíèìûì ñ äàâëåíèåì æèäêîñòè. Âíóòðè ïóçûðü-êà ó åãî ïîâåðõíîñòè �îðìèðóåòñÿ óäàðíàÿ âîëíà. Åå íàëè÷èå ëó÷øå âèäíî ïî êðèâûìòåìïåðàòóðû, òàê êàê ìàêñèìóì ó òåìïåðàòóðû äîñòèãàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî çà �ðîí-òîì óäàðíîé âîëíû, â òî âðåìÿ êàê ó äàâëåíèÿ � íà íåêîòîðîì óäàëåíèè îò íåãî. Âíà÷àëüíîé ñòàäèè ñæàòèÿ �îðìà ïóçûðüêà åùå ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ñ�åðè÷åñêîé, ïî-ýòîìó ïðî�èëè äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû ïðè t = t1 íà ëó÷àõ θ = 0 è π/2 ðàçëè÷àþòñÿíåçíà÷èòåëüíî. Ïî ìåðå ñæàòèÿ íåñ�åðè÷íîñòü âîçðàñòàåò. Â ðåçóëüòàòå â ìîìåíò t2ïðî�èëè äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû äëÿ θ = 0 è π/2 óæå çàìåòíî ðàçëè÷íû. Â äàëüíåé-øåì ðàçëè÷èå óâåëè÷èâàåòñÿ.

�èñ. 4. �àäèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû âíóòðè ïîëîñòè ïóçûðüêà è îêðó-æàþùåé æèäêîñòè â äâóõ ñå÷åíèÿõ θ = 0 è θ = π/2 äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè t1,2 (t1 îòíîñèòñÿê íà÷àëüíîé, t2 � ê �èíàëüíîé ñòàäèè ñæàòèÿ). Òî÷êàìè óêàçàíû ïîëîæåíèÿ ìåæ�àçíûõãðàíèö



Ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ñèëüíîãî ñæàòèÿ... 27�àçâèòèå ïðîöåññà ñæàòèÿ ïóçûðüêà â åãî �èíàëüíîé ñòàäèè â ðàññìàòðèâàåìîé çà-äà÷å èëëþñòðèðóåò ðèñ. 5 âûøå ãîðèçîíòàëüíûõ ïðÿìûõ s1−3. Ïî êðèâûì òåìïåðàòóðûâèäíî, ÷òî ïî ìåðå ðàñïðîñòðàíåíèÿ óäàðíîé âîëíû ê öåíòðó ïóçûðüêà åå èíòåíñèâ-

�èñ. 5. Èçîëèíèè è ðàäèàëüíûå çàâèñèìîñòè äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû ïàðà â ïóçûðüêå äëÿ
θ = 0, π/2 â òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòà âðåìåíè t3−5 �èíàëüíîé ñòàäèè ñæàòèÿ. Èçîëèíèèäåëÿò äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ, óêàçàííûé íà ñîîòâåòñòâóþùèõ îñÿõ îðäèíàò, ðàâíî-ìåðíî íà 15 óðîâíåé (âî èçáåæàíèå çàãðîìîæäåíèÿ èõ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ íå ïðèâîäÿòñÿ).Æèðíàÿ ëèíèÿ � ïîâåðõíîñòü ïóçûðüêà. Âûøå ãîðèçîíòàëüíûõ ïðÿìûõ s1−3 � ðåçóëüòàòûðàñ÷åòîâ ñ ó÷åòîì òåïëîïðîâîäíîñòè, èñïàðåíèÿ è êîíäåíñàöèè, íèæå � áåç èõ ó÷åòà



28 À.À. Àãàíèí, Ò.Ô. Õàëèòîâà, Í.À. Õèñìàòóëëèíàíîñòü äîâîëüíî áûñòðî âîçðàñòàåò (íàëè÷èå óäàðíîé âîëíû â ïðî�èëÿõ äàâëåíèÿ áóäåòíàáëþäàòüñÿ íèæå íà ðèñ. 6, ãäå äëÿ äàâëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ íå ëèíåéíàÿ, à ëîãàðè�-ìè÷åñêàÿ øêàëà). Ïðè ýòîì â ìîìåíò t5 ìàêñèìàëüíûå òåìïåðàòóðû íà ëó÷àõ θ = 0 è
π/2 ðàçëè÷àþòñÿ óæå áîëåå ÷åì â 2 ðàçà, à ìàêñèìàëüíûå äàâëåíèÿ � â ∼ 10 ðàç.Â ïðîöåññå ñæàòèÿ �îðìà ïóçûðüêà èçìåíÿåòñÿ îò ñëåãêà ïðèïëþñíóòîé ïî îñè ñèì-ìåòðèè ñ�åðû â íà÷àëå ñæàòèÿ äî íåñêîëüêî âûòÿíóòîé â åãî �èíàëå. Ôðîíò óäàðíîéâîëíû ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê öåíòðó ïóçûðüêà äå�îðìèðóåòñÿ çíà÷èòåëüíî ñèëüíåå.Ñíà÷àëà åãî �îðìà ïîäîáíà �îðìå ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà è èìååò âèä âåðòèêàëüíîâûòÿíóòîãî ýëëèïñîèäà (ìîìåíò t3). Çàòåì ñâåðõó è ñíèçó ïîÿâëÿþòñÿ âìÿòèíû (ìî-ìåíò t4). Â õîäå äàëüíåéøåãî ñæàòèÿ èçìåíåíèå �îðìû �ðîíòà óäàðíîé âîëíû ïðî-äîëæàåòñÿ è â ìîìåíò t5 îíà ñòàíîâèòñÿ åùå ñëîæíåå. Ïðè ýòîì ïîâåðõíîñòü ïóçûðüêàïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ, îñòàâàÿñü âûòÿíóòûì â íàïðàâëåíèè îñè ñèììåòðèè ýëëèï-ñîèäîì.Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, �àçîâûõ ïåðåõîäîâ íà ïîâåðõíîñòè ïóçûðü-êà â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû òàêæå ðåçóëüòàòû åå ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ áåç ó÷åòà ýòèõ ý��åêòîâ, ò. å. â ïîñòàíîâêå ðàáîòû [52℄. Ñîîòâåòñòâèå ìîìåíòîââðåìåíè óñòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñîâïàäåíèþ ðàäèóñîâ Rsh(t) ñ�åðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé âïðåäñòàâëåíèè �ðîíòà óäàðíîé âîëíû â âèäå ñóììû ñ�åðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòíûõ ãàð-ìîíèê: Rsh(t3) ≈ 8.9 ìêì, Rsh(t4) ≈ 4 ìêì, Rsh(t5) ≈ 1.4 ìêì, ïîëó÷åííûõ ñ ó÷åòîì èáåç ó÷åòà óêàçàííûõ ý��åêòîâ. Âèäíî, ÷òî ëèíåéíûå ðàçìåðû ïóçûðüêîâ â êîíöå ñæà-òèÿ ïðè ó÷åòå è áåç ó÷åòà òåïëîïðîâîäíîñòè è ìåæ�àçíîãî ìàññîîáìåíà çíà÷èòåëüíî(ïðèìåðíî â 1.5 ðàçà) ðàçëè÷àþòñÿ. Íåñìîòðÿ íà ýòî, èçìåíåíèå �îðìû óäàðíîé âîëíû,èçîëèíèé äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû â ïóçûðüêå â ýòèõ ñëó÷àÿõ îêàçûâàåòñÿ âåñüìà áëèç-êèì. Ïðè ýòîì èìåþò ìåñòî çíà÷èòåëüíûå êîëè÷åñòâåííûå ðàñõîæäåíèÿ. Òàê, áåç ó÷åòàòåïëîïðîâîäíîñòè è �àçîâûõ ïåðåõîäîâ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì èõ ó÷åòà äàâëåíèå íàëó÷å θ = 0 â ìîìåíò t5 â ∼ 2 ðàçà ìåíüøå.Áîëåå äåòàëüíàÿ êàðòèíà âáëèçè öåíòðà ïóçûðüêà (r ≤ 10 ìêì) â ìîìåíò t5 ïîêà-çàíà íà ðèñ. 6. Çäåñü äëÿ ðàäèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû èñïîëü-çóåòñÿ íå ëèíåéíàÿ, à ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ øêàëà, ïîñêîëüêó ïî ðèñ. 5 ìîæíî îøèáî÷íîçàêëþ÷èòü, ÷òî ðàçðûâà â ãðà�èêå äàâëåíèÿ íåò. Íà ñàìîì äåëå ýòî íå òàê. Â ëîãàðè�-

�èñ. 6. Êàðòèíà âáëèçè öåíòðà ïóçûðüêà (ñì. ðèñ. 5) â ìîìåíò t5 äëÿ ìàëîé îêðåñòíîñòè öåíòðàïóçûðüêà r ≤ 10 ìêì



Ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ñèëüíîãî ñæàòèÿ... 29ìè÷åñêîé øêàëå (ñì. ðèñ. 6) õîðîøî âèäíî, ÷òî ðàçðûâ, õîòÿ è íåáîëüøîé, íî èìååòñÿè íàõîäèòñÿ òî÷íî â òîì ìåñòå, ÷òî è íà ãðà�èêàõ òåìïåðàòóðû. Èçîëèíèè äàâëåíèÿè òåìïåðàòóðû íà ðèñ. 6 ïîêàçûâàþò, ÷òî êî âðåìåíè t5 â ïðî�èëå �ðîíòà óäàðíîéâîëíû ïîÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî îñòðûé óãîë, ñâÿçàííûé ñ óãëóáëåíèåì â îêðåñòíîñòè θ = 0âìÿòèíû, âîçíèêøåé ðàíåå â èíòåðâàëå t3 < t < t4. Ïðè ýòîì òåìïåðàòóðà ïðèíèìàåòáîëüøèå çíà÷åíèÿ íå òîëüêî íåïîñðåäñòâåííî çà �ðîíòîì óäàðíîé âîëíû, íî è â óç-êîé îáëàñòè, óõîäÿùåé â âèäå ëåíòû ââåðõ îò óãëîâîé òî÷êè ïðî�èëÿ âîëíû. Îáëàñòüâûñîêèõ äàâëåíèé íå ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ âûñîêèõ òåìïåðàòóð. Îíà ðàñïîëàãàåòñÿ âîêðåñòíîñòè îñè ñèììåòðèè íà äîâîëüíî áîëüøîì óäàëåíèè îò �ðîíòà âîëíû.Ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñóíêàõ ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû íà ñåòêå (Ng + Nl) × Nθ =
(300 + 700) × 50 (Ng è Nl � ÷èñëî ÿ÷ååê ïî ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå â ïàðå è æèä-êîñòè ñîîòâåòñòâåííî, Nθ � ÷èñëî ÿ÷ååê ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå êàê â ïàðå, òàê è âæèäêîñòè). �àñ÷åòû íà ñõîäèìîñòü ïîêàçûâàþò, ÷òî âïëîòü äî âðåìåíè t5 òàêàÿ ñåò-êà ÿâëÿåòñÿ ïðèåìëåìîé. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî çàòðàòû âðåìåíè ñ÷åòà äëÿ äîñòèæåíèÿàíàëîãè÷íîé òî÷íîñòè êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì �îäóíîâà ïåðâîãî ïîðÿäêà áûëè áû ìíî-ãîêðàòíî (ïðèìåðíî â 103 ðàç) áîëüøå.Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ñèëüíîãî ñæàòèÿ êàâèòàöèîííîãîïóçûðüêà. Â îòëè÷èå îò ñóùåñòâóþùèõ ïîäõîäîâ îí ïîçâîëÿåò èçó÷àòü äèíàìèêó ïàðàâ ïîëîñòè ïóçûðüêà è îêðóæàþùåé æèäêîñòè â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïóçûðåê ÿâëÿåòñÿíåñ�åðè÷åñêèì (ò. å. êîãäà çàäà÷ó íóæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåîäíîìåðíóþ), à ïðîöåñññæàòèÿ ÿâëÿåòñÿ âûñîêîñêîðîñòíûì (ò. å. êîãäà â ïîëîñòè ïóçûðüêà ìîãóò âîçíèêàòüðàäèàëüíî ñõîäÿùèåñÿ âîëíû ñæàòèÿ, â òîì ÷èñëå è óäàðíûå, à ñæèìàåìîñòü æèäêîñòèñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîé). Îïèñàííûé ìåòîä, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ èçó÷å-íèÿ âëèÿíèÿ äå�îðìàöèé ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà íà èçìåíåíèå ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèéäàâëåíèÿ, ïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðû, äîñòèãàåìûõ ïðè ñæàòèè â ïîëîñòè ïóçûðüêà, ïîñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì ÷èñòî ñ�åðè÷åñêîãî ñæàòèÿ.Â ïðåäëàãàåìîì ïîäõîäå äâèæåíèå ïàðà â ïóçûðüêå è îêðóæàþùåé æèäêîñòè îïèñû-âàåòñÿ óðàâíåíèÿìè äèíàìèêè ñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ ó÷åòîì ý��åêòîâ ïîâåðõíîñòíîãîíàòÿæåíèÿ, òåïëîïðîâîäíîñòè ïàðà è æèäêîñòè, òåïëîìàññîîáìåíà ÷åðåç ìåæ�àçíóþãðàíèöó ñîâìåñòíî ñ ðåàëèñòè÷íûìè óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ â âèäå çàâèñèìîñòåé äàâ-ëåíèÿ è âíóòðåííåé ýíåðãèè îò ïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðû. Èñïîëüçóþòñÿ ïîäâèæíûåñåòêè ñ âûäåëåíèåì ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà è ñãóùåíèåì ÿ÷ååê äëÿ óëó÷øåíèÿ ðàçðåøå-íèÿ òîíêèõ òåïëîâûõ ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ ó ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà è ðàäèàëüíî ñõîäÿ-ùèõñÿ óäàðíûõ âîëí â ïîëîñòè ïóçûðüêà.Êàæäûé øàã ïî âðåìåíè âûïîëíÿåòñÿ â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå âëèÿíèå òåï-ëîïðîâîäíîñòè íå ó÷èòûâàåòñÿ. �åøåíèå íàõîäèòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì UNO-ìîäè�èêàöèèìåòîäà �îäóíîâà âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè. Ïîëó÷åííîå ïî-ëå ïîëíîé ýíåðãèè êîððåêòèðóåòñÿ íà âòîðîì ýòàïå ïóòåì ó÷åòà òåïëîâûõ ïîòîêîâ. Ïðèâû÷èñëåíèè òåïëîâûõ ïîòîêîâ èñïîëüçóåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, êî-òîðîå íàõîäèòñÿ ïî ÿâíî-íåÿâíîé ñõåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî âðåìåíè è âòîðîãîïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó. Ïðèìåíåíèå íåÿâíîé ñõåìû ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòüåäèíûé øàã ïî âðåìåíè äëÿ îáîèõ ýòàïîâ. Ý��åêòû èñïàðåíèÿ è êîíäåíñàöèè ðàññ÷è-òûâàþòñÿ ïî �îðìóëå �åðöà�Êíóäñåíà�Ëåíãìþðà.
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