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Îáúåäèíåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõè èíòåðâàëüíûõ ïîäõîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè �óíêöèéÍ.Â. ÏàíîâÓ÷ðåæäåíèå �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóêÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: rupo�ngs.ru�àññìàòðèâàþòñÿ èíòåðâàëüíûå ìåòîäû ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Âûÿâëÿþòñÿçàäà÷è, â êîòîðûõ ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû íåäîñòàòî÷íî ý��åêòèâíû, è àíàëèçè-ðóþòñÿ ïðè÷èíû ýòîé íåý��åêòèâíîñòè. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ñëàáûõ ñòîðîí òðàäè-öèîííûõ äåòåðìèíèñòñêèõ èíòåðâàëüíûõ ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ïðåä-ëàãàþòñÿ íîâûå, âû÷èñëèòåëüíî ý��åêòèâíûå ìåòîäû, ñî÷åòàþùèå â ñåáå äîêàçà-òåëüíîñòü èíòåðâàëüíûõ è ãèáêîñòü ñòîõàñòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåðâàë, èíòåðâàëüíûé àíàëèç, ãëîáàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ, ãå-íåòè÷åñêèé àëãîðèòì, ìåòîä ñèìóëèðîâàííîãî îòæèãà, ìèíèìóì.ÂâåäåíèåÏðåäìåò íàñòîÿùåé ðàáîòû � ïîèñê ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà âåùåñòâåííîçíà÷íîé öåëå-âîé �óíêöèè f : R

n → R íà íåêîòîðîì ïðÿìîóãîëüíîì áðóñå X ñî ñòîðîíàìè, ïàðàë-ëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì îáëàñòè îïðåäåëåíèÿäàííîé �óíêöèè: íàéòè min
x∈X

f(x) . (1)Òåðìèí �ãëîáàëüíûé� â ïðèìåíåíèè ê îïòèìóìó îçíà÷àåò, ÷òî ìû äîëæíû íàéòè òî÷êó,íàèëó÷øóþ â ñìûñëå öåëåâîé �óíêöèè f(x) äëÿ âñåãî ðàññìàòðèâàåìîãî áðóñà X, àíå òîëüêî ëîêàëüíî, â ïðåäåëàõ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïðèîòñóòñòâèè �õîðîøèõ� ãëîáàëüíûõ óñëîâèé íà öåëåâóþ �óíêöèþ ýòà îñîáåííîñòü ïîñòà-íîâêè çàäà÷è ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè äåëàåò åå âåñüìà òðóäíîé äëÿ ðåøåíèÿ, òàê ÷òîñîîòâåòñòâóþùàÿ âåòâü îïòèìèçàöèè âûäåëÿåòñÿ îáû÷íî â ñàìîñòîÿòåëüíîå íàó÷íîåíàïðàâëåíèå â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè îïòèìèçàöèè.Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó íàðàáîòàí áîãàòûé èíñòðóìåíòàðèé ïîèñêà ãëîáàëüíîãî îï-òèìóìà [1 � 9℄. Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü, ñ îäíîé ñòîðîíû, íàäåòåðìèíèñòñêèå è ñòîõàñòè÷åñêèå, à ñ äðóãîé, ïî ïðèìåíÿåìîé â íèõ òåõíèêå, � íàêëàññè÷åñêèå (òî÷å÷íûå) è èíòåðâàëüíûå. Òî÷íåå ýòî ðàçäåëåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ââèäå äåðåâà íà ðèñ. 1. Â ïðåäñòàâëåííîé ñõåìå ïðàâàÿ íèæíÿÿ âåòâü, îòâå÷àþùàÿ èí-òåðâàëüíûì ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäàì, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà íåðàçâèòîé è äî ñèõ ïîð ïðåä-ñòàâëåíà ëèøü ïóáëèêàöèÿìè [10 � 12℄. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðèçâàíà â êàêîé-òî ìåðå© ÈÂÒ ÑÎ �ÀÍ, 2009. 49
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�èñ. 1. Êëàññè�èêàöèÿ àëãîðèòìîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèèâîñïîëíèòü ýòîò äèñáàëàíñ è ñîîòâåòñòâåííî ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå èíòåðâàëüíûõ ñòî-õàñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè �óíêöèé.Òðàäèöèîííûå äåòåðìèíèñòñêèå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ãëîáàëüíîé îïòèìè-çàöèè � ýòî ìåòîäû, êîòîðûå èñïîëüçóþò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííóþ âû÷èñëèòåëüíóþñõåìó, è, ïî ñóòè, îíè äîëæíû êàêèì-òî îáðàçîì îñóùåñòâèòü ïåðåáîð �âñåõ� çíà÷åíèé�óíêöèè íà çàäàííîé îáëàñòè. Çíàíèå òàêîé äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè î �óíêöèè,êàê åå ïðîèçâîäíàÿ, êîíñòàíòû Ëèïøèöà è ò. ï., ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòü êîëè÷åñòâî ïðîá-íûõ òî÷åê, ïðè ýòîì ãàðàíòèðóÿ, ÷òî íàéäåííûé îïòèìóì áóäåò ãëîáàëüíûì.Ñòîõàñòè÷åñêèå ìåòîäû íå äàþò òàêîé ãàðàíòèè, îíè âûäàþò îòâåò, êîòîðûé ñïðà-âåäëèâ ëèøü ñ íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ. Ìåòîäû òàêîãî òèïà âåñüìàãèáêè ïðè ðåàëèçàöèè, ïîçâîëÿþò äîñòàòî÷íî áûñòðî è ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ íàõî-äèòü ãëîáàëüíûé îïòèìóì, à ïîòîìó ïîëüçóþòñÿ áîëüøîé ïîïóëÿðíîñòüþ íà ïðàêòèêå.Ïðîêîììåíòèðóåì òðàäèöèîííûå (äåòåðìèíèñòñêèå) èíòåðâàëüíûå ìåòîäû ãëîáàëü-íîé îïòèìèçàöèè, îñíîâàííûå íà äîñòèæåíèÿõ èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà [6, 7, 9℄. Èõ îò-ëè÷èòåëüíàÿ îñîáåííîñòü � äîêàçàòåëüíîñòü, âåñüìà öåííîå ñâîéñòâî, çàêëþ÷àþùååñÿâ ãàðàíòèè òîãî, ÷òî íàéäåííûé ðåçóëüòàò â ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ îïòèìóìîì è äåé-ñòâèòåëüíî ãëîáàëüíûì. Ïî áîëüøîìó ñ÷åòó, íèêàêîé äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè î�óíêöèè îíè íå òðåáóþò è íå íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèé íà öåëåâóþ �óíêöèþ. Äîñòà-òî÷íî ëèøü åå çàïèñè â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ëèáî â âèäå âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà.Íî çà ýòî ïðèõîäèòñÿ ïëàòèòü íåîáõîäèìîñòüþ äîïîëíèòåëüíîé îáðàáîòêè ýòèõ âûðà-æåíèé, è îñíîâíûì íåäîñòàòîêîì èíòåðâàëüíûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî çà÷àñòóþ èõïðîèçâîäèòåëüíîñòü ìåíüøå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè êëàññè÷åñêèõ (òî÷å÷íûõ) àëãîðèòìîâ.Ïîä ðóêîâîäñòâîì Ñ.Ï. Øàðîãî àâòîðîì ðàçðàáîòàíû è ðåàëèçîâàíû èíòåðâàëüíûåñòîõàñòè÷åñêèå àëãîðèòìû (ìåòîäû) ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè �óíêöèé. Ïðîâåäåíû ñå-ðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ïîêàçûâàþò ïåðñïåêòèâíîñòüòàêîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè �óíêöèé.1. Àíàëèç ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâÂ êà÷åñòâå áàçîâîãî â íàøèõ ýêñïåðèìåíòàõ âûñòóïàåò êëàññè÷åñêèé ìåòîä àäàïòèâ-íîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ, èìåþùèé â ñâîåé îñíîâå ñòðàòåãèþ �âåòâåé è ãðàíèö�,çàèìñòâîâàííóþ èç äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè.



Îáúåäèíåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ è èíòåðâàëüíûõ ïîäõîäîâ... 51Íà êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòì íàõîäèò ïîäáðóñ èñõîäíîãî áðóñà x, äàþùèé íàèõóä-øóþ îöåíêó îïòèìóìà, è äåëèò åãî íà äâå (èëè áîëåå) ÷àñòè, òàêèì îáðàçîì ïîñëåäî-âàòåëüíî óòî÷íÿÿ îöåíêó ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà (ñì. ïñåâäîêîä â òàáë. 1). Ïîäðîáíååìåòîä îïèñûâàåòñÿ â ðàáîòàõ [9, 11℄.Íà ãðà�èêå (ðèñ. 2) ñðàâíèâàåòñÿ ðàáîòà ýòîãî àëãîðèòìà íà äâóõ öåëåâûõ �óíê-öèÿõ. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíî âðåìÿ ðàáîòû ìåòîäà â ëîãîðè�ìè÷åñêîì ìàñøòàáå ñó÷åòîì ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèÿ, ïî îñè îðäèíàò � òî÷íîñòü èíòåðâàëüíîé îöåíêè îï-òèìóìà, äîñòèãàåìàÿ çà ýòî âðåìÿ.Ôóíêöèÿ ��àñòðèãèí10� (R10) [13℄,
fR10(x, y) = x2 + y2 − cos(18x)− cos(18y) (2)ñ åå ìíîæåñòâîì ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ (îáùàÿ �îðìà �óíêöèè ïðåäñòàâëåíà íàðèñ. 3, à, à åå âèä âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò ïîêàçàí íà ðèñ. 3, á) íåîæèäàííî îêàçà-ëàñü �ëåãêîé� äëÿ àëãîðèòìà � ìèíèìóì ëîêàëèçîâàí çà äîëè ñåêóíäû, â òî âðåìÿÒ à á ë è ö à 1. Óïðîùåííàÿ ñõåìà èíòåðâàëüíîãî àäàïòèâíîãî àëãîðèòìà ãëîáàëüíîé îïòè-ìèçàöèè �óíêöèé ÂõîäÁðóñ X ⊂ R

n. Çàäàííàÿ òî÷íîñòü ǫ > 0.Èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå f : IX → IR öåëåâîé �óíêöèè fÂûõîäÎöåíêà ñíèçó ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà f∗ �óíêöèè f íà XÀëãîðèòì
Y ←X ;âû÷èñëÿåì f(Y ) è èíèöèàëèçèðóåì ñïèñîê L çàïèñüþ { (

Y ,f(Y )
) };DO WHILE (

wid(f(Y )) ≥ ǫ
)âûáèðàåì êîìïîíåíòó l, ïî êîòîðîé áðóñ Y èìååòíàèáîëüøóþ äëèíó, ò. å. widY l = max

i
widY i;ðàññåêàåì Y ïî l-é êîîðäèíàòå íà áðóñû Y ′ è Y ′′òàêèå, ÷òî

Y ′ = (Y 1, . . . ,Y l−1, [Y l, midY l ],Y l+1, . . . ,Y n),

Y ′′ = (Y 1, . . . ,Y l−1, [midY l, Y l ],Y l+1, . . . ,Y n);âû÷èñëÿåì èíòåðâàëüíûå îöåíêè f(Y ′) è f(Y ′′);óäàëÿåì çàïèñü (

Y ,f(Y )
) èç ðàáî÷åãî ñïèñêà L;ïîìåùàåì çàïèñè (

Y ′,f(Y ′)
) è (Y ′′,f(Y ′′)) â ñïèñîê Lâ ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ âòîðîãî ïîëÿ;îáîçíà÷àåì âåäóùóþ çàïèñü ñïèñêà L ÷åðåç (

Y ,f (Y )
);END DO

F ∗ ← f(Y );
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�èñ. 2. �ðà�èê òî÷íîñòè îöåíêè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà äâóõ öåëåâûõ �óíêöèé îò âðåìåíèäëÿ èíòåðâàëüíîãî àëãîðèòìà âåòâåé è ãðàíèö

a á

â ã�èñ. 3. Îáùàÿ �îðìà �óíêöèè �àñòðèãèíà 10 (R10) (à) è åå âèä âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò(á); âèä �óíêöèè �øåñòèãîðáûé âåðáëþä� (CB) âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò (â); âèä �óíêöèèÒðåêàíè âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò (ã)



Îáúåäèíåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ è èíòåðâàëüíûõ ïîäõîäîâ... 53êàê �óíêöèÿ �øåñòèãîðáûé âåðáëþä� (Six Hump Camel Bak èëè, ñîêðàùåííî, CB) [13℄(ðèñ. 3, â)
fCB(x, y) = 4x2 − 2.1x4 +

1

3
x6 + xy − 4y2 + 4y4 (3)îêàçàëàñü äëÿ äàííîãî àëãîðèòìà ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíîé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà ñïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ ïðèøëîñü çàòðàòèòü áîëåå 300 ñ, ÷òî õàðàêòåðèçóåò ý��åêòèâ-íîñòü ìåòîäà êàê âåñüìà íèçêóþ. Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî âî âñåõ ïðèìåðàõ â ýòîéñòàòüå äëÿ ïðîñòîòû îáúÿñíåíèÿ è áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ðåçóëüòàòîâ íèãäå íå èñïîëü-çîâàëèñü òàê íàçûâàåìûå ïðîöåäóðû îòáðàêîâêè � âû÷èñëèòåëüíûå ïðèåìû, ïîçâîëÿ-þùèå äîñòîâåðíî îïðåäåëÿòü è êàê ðåçóëüòàò îòñåèâàòü îáëàñòè, ãàðàíòèðîâàííî íåñîäåðæàùèå îïòèìóì. Ýòî ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíàÿ ïðîöåäóðà, è îíà ðåàëèçóåòñÿ íà îñ-íîâå ñóãóáî èíòåðâàëüíîé òåõíèêè, ïîçâîëÿÿ ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü ñõîäèìîñòü ìåòîäà.Ïîæàëóé, íàèáîëåå ïîïóëÿðíûìè íà äàííûé ìîìåíò ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû îòáðàêîâêè ïîçíà÷åíèþ, òåñò íà ìîíîòîííîñòü, ïðîâåðêà âûïóêëîñòè, ìåòîä Íüþòîíà (ñì., íàïðèìåð,â [6℄).Âîçíèêàåò âîïðîñ, ïî÷åìó íà îäíîé öåëåâîé �óíêöèè àëãîðèòì ðàáîòàåò õîðîøî, âòî âðåìÿ êàê íà äðóãîé �óíêöèè åãî ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ÷ðåçâû÷àéíî íèçêà?Èç ãðà�èêà �óíêöèè �øåñòèãîðáûé âåðáëþä� (CB) (ñì. ðèñ. 2) õîðîøî âèäíû ïðîÿâ-ëåíèÿ òàê íàçûâàåìîãî ý��åêòà çàñòàèâàíèÿ èíòåðâàëüíîé îöåíêè [10℄, êîãäà çà áîëü-øîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè (íà ãðà�èêå ïðèâåäåíû ëîãàðè�ìè÷åñêèå øêàëû ïî îáåèì êî-îðäèíàòàì) è ñîîòâåòñòâåííî çà áîëüøîå ÷èñëî èòåðàöèé òî÷íîñòü èíòåðâàëüíîé îöåíêèóëó÷øèëàñü ëèøü íåçíà÷èòåëüíî.Íî ýòî ëèøü îäíà èç ïðè÷èí. Äðóãàÿ ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíîé, åñëè ðàññìîòðåòü ðàáîòóàëãîðèòìà íà ýòîé öåëåâîé �óíêöèè øàã çà øàãîì.

�èñ. 4. Âèçóàëèçàöèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà èíòåðâàëüíîãî àäàïòèâíîãî äðîáëåíèÿ íà öåëåâîé�óíêöèè R10: êàäðû 1�5 � ïðîöåññ äðîáëåíèÿ, êàäð 6 � �âèä ñâåðõó� íà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ



54 Í.Â. ÏàíîâÍà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû íåñêîëüêî êàäðîâ (øàãè ñ íîìåðàìè 1�5), ïîëó÷åííûõ ñïåöèàëü-íîé ïðîãðàììîé-âèçóàëèçàòîðîì (ïîäðîáíåå î ðåàëèçàöèè ýòîé ïðîãðàììû è ìåòîäàõèññëåäîâàíèÿ ñì. [14℄) è ïîêàçûâàþùèõ, êàê ìåíÿëàñü êîí�èãóðàöèÿ ðàáî÷åãî ñïèñêàïðè ïîèñêå ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà �óíêöèè �àñòðèãèíà 10 (R10). Õîðîøî âèäíî, ÷òîàëãîðèòì íè ðàçó �íå îøèáñÿ� � êàæäîå äðîáëåíèå äåéñòâèòåëüíî óòî÷íÿëî îöåíêóãëîáàëüíîãî îïòèìóìà. Ýòî îò÷åòëèâî âèäíî íà êàäðå � 6 (ðèñ. 4). Íà íåì äàí �âèäñâåðõó� è ïîêàçàíî, êàê äðîáèëàñü èñõîäíàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ.Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû äâóìåðíûå ïðîåêöèè, èëëþñòðèðóþùèå, êàê äðîáèëàñü èñ-õîäíàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïðè ïîèñêå ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà �óíêöèè �øåñòèãîðáûéâåðáëþä� (CB).Ñäåëàåì êðàòêèå âûâîäû. Â îòëè÷èå îò ïðîöåññà íà ðèñ. 4 �âåäóùèé áðóñ� ïîñòî-ÿííî ìåíÿåòñÿ, àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíî ìåëü÷èò ñîñåäíèå áðóñû. Ïðè ýòîì òî÷íîñòüîöåíèâàíèÿ óëó÷øàåòñÿ ëèøü íåçíà÷èòåëüíî � èìååò ìåñòî ý��åêò �çàñòàèâàíèÿ èí-òåðâàëüíîé îöåíêè�, ò. å. ñèòóàöèÿ, êîãäà äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíûõäðîáëåíèé íå ïðèâåëî ê çíà÷èìîìó óëó÷øåíèþ òî÷íîñòè èíòåðâàëüíîé îöåíêè (ðèñ. 6).Äîïîëíèòåëüíî óõóäøàþò ïîèñê ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �ëîæíûå îïòèìóìû�, ò. å. áðó-ñû, ïðèçíàâàåìûå âåäóùèìè, õîòÿ ðåàëüíî è íå ñîäåðæàùèìè ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà.Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì îñíîâíûå ïðè÷èíû íåóñïåøíîñòè àëãîðèòìà:� èíòåðâàëüíûå îöåíêè îáëàñòåé çíà÷åíèé �óíêöèè, ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ èíòåð-âàëüíûõ ðàñøèðåíèé, ìîãóò ÿâëÿòüñÿ âåñüìà ãðóáûìè;� çà÷àñòóþ ãðàíèöû èíòåðâàëüíûõ îöåíîê öåëåâîé �óíêöèè íà ïîäáðóñàõ íå êîð-ðåëèðóþò ñ äåéñòâèòåëüíîé îáëàñòüþ çíà÷åíèé. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè a è b � äâàêàêèõ-òî ïîäáðóñà, òî, íåñìîòðÿ íà íåðàâåíñòâî min
x∈a

f(x) > min
x∈b

f(x) äëÿ òî÷íûõ ìèíè-

à á â
ã ä å�èñ. 5. Äðîáëåíèå èñõîäíîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ àëãîðèòìîì èíòåðâàëüíîãî àäàïòèâíîãîäðîáëåíèÿ ïðè ïîèñêå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà öåëåâîé �óíêöèè �øåñòèãîðáûé âåðáëþä� (CB):à�å ñîîòâåòñòâóþò 16-, 40-, 88-, 202-, 308- è 402-é èòåðàöèÿì (äðîáëåíèÿì) ñîîòâåòñòâåííî
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�èñ. 6. Ïðîöåññ ðàáîòû äåòåðìèíèñòñêîãî àëãîðèòìà: ïîñëåäîâàòåëüíûå äðîáëåíèÿ îáëàñòèîïðåäåëåíèÿ íà âñå áîëåå ìåëêèå ïîäáðóñû, ïðàêòè÷åñêè íå óòî÷íÿþùèå ãðàíèöû ãëîáàëüíîãîîïòèìóìàìóìîâ íà ýòèõ ïîäáðóñàõ, íèæíèå ãðàíèöû èíòåðâàëüíûõ îöåíîê ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ âïðîòèâîïîëîæíîì îòíîøåíèè, ò. å. f(a) < f(b) (ðèñ. 6);� ý��åêò çàñòàèâàíèÿ èíòåðâàëüíîé îöåíêè âìåñòå ñ äâóìÿ óêàçàííûìè âûøå ÿâ-ëåíèÿìè çàñòàâëÿåò àëãîðèòì äåëàòü î÷åíü ìíîãî äðîáëåíèé âïóñòóþ, �àêòè÷åñêè íåïðèáëèæàÿñü ê ãëîáàëüíîìó îïòèìóìó.2. Èíòåðâàëüíûå ñòîõàñòè÷åñêèå àëãîðèòìûÈç ïðèâåäåííîãî àíàëèçà ïîíÿòíî, ÷òî òðàäèöèîííûå èíòåðâàëüíûå àëãîðèòìû ãëî-áàëüíîé îïòèìèçàöèè ñêîðåå âñåãî áóäóò äåìîíñòðèðîâàòü íåáëàãîïðèÿòíîå ïîâåäåíèåâ çàäà÷àõ ñî ìíîãèìè ëîêàëüíûìè ýêñòðåìóìàìè è ñëîæíîé öåëåâîé �óíêöèåé. Â ñîîò-âåòñòâèè ñî ñâîåé âíóòðåííåé ëîãèêîé ýòè àëãîðèòìû áóäóò ïîñëåäîâàòåëüíî ìåëü÷èòüìíîæåñòâî áðóñîâ, íå ñîäåðæàùèõ íà ñàìîì äåëå îïòèìóì, ïðè ýòîì ëèøü íåçíà÷èòåëü-íî óëó÷øàÿ òî÷íîñòü èíòåðâàëüíîé îöåíêè.Î÷åâèäíî, ÷òî íàäî êàê-òî èçìåíèòü ïðîöåäóðó âûáîðà áðóñà äëÿ äðîáëåíèÿ. Åñòåñò-âåííûì, õîòÿ è íåñêîëüêî íåîáû÷íûì øàãîì ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå ñëó÷àéíîñòè (ðàíäîìè-çàöèè) â ýòîò ïðîöåññ. Âïåðâûå ïîäîáíàÿ èäåÿ � îòêàçàòüñÿ îò æåñòêîãî äåòåðìèíèçìàêëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ èíòåðâàëüíîé îïòèìèçàöèè ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ïðèíöèïèàëüíîíîâûõ àëãîðèòìîâ � áûëà âûñêàçàíà Ñ.Ï.Øàðûì â ïóáëèêàöèÿõ [11, 12℄. Â ýòèõ ðà-áîòàõ áûë ïðåäëîæåí, â ÷àñòíîñòè, àëãîðèòì �ñëó÷àéíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ�,áëîê-ñõåìà êîòîðîãî èçîáðàæåíà íà ðèñ. 7.Ìû èñïûòàëè àëãîðèòì ñëó÷àéíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ äëÿ �óíêöèè Òðeêàíè(Tre) [13℄:
fTre(x, y) = x4 + 4x3 + 4x2 + y2, (4)
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�èñ. 7. Áëîê-ñõåìà ñëó÷àéíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿíà íà÷àëüíîì áðóñå [−1, 1]× [−1, 1], (âèä �óíêöèè âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò ïîêàçàí íàðèñ. 3, ã). ×åðåç 0.01 ñ àëãîðèòì áûë ïðèíóäèòåëüíî îñòàíîâëåí. Çà ýòî âðåìÿ ìèíèìóìáûë ëîêàëèçîâàí êàê íàõîäÿùèéñÿ íà áðóñå [−1, 0] × [−0.125, 0] è çíà÷åíèå öåëåâîé�óíêöèè � â èíòåðâàëå [−1.4, 3.3]. Ïðè ýòîì ñïèñîê áðóñîâ èìåë âèä, ïîêàçàííûé íàðèñ. 8.Ïðàêòè÷åñêè â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ðàñïðåäåëÿëàñü è òî÷íîñòü èíòåðâàëüíîé îöåíêè�óíêöèè. Áóêâîé D íà äèàãðàììàõ îáîçíà÷åíà øèðèíà áðóñîâ. Âèäíî, ÷òî îñíîâíóþäîëþ ñîñòàâëÿþò äîñòàòî÷íî ìåëêèå áðóñû, íî åñòü è íåñêîëüêî êðóïíûõ. Íåñìîòðÿíà âåñüìà õîðîøåå ðàñïðåäåëåíèå, èìåííî ýòè íåñêîëüêî íåðàçäðîáëåííûõ áðóñîâ è íåïîçâîëÿþò àëãîðèòìó îòûñêàòü ãëîáàëüíûé îïòèìóì. Äåéñòâèòåëüíî, ñ óâåëè÷åíèåì÷èñëà èòåðàöèé êàêîãî-òî çíà÷èìîãî óëó÷øåíèÿ çíà÷åíèÿ îïòèìóìà íå ïðîèñõîäèò �âåäü ñ êàæäûì äðîáëåíèåì áðóñîâ ñòàíîâèòñÿ áîëüøå, à âåðîÿòíîñòü âûáðàòü òîò ñàìûéøèðîêèé � ìåíüøå. Òàê, â ýòîì ýêñïåðèìåíòå îöåíêà íå áûëà ñóùåñòâåííî óëó÷øåíàäàæå çà 1000 ñ (íàïîìíèì, ÷òî ïðîöåäóðû îòáðàêîâêè íå èñïîëüçîâàëèñü).Èòàê, ïîäâåäåì ïðîìåæóòî÷íûå èòîãè.Èñïîëüçóÿ ìåòîä ñëó÷àéíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ, ìû ïîëó÷èëè àëãîðèòì, íåòðàòÿùèé âðåìåíè íà òàêèå âòîðîñòåïåííûå çàäà÷è, êàê óïîðÿäî÷èâàíèå ðàáî÷åãî ñïèñ-êà èëè ïîèñê íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíîãî áðóñà, à âûïîëíÿþùèé ïðàêòè÷åñêè òîëüêî äðîá-ëåíèÿ. Íî â ñèëó îòñóòñòâèÿ êàêîé-ëèáî äðóãîé óïðàâëÿþùåé ëîãèêè, êðîìå ñëó÷àéíîãîäðîáëåíèÿ áðóñîâ ïî ðàâíîâåðîÿòíîìó çàêîíó, îí áûñòðî çàìåäëÿåòñÿ, íå ñïðàâëÿÿñü ñïîðîæäåííûì ñàìèì ñîáîé ìíîæåñòâîì ïîäáðóñîâ.Äîïîëíåíèå ïðîñòåéøåãî ñòîõàñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà èíòåðâàëüíîé ãëîáàëüíîé îï-òèìèçàöèè ïðîöåäóðàìè îòáðàêîâêè ïîçâîëèëî ðåøèòü ýòó ïðîáëåìó è ñóùåñòâåííîóëó÷øèòü ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ìåòîäà çà ñ÷åò îòñåèâàíèÿ áîëåå ïîëîâèíû áðóñîâ. Èêàê ñëåäñòâèå ëîêàëèçîâàòü ìèíèìóì ñ àáñîëþòíîé òî÷íîñòüþ 10−4 çà 0.38 ñ. Ïðàâäà,÷òîáû ïîâûñèòü òî÷íîñòü äî 10−5, ïðèøëîñü ïîòðàòèòü åùå 2 ñ.
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�èñ. 8. �àñïðåäåëåíèå øèðèíû áðóñîâ è øèðèíà èíòåðâàëüíîé îöåíêè �óíêöèè Òðåêàíè



58 Í.Â. ÏàíîâÒàêèì îáðàçîì, ñ îäíîé ñòîðîíû èìååì æåñòêî äåòåðìèíèðîâàííûé ìåòîä êëàññè÷å-ñêîãî àëãîðèòìà �âåòâåé è ãðàíèö�, à ñ äðóãîé � �ñëó÷àéíîå èíòåðâàëüíîå äðîáëåíèå�.Ïðîáëåìû îáîèõ ïîäõîäîâ î÷åâèäíû. Äëÿ êëàññè÷åñêîãî àäàïòèâíîãî èíòåðâàëüíîãîäðîáëåíèÿ � ýòî çàñòàèâàíèå èíòåðâàëüíîé îöåíêè è ëîæíûå îïòèìóìû; äëÿ �ñëó÷àé-íîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ� � îòñóòñòâèå àäàïòàöèè ê çàäà÷å.Åñòåñòâåííûì øàãîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìîäè�èêàöèÿ ïðîöåäóðû âûáîðà âåäóùåãî áðó-ñà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû áîëåå øèðîêèå áðóñû âûáèðàëèñü ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ.Òî åñòü ìû ëèøü ñëåãêà ìîäè�èöèðîâàëè ïðîöåäóðó âûáîðà î÷åðåäíîãî êàíäèäàòà íàäðîáëåíèå. Âûáîð ïî-ïðåæíåìó ïðîèñõîäèò ñëó÷àéíî, íî áîëåå øèðîêèå áðóñû èìåþòá�îëüøóþ âåðîÿòíîñòü áûòü ðàçäðîáëåííûìè. Îïóñêàÿ òåõíè÷åñêèå ïîäðîáíîñòè, ñêà-æåì, ÷òî ýòî óæå âïîëíå êîíêóðåíòîñïîñîáíûé àëãîðèòì, íà �ïðîñòûõ� çàäà÷àõ íåñêîëü-êî óñòóïàþùèé àäàïòèâíîìó èíòåðâàëüíîìó äðîáëåíèþ, çàòî ìíîãîêðàòíî ïðåâîñõîäÿ-ùèé åãî íà öåëåâûõ �óíêöèÿõ, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíû íåòî÷íûå èíòåðâàëüíûå îöåíêèè ïðîÿâëåíèå ý��åêòà çàñòàèâàíèÿ èíòåðâàëüíîé îöåíêè.�àññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùèé ñòîõàñòè÷åñêèé ìåòîä èíòåðâàëüíîé ãëîáàëüíîé îï-òèìèçàöèè èç ïðåäëîæåííûõ â [11, 12℄ � èíòåðâàëüíûé ìåòîä èìèòàöèè îòæèãà. Çà åãîîñíîâó áûë âçÿò ïîïóëÿðíûé êëàññè÷åñêèé (òî÷å÷íûé) ìåòîä (èçâåñòíûé òàê æå êàê�àëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà�), ìîäåëèðóþùèé �èçè÷åñêèå ïðîöåññû îòæèãà èëè êðèñòàëëè-çàöèè è õîðîøî çàðåêîìåíäîâàâøèé ñåáÿ äëÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ ïðîáëåì ñ áîëüøèìêîëè÷åñòâîì âîçìîæíûõ ðåøåíèé [3, 15℄. Óïðîùåííûé ïñåâäîêîä ýòîãî àëãîðèòìà ïðè-âåäåí â òàáë. 2.Àëãîðèòì îïåðèðóåò òàêèì ïîíÿòèåì, êàê òåìïåðàòóðà T . ×åì îíà âûøå, òåì áîëü-øå âåðîÿòíîñòü, ÷òî áóäåò âûáðàí áðóñ, íå äîñòàâëÿþùèé ðåêîðäíóþ íà äàííûé ìîìåíòîöåíêó îïòèìóìà, ò. å. òåì áîëüøå �ðûñêàíüå� ïî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïî ìåðå ðàáî-òû àëãîðèòìà è óòî÷íåíèÿ îöåíêè ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà òåìïåðàòóðà ïîíèæàåòñÿ èîïèñàííûå êîëåáàíèÿ ïîñòåïåííî óìåíüøàþòñÿ, â ïðåäåëå ïðåêðàùàÿñü âîâñå. Áîëååïîäðîáíî âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà è äåòàëè ýòîãî ìåòîäà îïèñàíû â [10℄.Íàìè áûëà îñóùåñòâëåíà ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ìåòîäà íà ÝÂÌ è ïðîâåäåí ðÿä âû-÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ [10, 14℄. Òåñòîâûå çàäà÷è áðàëèñü â îñíîâíîì èç ðàáîòû[13℄. Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè ïðåèìóùåñòâî íîâîãî ìåòîäà â ñêîðîñòè íàõîæäåíèÿ ãëî-áàëüíîãî îïòèìóìà íàä êëàññè÷åñêèì (äåòåðìèíèðîâàííûì) àëãîðèòìîì èíòåðâàëüíîéãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, îïèñàííûì â íà÷àëå íàøåé ñòàòüè, â ñëó÷àå, åñëè öåëåâàÿ�óíêöèÿ f èìåëà ìíîãî ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ è ñëîæíûé ðåëüå�. Åñëè æå f èìåëàíå î÷åíü ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, òî ðàçðàáîòàííûé ìåòîä çàìåòíî ïðîèãðûâàë äåòåðìè-íèñòñêîìó.Òàê, íà ðèñ. 9 ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ñðàâíåíèå ðàáîòû èíòåðâàëüíîãî àëãîðèòìà èìè-òàöèè îòæèãà ñ ðàáîòîé êëàññè÷åñêîãî àëãîðèòìà èíòåðâàëüíîãî àäàïòèâíîãî äðîáëå-íèÿ íà öåëåâîé �óíêöèè (3) �øåñòèãîðáûé âåðáëþä�.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíåíèå ìåòîäà èíòåðâàëüíîãî ñèìóëèðîâàííîãî îòæèãà ñòåìè æå íàñòðîéêàìè, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, äëÿ ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà�óíêöèè �àñòðèãèí10 (2) äàëî ÷ðåçâû÷àéíî ïëîõèå ðåçóëüòàòû (ðèñ. 10, á).Îáúÿñíåíèå äàåòñÿ íà ðèñ. 10, à, íà êîòîðîì ïðîèëëþñòðèðîâàí íåïîñðåäñòâåííîïðîöåññ äðîáëåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè âñåõ ñâîèõ ìíîãîýêñòðåìàëüíîñòè, íåóäîáíîñòèè ñëîæíîñòè äëÿ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè �óíêöèè (åå âèä âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàòïðèâîäèòñÿ íà ðèñ. 3), ìåòîä èíòåðâàëüíîãî àäàïòèâíîãî äðîáëåíèÿ óñïåøíî ðåøàåò ýòóçàäà÷ó. Âåðíåìñÿ ê ðèñ. 4, íà êîòîðîì ïîêàçàíî, êàê, íè ðàçó íå îøèáàÿñü, ìåòîä àäàï-òèâíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ äâèæåòñÿ ê öåëè. Â òî æå âðåìÿ, â ìåòîä èìèòàöèè



Îáúåäèíåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ è èíòåðâàëüíûõ ïîäõîäîâ... 59Ò à á ë è ö à 2. Ïñåâäîêîä ïðîñòåéøåãî èíòåðâàëüíîãî àëãîðèòìà èìèòàöèè îòæèãàÂõîäÁðóñ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ x ⊂ R
n,Èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå f : x→ IR öåëåâîé �óíêöèè f ,Íà÷àëüíîå T0 è êîíå÷íîå Tfin çíà÷åíèÿ �òåìïåðàòóðû�ÂûõîäÎöåíêà f∗ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè f íà XÀëãîðèòìïðèñâàèâàåì T ← T0 è y ← x;íàçíà÷àåì öåëî÷èñëåííóþ âåëè÷èíó NT� êîëè÷åñòâî èñïûòàíèé íà îäèí òåìïåðàòóðíûé óðîâåíü;âû÷èñëÿåì f(Y ) è èíèöèàëèçèðóåì ñïèñîê L çàïèñüþ { (

Y ,f(Y )
) };DO WHILE (T > Tfin)DO FOR j = 1 TO NTïî íåêîòðîìó ñëó÷àéíîìó ïðàâèëó S(y) âûáèðàåì èç ðàáî÷åãî ñïèñêà L áðóñ zDO (ñ âåðîÿòíîñòüþ PT (y, z) )ïðèíèìàåì z, ïðèñâàèâàÿ y ← z,âûáèðàåì êîìïîíåíòó l, ïî êîòîðîé áðóñ z èìååòíàèáîëüøóþ äëèíó, ò. å. widzl = max

i
widzi;ðàññåêàåì z ïî l-é êîîðäèíàòå íà áðóñû z′ è z′′òàêèå, ÷òî

z′ = (z1, . . . ,zl−1, [zl, midzl ],zl+1, . . . ,zn),

z′′ = (z1, . . . ,zl−1, [midzl, zl ],zl+1, . . . ,zn);âû÷èñëÿåì èíòåðâàëüíûå îöåíêè f(z′) è f(z′′);óäàëÿåì çàïèñü (

z,f(z)
) èç ðàáî÷åãî ñïèñêà L;ïîìåùàåì çàïèñè (

z′,f(z′)
) è (z′′,f(z′′)) â ñïèñîê Lâ ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ âòîðîãî ïîëÿ;îáîçíà÷àåì âåäóùóþ çàïèñü ñïèñêà L ÷åðåç (

y,f(y)
);END DOEND DOóìåíüøàåì çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû T ← αT ;END DO

f∗ ← f(y);îòæèãà çàëîæåíî ðûñêàíüå ïî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, êîòîðîå ñ �ïëîõèìè� íàñòðîéêàìèïðèâîäèò ê �ìåòàíèÿì� è ìíîæåñòâó áåññìûñëåííûõ äðîáëåíèé.Ìû ïðèâåëè ýòîò ïðèìåð, ÷òîáû åùå ðàç ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïîâåäåíèå àëãîðèòìà ñó-ùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò ïàðàìåòðà T (òåìïåðàòóðû) � êàê îò íà÷àëüíîãî åãîçíà÷åíèÿ, òàê è îò ñöåíàðèÿ åãî èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì. Â êëàññè÷åñêîì (òî÷å÷íîì) âà-



60 Í.Â. Ïàíîâ

�èñ. 9. Øèðèíà îöåíêè îïòèìóìà ïðè èíòåðâàëüíîì ìåòîäå èìèòàöèè îòæèãà è àäàïòèâíîìèíòåðâàëüíîì äðîáëåíèè â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè (ëîãàðè�ìè÷åñêèé ìàñøòàá ïî îñè âðå-ìåíè)

à
á â�èñ. 10. Øèðèíà èíòåðâàëüíîé îöåíêè íà âåäóùåì áðóñå â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè äëÿ àëãî-ðèòìà èìèòàöèè îòæèãà ñ �ïëîõèìè� íàñòðîéêàìè è êëàññè÷åñêèì àëãîðèòìîì èíòåðâàëüíîãîàäàïòèâíîãî äðîáëåíèÿ ïðè ïîèñêå îïòèìóìà �óíêöèè �àñòðèãèí10 (à); ïðîöåññ ïîèñêà ìèíè-ìóìà �óíêöèè �àñòðèãèí10, ìåòîäîì àäàïòèâíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ, ïëàíîìåðíîå èáåçîøèáî÷íîå äâèæåíèå ê ãëîáàëüíîìó ìèíèìóìó (á); íåóäà÷íûå íàñòðîéêè ìåòîäà îòæèãà âïðîöåññå ïîèñêà ìèíèìóìà �óíêöèè �àñòðèãèí10, ïðîâîöèðóþùèå ìíîæåñòâî ðàçðîçíåííûõäðîáëåíèé (â)



Îáúåäèíåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ è èíòåðâàëüíûõ ïîäõîäîâ... 61ðèàíòå íåäîñòàòî÷íî âûñîêàÿ íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà èëè ñëèøêîì áûñòðîå îõëàæäå-íèå (ò. å. óìåíüøåíèå T ) ïîâûøàþò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àëãîðèòì ñìîæåò íàéòè ëèøüëîêàëüíûé îïòèìóì. Â èíòåðâàëüíîì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî ëó÷øå. Åñëè ñèñòåìà�îõëàæäàåòñÿ� î÷åíü áûñòðî, òî àëãîðèòì ñòàíîâèòñÿ êëàññè÷åñêèì äåòåðìèíèñòñêèììåòîäîì àäàïòèâíîãî äðîáëåíèÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè òåìïåðàòóðà âûñîêà è ïðàê-òè÷åñêè íå ïîíèæàåòñÿ, ïîëó÷àþùèéñÿ àëãîðèòì ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñî ñëó÷àéíûìèíòåðâàëüíûì äðîáëåíèåì.Íàøè âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ öå-ëåâûõ �óíêöèé ëó÷øèå ðåçóëüòàòû äîñòèãàþòñÿ íà ðàçíûõ ìåòîäàõ. Ìû ðàçðàáîòàëèñòðàòåãèþ óïðàâëåíèÿ òåìïåðàòóðîé, äîñòàòî÷íî óñïåøíî ñïðàâëÿþùóþñÿ ñ ðàçëè÷íû-ìè öåëåâûìè �óíêöèÿìè â îòñóòñòâèå àïðèîðíîé èí�îðìàöèè îá èõ õàðàêòåðå. Ýòîòñïîñîá õîðîøî çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ íà ðàçëè÷íûõ òèïàõ çàäà÷ è ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿêàê óíèâåðñàëüíûé.Ñóòü åãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî âíà÷àëå òåìïåðàòóðà âåñüìà âûñîêà, íî áûñòðî ñíèæà-åòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà äîëÿ îòâåðãíóòûõ íåâåäóùèõ áðóñîâ íå ñòàíåò ïðèìåðíî ðàâíîé20%. Çàòåì òåìïåðàòóðà äîñòàòî÷íî ïëàâíî ïîíèæàåòñÿ, ïîêà íå áóäåò îòâåðãàòüñÿáîëåå ïîëîâèíû áðóñîâ, ïîñëå ÷åãî ñêîðîñòü îõëàæäåíèÿ îïÿòü âîçðàñòàåò. Åñëè ïî-ñëå ïîíèæåíèÿ òåìïåðàòóðû äî íóëÿ îòâåò íå áûë ïðåäîñòàâëåí çà êàêîå-òî ðàçóìíîåâðåìÿ, ìû ðåêîìåíäóåì ñíîâà óâåëè÷èòü òåìïåðàòóðó ñèñòåìû è çàíîâî ïîâòîðèòü èí-òåðâàëüíóþ èìèòàöèþ îòæèãà.3. Èíòåðâàëüíûå ãåíåòè÷åñêèå ìåòîäûÄàëåå ðàçðàáàòûâàëàñü èíòåðâàëüíàÿ âåðñèÿ ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà.Èñïîëüçîâàíèå èäåè áèîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè äëÿ ñèíòåçà àëãîðèòìîâ ñëó÷àéíîãîïîèñêà ÿâèëîñü, ïîæàëóé, ïåðâîé áèîíè÷åñêîé èäååé, êîòîðàÿ áûëà ðåàëèçîâàíà íåìåä-ëåííî è â ìíîãî÷èñëåííûõ ìîäè�èêàöèÿõ.Äëÿ öåëåé èíòåðâàëüíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè íàì ïîêàçàëñÿ íàèáîëåå óäîáíûìýâîëþöèîííûé ïîäõîä, îñòàíîâèìñÿ íà íåì ïîäðîáíåå.Ìåòîäû ýòîãî òèïà òðàäèöèîííî îòíîñÿòñÿ ê îãðîìíîìó ïëàñòó ãåíåòè÷åñêèõ àë-ãîðèòìîâ. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ãåíåòè÷åñêèì àëãîðèòìîì ñëåäóåò íàçûâàòü ëèøü ìåòîäû,îïåðèðóþùèå ïîíÿòèÿìè ãåí è ãåíåòè÷åñêèå îïåðàòîðû. Â äàííîì êîíòåêñòå ýòî îçíà-÷àåò, ÷òî ââîäèòñÿ åùå îäèí óðîâåíü àáñòðàêöèè, ïîçâîëÿþùèé çàêîäèðîâàòü çàäà÷óòàêèì îáðàçîì, ÷òîáû åå ðåøåíèå ìîãëî áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå âåêòîðà (�õðîìîñî-ìà�). Òàêæå îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ êëàññè÷åñêîãî ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ÿâ-ëÿåòñÿ àêöåíò íà èñïîëüçîâàíèå òàêèõ ãåíåòè÷åñêèåõ îïåðàòîðîâ, êàê �ñêðåùèâàíèå�(rossover) è �ìóòàöèÿ� (mutation).Âûáðàííûé æå íàìè ìåòîä íå èñïîëüçóåò ïîíÿòèÿ �ãåí� è íå ïðèìåíÿåò ãåíåòè÷å-ñêèõ îïåðàòîðîâ, è ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå àëãîðèòìîì ýâîëþöèîííîãî ïîèñêà, âñòðå÷àþùèìñÿâ ëèòåðàòóðå òàêæå ïîä íàçâàíèÿìè �ýâîëþöèîííîå ïðîãðàììèðîâàíèå� (EvolutionaryProgramming). Ïîäðîáíîå îïèñàíèå åãî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [16, 17℄. Êðàòêî, îñ-íîâíûå îñîáåííîñòè ìåòîäà ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì. Â ïðèðîäå îñîáè â ïîïóëÿöèè êîíêó-ðèðóþò äðóã ñ äðóãîì çà òàêèå ðåñóðñû, êàê ïèùà è âîäà. Êðîìå òîãî, ÷ëåíû ïîïóëÿöèè÷àñòî êîíêóðèðóþò çà ïðèâëå÷åíèå áðà÷íîãî ïàðòíåðà. Òå îñîáè, êîòîðûå íàèáîëåå ïðè-ñïîñîáëåíû ê îêðóæàþùèì óñëîâèÿì, áóäóò èìåòü áîëüøå øàíñîâ âûæèòü è ïðîèçâåñòèïîòîìñòâî. Ñëàáî ïðèñïîñîáëåííûå îñîáè íå ïðîèçâåäóò ïîòîìñòâà ëèáî èõ ïîòîìñòâî



62 Í.Â. Ïàíîâáóäåò î÷åíü íåìíîãî÷èñëåííûì. Ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû (êàê, âïðî÷åì, è âñå ãåíåòè-÷åñêèå àëãîðèòìû ñ òîé èëè èíîé ñòåïåíüþ äåòàëèçàöèè) èñïîëüçóþò ïðÿìóþ àíàëîãèþñ òàêèì ìåõàíèçìîì. Îíè ðàáîòàþò ñ ïîïóëÿöèåé �  ñîâîêóïíîñòüþ �îñîáåé�, êàæäàÿèç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò âîçìîæíîå ðåøåíèå çàäà÷è. Êàæäàÿ òàêàÿ îñîáü îöåíèâàåòñÿìåðîé åå �ïðèñïîñîáëåííîñòè� ñîãëàñíî òîìó, íàñêîëüêî �õîðîøî� ñîîòâåòñòâóþùåå åéðåøåíèå çàäà÷è. Â ïðèðîäå ýòî ýêâèâàëåíòíî îöåíêå òîãî, íàñêîëüêî ý��åêòèâåí îðãà-íèçì ïðè êîíêóðåíöèè çà ðåñóðñû. Íàèáîëåå ïðèñïîñîáëåííûå îñîáè ïîëó÷àþò âîçìîæ-íîñòü �âîñïðîèçâîäèòü� ïîòîìñòâî. Ýòè èäåè õîðîøî èçâåñòíû è óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ.Ìû ðàñïðîñòðàíèëè ýòîò ïîäõîä íà èíòåðâàëüíûé ñëó÷àé.Òàê, îñíîâíûìè îáúåêòàìè � îòäåëüíûìè îñîáÿìè � â íàøåì ñëó÷àå âûñòóïàþòáðóñû, íà êîòîðûå äðîáèòñÿ èñõîäíàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ. À äðîáëåíèå � íå ÷òî èíîå,êàê ðàçìíîæåíèå, â òåðìèíàõ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ. Ïðè÷åì �äåòåé� âñåãäà íå ìå-íåå äâóõ (èíà÷å èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà íå óëó÷øèòñÿ, òàê êàê íå ïðîèçîéäåò óìåíüøåíèÿèíòåðåñóþùåé ïîäîáëàñòè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ öåëåâîé �óíêöèè). Êðîìå òîãî, ìîæ-íî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ðàçìíîæåíèÿ íóæåí ëèøü îäèí ðîäèòåëü, êîòîðûé ïîãèáàåò âïðîöåññå (áðóñû-ïîòîìêè ïîëíîñòüþ çàìåùàþò ðîäèòåëÿ).Äëÿ òîãî ÷òîáû íàø àëãîðèòì áûë ïî-ïðåæíåìó äîêàçàòåëüíûì (ãàðàíòèðèðóþ-ùèì), ò. å. ñîõðàíÿë îòëè÷èòåëüíóþ ÷åðòó èíòåðâàëüíûõ ìåòîäîâ, ïðèøëîñü ïåðåñìîò-ðåòü ìåõàíèçìû �ãèáåëè� îñîáåé. Òàê, îíè èëè ðîæäàþòñÿ íåæèçíåñïîñîáíûìè (íå âû-äåðæèâàþò êðèòåðèåâ îòáðàêîâêè, ïðèìåíÿåìûõ ñðàçó ïîñëå äðîáëåíèÿ), èëè ïîãèáàþòâ ðåçóëüòàòå �ýïèäåìèé� � ñðàáàòûâàíèÿ óòî÷íåííîãî êðèòåðèÿ îòáðàêîâêè.Àëãîðèòì âî ìíîãîì ïîõîæ íà óæå îïèñàííûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå � îñíîâíûì ìå-õàíèçìîì â íåì ÿâëÿåòñÿ àäàïòèâíîå äðîáëåíèå èñõîäíîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íà âñåáîëåå ìåëêèå ïîäáðóñû, îçíà÷àþùåå ïîñòåïåííîå óòî÷íåíèå èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿÎñíîâà èíòåðâàëüíîãî ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìàÏðîèçâîëüíûì îáðàçîì çàäàåòñÿ íà÷àëüíàÿ ïîïóëÿöèÿ(Âûáîð íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè ïðàêòè÷åñêè íèêàê íå ñêàçûâàåòñÿ íà äàëüíåéøåéðàáîòå àëãîðèòìà. Íà÷àëüíóþ ïîïóëÿöèþ ìîæíî ñîçäàâàòü ëþáûì ñïîñîáîì.Íàïðèìåð, ïðîèçâåñòè íåñêîëüêî ñëó÷àéíûõ äðîáëåíèé èñõîäíîé îáëàñòèîïðåäåëåíèÿ. Ýòîò øàã âîîáùå ìîæíî ïðîïóñòèòü, ïðèíÿâ áðóñ èñõîäíîéîáëàñòè îïðåäåëåíèÿ çà åäèíñòâåííóþ ñóùåñòâóþùóþ îñîáü)Íà÷àëüíàÿ ïîïóëÿöèÿ ïåðåäàåòñÿ â îñíîâíîé öèêëÎñíîâíîé öèêë{1. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ �óíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè íîâîðîæäåííûõ îñîáåé(ýòîò øàã âêëþ÷àåò âû÷èñëåíèå èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ öåëåâîé �óíêöèè ïîíîâûì ïîäáðóñàì, êàê íåîáõîäèìûé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè ïîäáðóñà).2. N èç íàèáîëåå ïðèñïîñîáëåííûõ áðóñîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ Pn îñòàâëÿþòîò Ln äî Un ïîòîìêîâ.3. M èç íåïðèñïîñîáëåííûõ áðóñîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ Pm îñòàâëÿþòîò Lm äî Um ïîòîìêîâ.4. Ïîòîìêè ïðîâåðÿþòñÿ íà æèçíåñïîñîáíîñòü(ïðèìåíÿþòñÿ èíòåðâàëüíûå êðèòåðèè îòáðàêîâêè, îïèñàííûå ðàíåå).5. Åñëè êðèòåðèé îòáðàêîâêè áûë óëó÷øåí, îðãàíèçóåòñÿ �ýïèäåìèÿ�(óëó÷øåííûå êðèòåðèè ïðèìåíÿþòñÿ êî âñåì îñîáÿì).}



Îáúåäèíåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ è èíòåðâàëüíûõ ïîäõîäîâ... 63�óíêöèè è ëîêàëèçàöèþ ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïðèíöèïèàëüíîîòëè÷àåòñÿ ëèøü ñòðàòåãèåé âûáîðà ïåðñïåêòèâíîãî äëÿ óòî÷íåíèÿ îöåíêè áðóñà.Â êà÷åñòâå ìåðû ïðèñïîñîáëåííîñòè ìîæíî âûáðàòü, íàïðèìåð, íèæíþþ ãðàíèöó(äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìàòðèâàåì ñèòóàöèþ ïîèñêà ìèíèìóìà) èíòåðâàëüíîé îöåíêèöåëåâîé �óíêöèè íà áðóñå. ×åì îíà ëó÷øå (÷åì ìåíüøå íèæíÿÿ ãðàíèöà), òåì áîëüøåøàíñîâ áðóñó ðàçìíîæèòüñÿ (áûòü ðàçäðîáëåííûì) è òåì ìíîãî÷èñëåííåå áóäåò åãîïîòîìñòâî (áðóñ áóäåò ðàçäðîáëåí íà á�îëüøåå êîëè÷åñòâî ïîäáðóñîâ).Â íàøåé ðåàëèçàöèè ýòîé ìîäåëè åñòü íåñêîëüêî ïàðàìåòðîâ:� âåðîÿòíîñòè Pn è Pm;� ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïîòîìêîâ Ln è Lm;� ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïîòîìêîâ Un è Um;� âåëè÷èíà N : ñêîëüêî îáúåêòîâ, íà÷èíàÿ ñ ñàìîãî ïðèñïîñîáëåííîãî, ìîãóò îñòà-âèòü ïîòîìñòâî;� �ðàçíîâåñíûå� äåòè: áðóñû äðîáÿòñÿ íà ðàâíûå ÷àñòè èëè ðàçáèåíèå ïðîèñõîäèò âñëó÷àéíîé ïðîïîðöèè;� êîëè÷åñòâî îñîáåé íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè.Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî åñëè èçìåíèòü àëãîðèòì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîòîìêèáûëè ðàâíîïðàâíû è èõ áûëî îáÿçàòåëüíî äâîå, íî îñòàâèòü ïîòîìñòâî ìîã ëèøü �âî-æàê�, ò. å. ñàìûé ïðèñïîñîáëåííûé, òî â áîëåå ïðèâû÷íûõ òåðìèíàõ ýòî áóäåò çâó÷àòüêàê �íà êàæäîé èòåðàöèè äðîáèòñÿ áðóñ ñ íàèìåíüøåé íèæíåé îöåíêîé�. Ôàêòè÷åñêèïîëó÷àåòñÿ êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì àäàïòèâíîãî èíòåðâàëüíîãî äðîáëåíèÿ, ïðåäëîæåí-íûé åùå Ìóðîì, äîïîëíåííûé Ñêåëáîó, îáîãàùåííûé Õàíñåíîì è óæå îáñóæäàâøèéñÿâûøå.Òàêèì îáðàçîì, ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíî, ÷òî ïîâåäåíèå àëãîðèòìà, åãî óñïåøíîñòü çà-âèñÿò îò ýòèõ ïàðàìåòðîâ âåñüìà ñóùåñòâåííî. Ñîîòâåòñòâåííî, âñòàåò âîïðîñ î âûáîðåîïòèìàëüíûõ íàñòðîåê àëãîðèòìà (â ÷àñòíîñòè, ïðàâèë çàäàíèÿ âåðîÿòíîñòè è ïðàâèëèõ ìîäè�èêàöèè). Íàä ýòèì ìû ðàáîòàåì â íàñòîÿùèé ìîìåíò. Îáùåå ïðåäïîëîæåíèå,ïîäòâåðæäàþùååñÿ ðåçóëüòàòàìè íàøèõ ýêñïåðèìåíòîâ, ñëåäóþùåå: ÷åì ïðîùå �óíê-öèÿ, òåì ìåíüøå äîëæíî áûòü îñîáåé, ñïîñîáíûõ îñòàâèòü ïîòîìñòâî. ×åì ñëîæíååäëÿ îïòèìèçàöèè öåëåâàÿ �óíêöèÿ (ò. å. ÷åì èçáûòî÷íåå èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà äëÿ íåå,÷åì ñèëüíåå âûðàæåí ý��åêò çàñòàèâàíèÿ, ÷åì áîëüøå ëîæíûõ îïòèìóìîâ), òåì ý�-�åêòèâíåå ìíîæåñòâåííîå íåðàâíîïðàâíîå ïîòîìñòâî îò ìíîãèõ ðîäèòåëåé. Äëÿ áîëååý��åêòèâíîé áîðüáû ñ çàñòàèâàíèåì ìû ìîæåì ðåêîìåíäîâàòü ðàçðåøèòü åùå êàêîìó-òî êîëè÷åñòâó ïëîõî ïðèñïîñîáëåííûõ áðóñîâ ðàçìíîæàòüñÿ ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ.Â êà÷åñòâå ìåðû ïðèñïîñîáëåííîñòè â îïèñàííîì àëãîðèòìå ìû èñïîëüçîâàëè íèæ-íþþ ãðàíèöó èíòåðâàëüíîé îöåíêè �óíêöèè íà ïîäáðóñå (ò. å. îöåíêó îïòèìóìà íàïîäáðóñå ñíèçó).Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè ñòðîèòü �óíêöèþ ïðèñïîñîáëåííîñòè, ó÷èòûâàÿåùå è øèðèíó èíòåðâàëüíîé îöåíêè, è ðàçìåð áðóñà, òî íà íåêîòîðûõ öåëåâûõ �óíêöèÿõâðåìÿ ðàáîòû ìîæåò óìåíüøèòüñÿ íà òðåòü.Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè áðóñà (ïðè ïîèñêå ìèíèìóìà) ïðèîá-ðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:
F (b) =

n
∑

i

(

αi · wid(bi)

)

+ β · f (b) + γ · wid(f (b)). (5)Çäåñü f (b) � èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà öåëåâîé �óíêöèè f íà áðóñå b; f(b) � íèæíÿÿ ãðà-íèöà èíòåðâàëüíîé îöåíêè (îöåíêà ìèíèìóìà ñíèçó); wid(f(b)) � øèðèíà (òî÷íîñòü)



64 Í.Â. Ïàíîâèíòåðâàëüíîé îöåíêè; wid(bi) � ðàçìåð i-é ñòîðîíû áðóñà; αi � ñîîòâåòñòâóþùèé âåñî-âîé êîý��èöèåíò.Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ïîâåäåíèå àëãîðèòìà îïÿòü-òàêè î÷åíü ñèëüíî çàâèñèò îòâåëè÷èí óêàçàííûõ ïåðàìåòðîâ.Íàêîíåö �èíàëüíûì øàãîì ñòàëà ðàçðàáîòêà ñàìîïîäñòðàèâàþùåãîñÿ àëãîðèòìà,ò. å. àëãîðèòìà, ñïîñîáíîãî èçìåíÿòü êîý��èöèåíòû α, β, γ âî âðåìÿ ñâîåé ðàáîòû â ñî-îòâåòñòâèè ñî ñïåöè�èêîé çàäà÷è. Íà äàííûé ìîìåíò äîñòèãíóòû ñëåäóþùèå ïîêàçàòå-ëè. Ìàêñèìàëüíûé ïðîèãðûø íàøåãî àäàïòèâíîãî ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåòïîðÿäêà 13% (ïðîèãðûø àäàïòèâíîìó äðîáëåíèþ ïðè ïîèñêå îïòèìóìà êîíñòàíòíîéöåëåâîé �óíêöèè), â òî âðåìÿ êàê íà áîëåå ñëîæíûõ �óíêöèÿõ ñ ìíîæåñòâîì ëîêàëü-íûõ îïòèìóìîâ íîâûé èíòåðâàëüíûé ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì â îñíîâíîì ñóùåñòâåííîáûñòðåå ïðî÷èõ, îïèñàííûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå.Çàêëþ÷åíèåÎáúåäèíåíèå èíòåðâàëüíûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ (ðàíäîìèçèðîâàííûõ) ïîäõîäîâ ïîçâîëè-ëî ñîçäàòü ïðèíöèïèàëüíî íîâûå, ý��åêòèâíûå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ãëîáàëü-íîé îïòèìèçàöèè � îäíîé èç âîñòðåáîâàííûõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîéè ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè. �åçóëüòàòû íàøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äåìîí-ñòðèðóþò ïåðñïåêòèâíîñòü äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ � ä-ðó�èç.-ìàò. íàóê Ñåðãåþ Ïåòðîâè÷ó Øàðîìó çà ïîñòîÿííóþ ïîìîùü è ïîëåçíûå îáñóæ-äåíèÿ è áëàãîäàðèò ðåöåíçåíòà çà âíèìàòåëüíóþ ðåöåíçèþ, ïîçâîëèâøóþ óñòðàíèòüäîïóùåííûå íåòî÷íîñòè â èçëîæåíèè ìàòåðèàëà.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Âàñèëüåâ Î.Â., Àðãó÷èíöåâ À.Â.Ìåòîäû îïòèìèçàöèè â çàäà÷àõ è óïðàæíåíèÿõ. Ì.:Ôèçìàòëèò, 1999.[2℄ Åâòóøåíêî Þ.�. ×èñëåííûé ìåòîä ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà �óíêöèé (ïåðåáîðíà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå) // Æóðí. âû÷èñë. ìàòåìàòèêè è ìàò. �èçèêè. 1971. Ò. 11, � 6.C. 1390�1403.[3℄ Æèãëÿâñêèé À.À., Æèëèíñêàñ À.�. Ìåòîäû ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Ì.:Íàóêà, 1991.[4℄ Æèëèíñêàñ À.À., Øàëòÿíèñ Â.�. Ïîèñê îïòèìóìà: êîìïüþòåð ðàñøèðÿåò âîçìîæ-íîñòè. Ì.: Íàóêà, 1989.[5℄ Törn A., Ali M., Viitanen S. Stohasti global optimization: Problem lasses and solutiontehniques // J. of Global Optimization. 1999. Vol. 14, N 4. P. 437�447.[6℄ Hansen E., Walster G. Global optimization using interval analysis. N. Y.: Marel Dekker,2004.[7℄ Moore R. Methods and Appliations of Interval Analysis. Philadelrhia: SIAM, 1979.[8℄ Ding-Zhu Du, Pardalos P., Weili Wu.Mathematial Theory of Optimization. Dordreht:Kluwer, 2001.[9℄ Kearfott R. Rigorous Global Searh: Continuous Problems. Dordreht: Kluwer, 1996.



Îáúåäèíåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ è èíòåðâàëüíûõ ïîäõîäîâ... 65[10℄ Ïàíîâ Í.Â., Øàðûé Ñ.Ï.Ñòîõàñòè÷åñêèå ïîäõîäû â èíòåðâàëüíûõ ìåòîäàõ ãëîáàëüíîéîïòèìèçàöèè // Âñåðîññèéñêîå (ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì) ñîâåùàíèå ïî èíòåðâàëüíî-ìó àíàëèçó è åãî ïðèëîæåíèÿì (ÈÍÒÅ�ÂÀË-06), 1�4 èþëÿ 2006 ãîäà, Ïåòåðãî�, �îññèÿ.�àñøèðåííûå òåçèñû äîêëàäîâ. ÑÏá.: ÂÂÌ, 2006. Ñ. 101�105.[11℄ Øàðûé C.Ï. Ñòîõàñòè÷åñêèå ïîäõîäû â èíòåðâàëüíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè // Òðó-äû XIII Áàéêàëüñêîé ìåæäóíàðîäíîé øêîëû-ñåìèíàðà �Ìåòîäû îïòèìèçàöèè è èõ ïðè-ëîæåíèÿ�, Èðêóòñê�Ñåâåðîáàéêàëüñê, 2�8 èþëÿ 2005. Èðêóòñê, ÈÑÝÌ ÑÎ �ÀÍ, 2005.Ò. 4. C. 85�105.[12℄ Øàðûé C.Ï. �àíäîìèçèðîâàííûå àëãîðèòìû â èíòåðâàëüíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçà-öèè // Ñèá. æóðí. âû÷èñë. ìàò. 2008. Ò. 11, � 4. Ñ. 457�474.[13℄ Janson C., Knuppel O. A global minimization method: The multi-dimensional ase //Tehnial Report 92.1. Forshungsshwerpunkt Informations- und Kommunikationstehnik. TUHamburg-Harburg, 1992.[14℄ Ïàíîâ Í.Â., Êîëäàêîâ Â.Â. Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ ãðà�è÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿïðîöåññà è ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû èíòåðâàëüíûõ àëãîðèòìîâ // Òðóäû 5-é ìåæäóíàðîäíîéêîí�åðåíöèè ïàìÿòè àêàäåìèêà À.Ï. Åðøîâà �Ïåðñïåêòèâû ñèñòåì èí�îðìàòèêè�. Íî-âîñèáèðñê, 2003. Ò. 1. Ìåæäóíàðîäíîå ñîâåùàíèå ïî èíòåðâàëüíîé ìàòåìàòèêå è ìåòîäàìðàñïðîñòðàíåíèÿ îãðàíè÷åíèé. Ñ. 38�46.[15℄ Metropolis N., Rosenbluth M. et al. Equations of state alulations by fast omputingmahines // J. Chem. Phys. 1953. Vol. 21. �. 1087.[16℄ Koza J. Geneti Programming: on the Programming of Computers by Means of NaturalSeletion. MIT Press, 1992.[17℄ �ëàäêîâ Ë.À., Êóðåé÷èê Â.Â., Êóðåé÷èê Â.Ì. �åíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû. Ì.: Ôèç-ìàòëèò, 2006. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 25 äåêàáðÿ 2008 ã.,â ïåðåðàáîòàííîì âèäå � 15 ìàÿ 2009 ã.


