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A parallel direct method for solution of a separable boundary value problem is
considered. The method is on the Fourier transformation (applied twice) along with the
method of reduction. Efficiency of parallelization of the proposed method is analyzed
for of the case of 3D problems. The programming implementation for distributed and
shared memory systems along with series of numerical measurements are performed.ÂâåäåíèåÀëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) âûñîêîãî ïî-ðÿäêà ñ ðàçðåæåííûìè ìàòðèöàìè ñïåöèàëüíîé áëî÷íîé ñòðóêòóðû, âîçíèêàþùèõ ïðèàïïðîêñèìàöèè ìíîãîìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, èçó÷à-ëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè (ñì., íàïðèìåð, [1�3℄ è ïðèâåäåííóþ òàì áèáëèîãðà�èþ). Òàêèåìåòîäû, îáëàäàþùèå ðåêîðäíûì áûñòðîäåéñòâèåì, èìåþò ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèåäëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé, à òàêæå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ý��åê-òèâíûõ ïðåäîáóñëîâëåííûõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ, ïðèìåíèìûõ ê ðåøåíèþ áîëååñëîæíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Ê ÷èñëó íàèáîëåå ýêîíîìè÷íûõ àëãîðèò-ìîâ îòíîñÿòñÿ ìåòîäû áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ), öèêëè÷åñêîé ðåäóêöèè,à òàêæå èòåðàöèîííûå íåÿâíûå ìåòîäû ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé ñ îïòèìàëüíîé ïîñëå-äîâàòåëüíîñòüþ ïàðàìåòðîâ, èñïîëüçóþùèå îñîáåííîñòè ñïåêòðàëüíûõ è ñòðóêòóðíûõñâîéñòâ ìàòðèö. Â ðàáîòå [4℄ ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå êîìáèíèðîâàííûõ ïðÿìûõ è èòå-ðàöèîííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ äèñêðåòèçèðîâàííûõ òðåõìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñïîëóðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ý��åêòèâíîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïðÿìîãîàëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ ñìåøàííûõ êðàåâûõ çàäà÷. Â êà÷åñòâå õàðàêòåð-íîãî ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â êóáå:
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= f(x, y, z), (x, y, z) ∈ Ω = [0, 1] × [0, 1] × [0, 1], u|Γ = g. (1)Ïîñëå àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è (1) íà êóáè÷åñêîé ñåòêå ñ øàãîì h = 1/(N + 1) ïîëó-÷àåìàÿ ÑËÀÓ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â �îðìå

(Au)i,j,k ≡ [(Ax + Ay + Az)u]i,j,k =

= 6ui,j,k − ui−1,j,k − ui,j−1,k − ui+1,j,k − ui,j+1,k − ui,j,k−1 − ui,j,k+1 = fi,j,k, (2)© Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, 2008.61



62 Ä.Â. Êíûøãäå êàæäàÿ èç ìàòðèö Ax, Ay, Az ïðåäñòàâëÿåò �îäíîìåðíûé� îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâó-þùèé äèñêðåòèçàöèè âäîëü îäíîé èç îñåé, à ïðàâàÿ ÷àñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìñîîòíîøåíèåì:
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(3)Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñàí ïðèìåíÿåìûé àëãîðèòì, ðàññìîòðåíû âîïðîñû åãî îòîá-ðàæåíèÿ íà àðõèòåêòóðó ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì (ÌÂÑ) ñ îáùåé èðàçäåëåííîé ïàìÿòüþ, ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, äåìîíñòðèðó-þùèå ý��åêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ èçó÷àåìîãî ìåòîäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìMPI è OpenMP [5℄, äàåòñÿ àíàëèç ðåçóëüòàòîâ è îáñóæäàþòñÿ âîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿäàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.1. Îïèñàíèå ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâÇàïèñûâàÿ ñèñòåìó (2) â âåêòîðíîì âèäå

Aū = f̄ ≡ {fi,j,k}, ū = {ui,j,k}, A = Ax + Ay + Az, (4)îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå A, ū, f̄ � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà è âåêòîðû ïîðÿäêà N3,ïðè÷åì A èìååò îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
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. (6)Ïðè ñòîëáöîâîé óïîðÿäî÷åííîñòè óçëîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíòîâ âåêòîðîâ

ū = {ul}, f̄ = {fl}, l = k+(i−1)N+(j−1)N2, k, i, j = 1, ..., N , ìàòðèöà Az èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä Az = diag{Āz}, ãäå êàæäûé áëîê Āz ïîðÿäêà N èìååò ñîáñòâåííûåâåêòîðû ϕz,r = {ϕz,r

k } è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λz
r èç (6). Ó ìàòðèöû Az �òå æå ñîáñòâåííûå ÷èñëà, íî êàæäîå èç íèõ èìååò êðàòíîñòü N2, à åå ñîáñòâåííûå âåê-òîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîâîêóïíîñòè N íåïîâòîðÿþùèõñÿ ÷èñåë λz
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Ïàðàëëåëüíûé ïðÿìîé ìåòîä ðåøåíèÿ ðàçäåëÿþùèõñÿ êðàåâûõ çàäà÷ 63ãäå f r
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k . (8)Ôîðìóëû (7) è (8) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåàëèçàöèþ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ðàçëîæåíèéÔóðüå ñîîòâåòñòâåííî. Âû÷èñëåíèå âñåõ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå f r
i,j ñ ïîìîùüþ ïðèâå-äåííûõ âûðàæåíèé òðåáóåò âûïîëíåíèÿ 2N4 àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Îäíàêî åñëèçäåñü ïðèìåíèòü ÁÏÔ [1℄, òî îáúåì âû÷èñëåíèé ñîêðàùàåòñÿ äî 2N3log2N .Ñõåìà ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé òðåõìåðíîé çàäà÷è ïîäðàçó-ìåâàåò èñïîëüçîâàíèå äâóêðàòíîãî (ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì) ÁÏÔ è àëãîðèòìà ðåäóêöèèäëÿ ïîëó÷àåìûõ âñïîìîãàòåëüíûõ òðåõäèàãîíàëüíûõ ÑËÀÓ.Ñ ýòîé öåëüþ �äâóìåðíûe� âåêòîðû vr ={vr
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(9)Â ðåçóëüòàòå äëÿ âåêòîðîâ uq,r = {uq,r
i } ∈ Rn ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

(Ax + λy
qI + λz

rI)vq,r = f q,r ≡ {f q,r
i }, q, r = 1, ..., N. (10)�åøåíèå êàæäîé èç ýòèõ ÑËÀÓ N-ãî ïîðÿäêà ïðîâîäèì ñ ïîìîùüþ õîðîøî ðàñïàðàëëå-ëèâàåìîãî ìåòîäà ðåäóêöèè, êîòîðûé êðàòêî ïðåäñòàâèì â ñëåäóþùåé èíòåðïðåòàöèè.Ìíîæåñòâî óçëîâ îäíîìåðíîé ñåòêè Ω = {l = 1, ..., N} ðàçîáüåì íà 2P +1 ïîäîáëàñòè

Ωp, èç êîòîðûõ íå÷åòíûå íàçûâàþòñÿ ðàçäåëèòåëÿìè è ñîñòîÿò èç îäíîãî óçëà, à ÷åòíûåîáëàñòè ñîäåðæàò ïî M óçëîâ, ïðè÷åì 1 + (M + 1)P = N (ñì. ðèñóíîê).Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå
(Au)p = −Apup−1 + Bpup − Cpup+1 = fp, p = 1, 2, ..., P, A1 = CP = 0, (11)ãäå up ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè åñòü ñêàëÿðû, à ñ ÷åòíûìè � âåêòîðû M-ãî ïîðÿäêà.Èñêëþ÷àÿ èç (11) ïîäâåêòîðû up±1 ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

up+1 = B−1

p+1(fp+1 − Ap+1up − Cp+1up+2) = wp+1 − v̂p+1up − v̆p+1up+2,

Bp+1v̂p+1 = [1, ..., 0]T a, Bp+1v̆p+1 = [0, ..., 1]T c,
(12)äëÿ ÷åòíûõ p ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùåå óçëû-ðàçäåëèòåëè:

apup−2 + bpup + cpup+2 = fp,

ap = ApB
−1

p−1Ap−1, bp = Bp − ApB
−1

p−1Cp−1 − CpB
−1

p+1Ap+1, cp = CpB
−1

p+1Cp+1.
(13)

Ñõåìà äåêîìïîçèöèè îáëàñòè â ìåòîäå ðåäóêöèè



64 Ä.Â. ÊíûøÂû÷èñëåíèÿ âñåõ âåëè÷èí â (12), (13) äëÿ ðàçíûõ ïîäîáëàñòåé ìîãóò âûïîëíÿòüñÿñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîöåññîðàìè îäíîâðåìåííî, à ðåøåíèå ñèñòåìû èç P óðàâíåíèéâèäà (11) äëÿ ðàçäåëèòåëåé � íà êàêîì-òî îäíîì èëè íà êàæäîì ïðîöåññîðå.2. �àñïàðàëëåëèâàíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà�àññìîòðèì ñíà÷àëà ïàðàëëåëüíóþ âåðñèþ àëãîðèòìà íà ÌÂÑ ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿ-òüþ (ÌÂÑ-�Ï), ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé êëàñòåð èç ñîåäèíåííûõ îáùåé êîììóíèêàöè-îííîé øèíîé âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ. �åçþìèðóÿ âûøåïðèâåäåííûå îïèñàíèÿ, ðåøåíèåâñåé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ìîæåì ðàçáèòü íà ïÿòü ýòàïîâ:à) âûïîëíåíèå ïðÿìîãî áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî îñè z;á) âûïîëíåíèå ïðÿìîãî ÁÏÔ ïî îñè y;â) ðåøåíèå N2 òðåõäèàãîíàëüíûõ ÑËÀÓ ìåòîäîì ðåäóêöèè ïî îñè x;ã) âûïîëíåíèå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî îñè y;ä) ðåàëèçàöèÿ îáðàòíîãî ÁÏÔ ïî îñè z, ðåçóëüòàòîì ÷åãî ÿâëÿåòñÿ èñêîìîå ðåøåíèå.Ïðîâåäåì îäíîìåðíóþ äåêîìïîçèöèþ îáëàñòè íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäîáëàñòè Ω =

=
P⋃

t=1

Ωt ñ ïîìîùüþ ãîðèçîíòàëüíûõ ïëîñêîñòåé x = X0, .., XP , Ωt = {Xt−1 < x <

Xt′}, t = 1, ..., P , îáðàçóþùèõ ðàâíîìåðíóþ ìàêðîñåòü â òîì ñìûñëå, ÷òî â êàæäîéïîäîáëàñòè íàõîäèòñÿ îäèíàêîâîå ÷èñëî óçëîâ N3/P .Ïîäâåðãíåì ñîîòâåòñòâóþùåìó ðàçáèåíèþ ìàññèâ ïðàâûõ ÷àñòåé f , à ïîëó÷åííûåïîäìàññèâû îòïðàâèì íà îáðàáîòêó ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðîöåññîðó p.Ïîñëå âûïîëíåíèÿ äâóêðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî íàïðàâëåíèÿì z è y ïåðå-õîäèì ê ðåøåíèþ ðåäóöèðîâàííûõ ïîäñèñòåì, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ ñ�îðìèðîâàíû âõîäå âûïîëíåíèÿ ýòàïîâ �a� è �á� àëãîðèòìà è ðàñïîëàãàþòñÿ â îòäåëüíûõ ïðîöåññîðàõ.Ïðîàíàëèçèðóåì ÷èñëî êîììóíèêàöèîííûõ îáìåíîâ, òðåáóåìîå â õîäå âûïîëíåíèÿýòàïà �ðåäóêöèÿ�. Íåîáõîäèìîñòü ïåðåäà÷è äàííûõ ñîñåäíåìó ïðîöåññîðó íàñòóïàåò ïî-ñëå âû÷èñëåíèÿ w, v̂ è v̆ äëÿ ïîäñ÷åòà êîý��èöèåíòîâ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé, ñâÿ-çûâàþùèõ óçëû-ðàçäåëèòåëè, ãäå çàäåéñòâóþòñÿ îêîëîãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ w, ðàñïîëî-æåííûå â ðàçíûõ ïîäîáëàñòÿõ. Ýòîò îáìåí òðåáóåò (P − 1) ïàðíûõ îïåðàöèé ïîñûëêè-ïîëó÷åíèÿ ìàññèâà ðàçìåðíîñòè N2. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó èçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèé òàêîéîáìåí ðàáîòàåò ý��åêòèâíåå, íåæåëè N2(P −1)-ÿ îïåðàöèÿ ïîñûëêè-ïîëó÷åíèÿ îäíîãî÷èñëà. Ñëåäóþùèì øàãîì âû÷èñëÿþòñÿ ik∀x, ∀y è äàííûå ik, íàõîäÿùèåñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ îáðàáàòûâàþùèì ïîäîáëàñòü ïðîöåññîðîì p. È íàñòóïàåòî÷åðåäü êîììóíèêàöèé ìåæäó ïðîöåññîðàìè ñ öåëüþ ñáîðêè âñåõ ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòå-ìû, ñâÿçûâàþùåé óçëû-ðàçäåëèòåëè, â íåêîòîðîì åäèíîì ïðîöåññîðå, âíóòðè êîòîðîãîîíà ðåøàåòñÿ. Ýòî äåéñòâèå òðåáóåò (P−1) îïåðàöèé ïîñûëêè-ïîëó÷åíèÿ N2 ÷èñåë. Ïðèîáðàòíîé ðàññûëêå âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé â óçëàõ-ðàçäåëèòåëÿõ íà ñâîé ïðîöåññîð ïî-òðåáóåòñÿ âäâîå áîëüøå îïåðàöèé, à èìåííî 2(P −1) îáìåíîâ, òàê êàê äëÿ ñáîðêè ïîëíî-ãî ðåøåíèÿ òðåõäèàãîíàëüíûõ ÑËÀÓ íåîáõîäèìû îáà çíà÷åíèÿ â óçëàõ-ðàçäåëèòåëÿõ,îêàéìëÿþùèõ ïîäîáëàñòü. Òàêèì îáðàçîì, âñåãî êîììóíèêàöèîííûå ïîòåðè â õîäå ðà-áîòû àëãîðèòìà ñîñòàâëÿþò
Tc = 4(P − 1)(τ0 + τcN

2), (14)ãäå τc � âðåìÿ ïåðåñûëêè îäíîãî ÷èñëà, à τ0 � âðåìÿ çàäåðæêè îäíîé îïåðàöèè îáìåíà.



Ïàðàëëåëüíûé ïðÿìîé ìåòîä ðåøåíèÿ ðàçäåëÿþùèõñÿ êðàåâûõ çàäà÷ 65Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ âñåõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íà P ïðîöåññîðàõ ìîæíî îöåíèòüâåëè÷èíîé
Ta = τa

(
8N4log2N

P
+

12N3

P

)
.ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå â ñêîáêàõ îòíîñèòñÿ êî âñåì ÁÏÔ, âòîðîå � ê ìåòîäó ðåäóêöèèðåøåíèÿ n2 òðåõäèàãîíàëüíîé ÑËÀÓ, à τa åñòü ñðåäíåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îäíîé àðè�-ìåòè÷åñêîé îïåðàöèè.�åàëèçàöèÿ àëãîðèòìà íà àðõèòåêòóðàõ ñ îáùåé ïàìÿòüþ (ÌÂÑ-ÎÏ) îòëè÷àåòñÿîò îïèñàííîãî ñïîñîáà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ íà ÌÂÑ-�Ï â ïåðâóþ î÷åðåäü îðèãèíàëü-íûì ïðèìåíåíèåì êîìïîçèöèè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òðåõäèàãîíàëüíûõ ÑËÀÓ, ãäå ðåøå-íèå êàæäîé ðåäóöèðîâàííîé ïîäñèñòåìû ýòàïà 3 àëãîðèòìà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþàëãîðèòìà âñòðå÷íûõ ïðîãîíîê (ñì., íàïðèìåð [2℄), â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò èäåÿ èñ-ïîëüçîâàíèÿ äëÿ ïîäîáëàñòåé ðàçíûõ âàðèàíòîâ ìåòîäîâ ïðîãîíêè, îñóùåñòâëÿþùèõâû÷èñëåíèÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ è âñòðå÷àþùèõñÿ ëèøü îäíàæäû ïîñðå-äèíå îòðåçêà ïîñëå ïðÿìîãî õîäà. Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâå ÷àñòè,îáðàáîòêà êîòîðûõ ìîæåò ïðîâîäèòüñÿ ïàðàëëåëüíî îòäåëüíûìè ïðîöåññîðàìè. Âîîá-ùå ãîâîðÿ, èñïîëüçîâàíèå îáùåé ïàìÿòè çäåñü íå ïðèíöèïèàëüíî, îáîçíà÷åííîå ðàç-äåëåíèå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî è íà ÌÂÑ-�Ï, íî ïðèâëåêàòåëüíî çà ñ÷åò îòñóòñòâèÿêîììóíèêàöèîííûõ ïîòåðü è ïåðñïåêòèâû ïðèìåíåíèÿ â äàëüíåéøåì ýòîãî ïîäõîäà äëÿðåàëèçàöèè íà ãèáðèäíûõ àðõèòåêòóðàõ, ãäå êàæäàÿ ðåäóöèðîâàííàÿ ïîäñèñòåìà ðàñ-ïîëàãàåòñÿ è îáðàáàòûâàåòñÿ íà êàêîì-íèáóäü óçëå ñâîèì MPI-ïðîöåññîì, à âíóòðè óçëà÷àñòè âñòðå÷íîé ïðîãîíêè îáðàáàòûâàþòñÿ êàæäàÿ ñâîèì ïîòîêîì.3. Ïðèìåðû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâÏðîèëëþñòðèðóåì ý��åêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ îïèñàííîãî ïðÿìîãî ìåòîäà íàÌÂÑ-�Ï è ÌÂÑ-ÎÏ â ïðèìåíåíèè ê ðåøåíèþ ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì ñåìèòî÷å÷íûõóðàâíåíèé, àïïðîêñèìèðóþùèõ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â åäèíè÷íîìêóáå íà ðàçëè÷íûõ êóáè÷åñêèõ ñåòêàõ. Ôóíêöèè f è g â (1) âûáèðàëèñü èç óñëîâèÿ,÷òî òî÷íîå ðåøåíèå u(x, y, z) ðàâíî åäèíèöå. �åàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ îñóùåñòâëÿëàñüÒ à á ë è ö à 1. Âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè ïðÿìîãî ìåòîäà â MPI (äâóêðàòíîå ÁÏÔ + ìåòîäðåäóêöèè)

N \ p 1 2 4 8 16129 0.17 8.19 · 10−2 3.9 · 10−2 1.8 · 10−2 1.8 · 10−20.53 0.35 0.28 0.18 9.76 · 10−20.16 8.19 · 10−2 4.29 · 10−2 1.8 · 10−2 1.8 · 10−2ttotal 0.86 0.52 0.36 0.22 0.16257 1.56 0.77 0.38 0.15 0.125.50 2.83 1.40 0.67 0.371.5 0.75 0.36 0.18 8.58 · 10−2ttotal 8.58 4.38 2.17 1.06 0.58513 - 11.65 5.55 2.86 1.46- 28.09 12.94 6.14 2.91- 11.44 5.51 2.87 1.44ttotal - 51.20 24.03 11.88 5.83



66 Ä.Â. ÊíûøÒ à á ë è ö à 2. Âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè ïðÿìîãî ìåòîäà â OpenMP (äâóêðàòíîå ÁÏÔ +ìåòîä ðåäóêöèè * ìåòîä âñòðå÷íîé ïðîãîíêè)
N \ th 0 1 2129 0.17 0.17 0.10.35 0.39 0.380.17 0.17 0.1ttotal 0.68 0.72 0.59257 1.56 1.56 0.833.32 3.35 2.981.51 1.50 0.80ttotal 6.41 6.45 4.64513 22.89 22.84 11.8433.21 31.10 25.2822.49 22.47 11.64ttotal 78.61 76.43 48.78íà Ôîðòðàíå, à âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ñî ñòàíäàðòíîé äâîéíîé òî÷íîñòüþ. Ýêñ-ïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü äëÿ òðåõ ðàçíûõ ñåòîê ñî çíà÷åíèÿìè N = 129, 257, 513. Âòàáë. 1 è 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé âðåìåíè (â ñåêóíäàõ) èñïîëíåíèÿ ïàðàë-ëåëüíûõ âåðñèé àëãîðèòìà â ñèñòåìå MPI äëÿ 1, 2, 4, 8 è 16 ïðîöåññîðîâ (íà êëàñòåðåñ äâóõ ïðîöåññîðíûìè óçëàìè Itanium 2) è OpenMP äëÿ äâóõ ïîòîêîâ (íà ÷åòûðåõ-ïðîöåññîðíîì Itanium 2) ðàäè àíàëèçà ý��åêòèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïàðàëëåëüíîéâåðñèè ìåòîäà âñòðå÷íûõ ïðîãîíîê â ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðñèè ðàññìàòðèâàåìîãî ìå-òîäà. Êàæäàÿ êëåòêà îáåèõ òàáëèö ñîäåðæèò òðè çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âðåìåíèèñïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòàïà àëãîðèòìà, ñâåðõó âíèç � îáùåå âðåìÿ ÏÏÔ(z) èÏÏÔ(y), ðåäóêöèÿ, îáùåå âðåìÿ ÎÏÔ(y) è ÎÏÔ(z) è ïîëíîå âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷èttotal.Çàêëþ÷åíèåÈñïîëüçîâàíèå ïðåäëîæåííîãî ïàðàëëåëüíîãî ïðÿìîãî ìåòîäà ïîêàçûâàåò âûñîêóþ ý�-�åêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ íà ÌÂÑ-�Ï â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ òåõíîëîãèè ðàñïà-ðàëëåëèâàíèÿ MPI, à ïîëó÷àåìîå óñêîðåíèå ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ñëó÷àÿõ ëèíåéíî. Ìå-òîä âñòðå÷íûõ ïðîãîíîê ïåðñïåêòèâåí äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ðåøåíèè ðåäóöèðîâàííûõïîäñèñòåì. �îñò ïðîèçâîäèòåëüíîñòè èìååò ìåñòî ïðè åãî ïðèìåíåíèè äëÿ ðåøåíèÿ çà-äà÷ íà ÌÂÑ-ÎÏ, ÷òî äàåò îñíîâàíèÿ ïðåäïîëîæèòü ïîëåçíîñòü åãî ïðèìåíåíèÿ â ñëó÷àåãèáðèäíûõ ñèñòåì (÷òî áóäåò ïðîàíàëèçèðîâàíî â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ àâòîðà).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ñàìàðñêèé À.À., Íèêîëàåâ Å.Ñ. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé. Ì.: Íàóêà,1978.[2℄ Èëüèí Â.Ï. Ìåòîäû êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è êîíå÷íûõ îáúåìîâ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâ-íåíèé. Íîâîñèáèðñê: ÈÂÌ ÑÎ �ÀÍ, 2000.
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