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����?�D5�������"#��������0������3���G���'����� ÿ
� *�"#�&	G�8��
�
����L	����������a"#�������8�<�����������'>?��
����&��5����O���6��*������M*������&�������'��
����,�&	����.����� ÿ +_2�
���-����
ξ(s) : Sn → Ξn �.*�	'��*�QRWG�����M*a����[G��
�����" þ � �8� 0��4vG������3�7���

∆B[ξ] = 0,

ξ|∂Sn = ϕ(s).

\tþ�b

À_������	��'* þ � �8� 0��E\tþ�bU�3���������.��
��D5����?�7Q=�����<
���	��!��� >?����
�
����E"#���������3� gs

ij
H�g¿�'���E����� þ 
�� 0�� ÿ


����!��5������'�������,Ã��6�7C ������"#� ∆B[ξ] ��
�	���������
.��
��,����
������.���6�7C�
��D	��!�������Y�3����������
��'��
����E����������"#�
	 Sxn �'���������.��5��'��2�0���
�
��'*<�^5���"#��WGC�Q�5������������ þ ��	���
��.*&\ «�b6�'A�������\ ξ b Ö P����_+_2�
���-��.*����������'��
��'*
�&����[G��
���Q þ � �8� 0��S\tþ�b6��
�� þ ��	������.�E���E	��!�������<5�������"#������� þ ��-�����H

e���������"(�a2�����	�
���
����S	S\tþ�b=*�	'��*������M*SP6���7��5.����0������3���$�;��"#�����&����	�����A���
.��
.2�Q +,����"�2����6�7� ÿ
����	��'���6�7C�
��������,����[G��
����,2`����	'�7����	�����*����E5�����
�-���5.2L"(���3����"�2�"(�.H�e�������	���������	���
�
��N2 þ �7�:�����������
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5��'��2�0���
�
��!�a����[G��
�����" þ � �8� 0��TvG������3�7�;\tþ�b6�#��2`�723�9
��)������.��C��M*¿	�
.23����� Sxn 	%����"h�6��2�0������
�3��A��8�&	��!0����6�7�.���6�7C�
��'*S���'��������C Ξn 	��!5.2������.HJÃ��'�7���<����A�����5���� n = 2 ��5�����	��O���7��	��Z����������"(�c � �����#� þ �3�������������(	90�������
����������Á�6�7�O�72����)��0.���;5������������ þ ��	���
���� ξ(s) �#5��'��2�0���
�
����&����[G��
�����"þ � �8� 0��9\tþ�b(�Y5������ þ 	��'�7C�
����4"#���������3������*�	'��*������M*Z
���	��!��� >?����
�
��!"!�����6�7�Z���'��������C Ξ2 	��!5.2������
�Z�����������'>?��
����YA�����
���- S2 � Ξ2 � þ � �8��
�
����Y2��6�7��	�����"SvG������3�7����	 þ ����"#
�� ÿ ����
�� þ 
�� 0�
�����H�ÿ¿P�����
��	���������	��)F����
���	�
��'*F5�����0���
��/����A����(0.���;	 þ � �8� 0��S\tþ�bG��� þ ����
��'*F����������"(�92�����	�
���
����rÃ��6�7C � ÿ
����"#�&��+,����"�2 �7������	���
��X����*&5������������ þ ��	���
��.* ξ(s) ���������'��
���A��E�&5�����"#��>E23����0�
���"�2L�����������'>?� ÿ

���Q

s(ξ) H)vD��*<
��)�� >?����
��.*<5������������ þ ��	���
��.*<�����3��"#��A��
s(ξ) 0����6�7��
�
��D����[?��QR���M*N�������'WG��
�
��!�

2�����	�
���
��.*����3���������!�X	��!5����`��
��:
��.>?��H
wY����	�
���
��.*�	%\tþ�b!P���	���	��)�7��
.��
��V����������"#�G2�����	�
���
����������7����� Ö � ��A�����
.><�G����*a+_2�
���-���� ÿ


��)���
I[ξ] =

1

2

∫

Sn

(√
gsgij

s

∂ξk

∂si

∂ξk

∂sj

)

ds, i, j, k = 1, . . . , n, \���b


�� þ �!	�����"#��A��E+_2�
���-�����
��)�7��"¿P�
�����A����������������'>?��
��.* ξ(s) : Sn → Ξn ���7�a��������WG��
�
��!"�+_2�
�� ÿ
-�����
��)�7��"FAB��� ���3����������� þ 
�������
����a����������H

ÿ��!���'>?��
����T+_2�
���-�����
��)���V\���bL5���������� þ �!	������p������
d� þ 	�� þ "#� >N
���:5.23����� ��5����O���6�7��
��.*
2�5�����	'��*�QRWG���&"#�����������Z����*L5�������������
��.*a��� þ 
�������
���&������������2`����	'�7����	�����*�QRWG��&�����3��"�2 ÿ �7�����
����������	���
���QXH#vD��*¿P�����A��T
.23>N
��S��+,����"�2 �7������	��'��CT�3��
.������	���������
.��
��!�p"#��������0���������� ����
 þ ���
gjk
s

2�5�����	'��*�QRWG���&"#�����������&	 Sxn �'������"�������� þ ��"!�.0.�������p5������!
.����A����)�7C�
����,	��!���'>?��
����_	&\���b
��5������!	��)�7�<"#���.2Z�������7��
���
��.*&��� þ 
�������
����&���������&���?>?�6������"#���L���������a�Y��������2���"#�!"¿��	���������	���"
	Y����0��3�

s ∈ Sn H��#�6�7�?�'���3���E"#��������0����������E����
 þ ���E
����3����
������,5����<"#��
���"#� þ ��-����E+_2�
���-�����
��)���
\���b�"#� >N
��<� >N�3�8�'��C<5��'��2�0���
��.*a��� þ 
�������
����a���������a�,P�����"¿��	���������	���"!H
� ��"#��
�� √

gs

�� w(s) 	a\tþ�b�5�����	������.�N�&���'�7���,����WG���&��������	���� þ � �8� 0��

∂

∂sj

(

w(s)gjk
s

∂ξ

∂sk

)

= 0, j, k = 1, . . . , n,

ξ|∂Sn = ϕ(s), i = 1, . . . , n,

\���b

A���� w(s) > 0 Ö 	�������	��'*F+_2�
���-��.*��#2������7��	���QRW?�'*¿���7�F2�"#��
�C�[?��QRW?�'*¿	'�7�.*�
����a"#�����������¿	

.23>N
��� þ ��
��) Sxn. wY����	�
���
��.*&	a\���b���2`����"�
�� þ �!	��'��C<2�����	�
���
��.*�"#�Z����+,+_2 þ ����H

vD��*%
��)�� >?����
��.*/�����3��"#��A��Z5������������ þ ��	���
��.*
s(ξ) 
������`�������"#�L�������'���.��CZ2�����	�
���
��.*%	9\tþ�b

�;\���b6H�ÿr��� þ 2 �7C �'�'��� þ � �8� 0��DvG������3�7�N\���b�5������������ þ 2������M*a	 þ � �8� 0.2EvG������3�7�=����*L�������'WG��
�
���
2�����	�
���
����Z����+,+_2 þ �����

w(s)gkm
ξ

∂2si

∂ξk∂ξm
=

∂

∂sj

(

w(s)gji
s

)

, i, j, k,m = 1, . . . , n,

si|∂Ξn = ψi(ξ), i = 1, . . . , n,

\� �b

A���� ψi(ξ) Ö i
ÿ *9�3��"#5���
���
.�'�a5������������ þ ��	���
��.*��1�������'��
���A��a� ϕ(s) H"!_���6�7��
�
����N����[G��
���� þ � �8� ÿ

0�� \� �b,	a����0����)SP��'�)�7��
�
����$����������� þ � �8��	�����"#���S	�	��!0����6�7�.���6�7C�
����F���'��������� Ξn �U��5����O���6��*����
2 þ �7� ���������;	&5�������"#��������0������3���S���'��������� Sn HJÂ=���������'>?��
����<P�����92 þ �7��	&5����95���"#��WG�95�������� ÿ
��� þ ��	���
��.*

x(s)
þ � �8�����N�������.2L	<+,� þ ��0������3����A�����"#��������� Sxn H

�#�6�7�X	 þ � �8� 0��_\� �b8�����6���'��C þ ��"#��
.2 w(s) =
√
gs

� 5��'��2�0���"���������	�2�Q þ � �8� 0.2Y����*D�������'WG��
�
���
2�����	�
���
�����Ã��6�7C ������"#��H
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vD��*SP�+,+,���.����	�
���A��%2�5�����	'�7��
��.*$��	���������	���"#�T���������$�45���"#��WGC�Q 2�����	�
���
����FÃ��6�7C ������"#�$���7�
2�����	�
���
����D����+,+_2 þ ���<	Y+,� þ ��0������3���<A�����"#��������� Sxn 	�	������.���M*<"#
�� >?������	��Y2�5�����	'��*�QRWG��?"#��� ÿ
������H.�Á���N2�5�����	'��*�QRWG���Y"#�����������Z��5����O���6��*�QR���M*Z0������ þ 5�������"#��
�
��!�_+,� þ ��0������3��� þ � �8� 0�����A���� ÿ
"#��������0����������G3�������.����������������� Sxn � þ � �8��
�
��!�G	����.������
��!�?5��'��*a�a�)HB5�HK���)HB��H8	��6�7��0���
��_�85��4��� ÿ

���[G��
���Q �L�3���������!"¿���������?���'��>N
��?� �8��5.��������	��'��C��M*�H

Å,�������'�7���,����W?�'*L�&5��������'�'*a+,����"�2 �7������	����?2�5�����	'��*�QRWG���a"#������������	 Sxn 	E�3����������
��'�'�)
s1, . . . , sn ��"#�����N�6�7�O�72�QRWG����	��3���

gs

ij = z(s)gxs
ij + F k

i (s)F k
j (s) , i, j = 1, . . . , n , k = 1, . . . , l, \ j�b

A���� z(s) ≥ 0 Ö 	�������	��'*S+_2�
���-��.*�× gxs
ij = xsi · xsj

Ö "#����������� Sxn �U� F k
i (s) � i = 1, . . . , n � Ö�3��"#5���
���
.���d
����3����������A��E�3��	���������
.��
���A��N	����.�������

F
k(s) l «'otH

� 2�
���-���� z(s) � F k
i (s) 	%\ j�bÁ���'��>N
��q2`����	'�7����	�����*.��C42��6�7��	���Q0/.132 (gs

ij) > 0 H8ÿp0�������
����������
/.132 (gs

ij) > 0 5���� z(s) > 0.� 2�
���-�����
��)�;P�
�����A����F\���b6�7�'����>?�X�������a2�����	�
���
��.*/Ã��6�7C ������"#�%�a2�����	�
���
��.*&����+,+_2 þ �����þ ��	������.�4���N	��6�7��0���
�� gs = det(gs

ij)
�a�3��
.������	���������
.�����"#��������0�����������3��"#5���
���
.� gij

s

	E�3����� ÿ
����
��'�'�) s1, . . . , sn. u_��P�����"�2E	�"#�������G�3��	���������
.��
���4"#��������0���������Z�3��"#5���
���
.� gs

ij
"#� >N
����3���6�7�

P����%2`������
������ þ 
�� 0��)�7C�
�� þ � �8��	��'��C/�3��
.������	���������
.��
��!�a�3��"#5���
���
.���ý2�5�����	'��*�QRWG����"#�����������
gij
s

H4�Á���N������������	���
�
��4�����6���'��C���
���5�����"#������	E	��3���N\ j�b6���?��"#��
�
��.�
gij
s

= ε(s)gij
sx + P i

kP
j
k , i, j = 1, . . . , n , k = 1, . . . , l, \�m k�b

A���� ε(s) ≥ 0, P i
k, i = 1, . . . , n, Ö �3��"#5���
���
.���p�3��
.������	���������
.��
���A��<	����.�������

Pk = (P 1
k , . . . , P

n
k ),

k = 1, . . . , l. ÿ P�����"h�6��2�0����L	��6�7��0���
.2 gs 	%2�����	�
���
��.*�FÃ��6�7C ������"#�F"#� >N
��%��5����O���6�7�.��C;� þ
��������
���[G��
��.* gs = 1/gs

��A���� gs = det(gij
s
) HÅ_�.>?�#5�����	����7*.���M*D5�����"#�����92�5�����	'��*�QRWG��D"#���������Y����*,�3��
.�����'�7������	���
��.*D	��'>N
���Y��	���������	

��������������������2���"#��a	E5���������� ��
��� þ � �8� 0��)8H
5�68796;:=<�>�?A@AB�CED�FAGIHKJ9LM>�?KJ9<�NA@OGPLQ<�>RJSBUTVLQW4X�Y0C9Z[Y\@O]^L_GP`ba�JSNKCV]Pc9JVF�d9e\@O]

W4?KC�Df@K<�NA>RJ9`hgiXjNABAkA@A@

Â@��
���"q� þ 
��������'�7���E	��'>N
���/����������	���
������J�3���������!�45����O�4l1*�	'��*�QR���M*S�;"#�������8��"d5�������������
��.*
�����������'*�	'��*������M*X����������	���
����^��������5���0���
��.*GP�+,+,���.����	�
���A��_��A�23WG��
��.*?2 þ �7��	Y���������?	 þ ��
��)X���'�7C ÿ
[G��aA���� ������
.����	Z���B�����
����%+_2�
���-����

f(s) H8ÿ¿�8��
�
���"¿"#���������XP����N����������	���
����X��������5���0���	��������M*þ � �8��
�����"F2�5�����	'��*�QRWG���a"#����������� gs

ij
Hc ������"#��������" 5���	�����.
�������C:
�� � +,� þ ��0������3��� A�����"#����������� Sxn �Y*�	'��*�QRWG�����M*hA���� ������
.����"

+_2�
���-����
f(s) HM�Á�'�E5���	�����.
�������C þ � �8�������M*a5����&5���"#��WG�&�6�7�O�72�QRWG����5�������"#������� þ ��-������

r(s) : Sn → Rn+k+l , r(s) = [x(s), f 1(s), . . . , f l(s)] , \�m�m)b
A����

x(s) Ö 5�������"#������� þ ��-��.*%+,� þ ��0������3���%A�����"#��������� Sxn ×
f(s) = (f 1(s), . . . , f l(s)) Ö 	����.����� ÿ

+_2�
���-��.*�������*L�3�����������L��������2������M*%5������������.��CE��� þ 
�������
.2�Qh�������.2��7��A�23W?��QRWX2�Q=�M*�	 þ ��
��)8��A����
P��'�Z+_2�
���-��.*/��"#�����&���'�7C�[G���GA���� ������
.���_HJu_��	�����.
�������C�� þ � �8��	�����"(�'*%5�������"#������� þ ��-������¿\�m�m)b6�
����� þ 
�� 0��������M*�0������ þ Srn �F
�� þ �!	��������M*�"#��
��.������
����F5���	�����.
�������C�Q 
�� � Sxn. wY5�����	'��*�QRWG���
"#���������3��� gs

ij
����������5���0���	���QRWG���S��A�23WG��
����E2 þ �7��	&���������S	 þ ��
��)/���'�7C�[G��/A���� ������
.����	���*�	'��* ÿ

�����M*r"#�����������T"#��
��.������
����¿5���	�����.
�������� Srn. À_��	���������
.��
��!��"#��������0����������/�3��"#5���
���
.��� gs

ij"#��
��.������
����&5���	�����.
�������� Srn 	<�3����������
��'�'�) s1, . . . , sn 	��!0����6��*�QR���M*�5��E+,����"�2 �7�
gs

ij = rsi · rsj = gxs
ij + f k

sifk
sj , i, j = 1, . . . , n, k = 1, . . . , l. \�m)s�b
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�Á�'�;2�5�����	'��*�QRW?�'*¿"#�����������S��"#�����S	��3� \ j�b?5���� z(s) = 1 � F k

i = f k
si

� k = 1, . . . , l. vD��*
"#������������\�m)s�b@	4�6��2�0��������3��A��8�

f(s) *�	'��*������M*%�����)��*���
����/+_2�
���-������ f(s), �3��
.������	���������
.��
��!�
�3��"#5���
���
.���d"#�����������a�L*��3��������
 gs 	��!0����6��*�QR���M*��6�7�O�72�QRWG��"r������� þ ��"��

gij
s

= gij
sx −

1

1 + glk
sx

∂f

∂sl

∂f

∂sk

gik
sx

∂f

∂sk
gjm

sx

∂f

∂sm
, i, j, l, p = 1, . . . , n,

gs = det(gxs
ij )
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