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A numerical algorithm for solving equations of an uncompressed stratified flow is
considered. The algorithm relies on the method of splitting by physical processes, as well
as the finite element method and finite difference counter flow scheme. The examples of
test calculations are presented.

Введение

В данной работе рассматривается численная модель ветровых течений в двумерных (в
вертикальной плоскости) стратифицированных водоемах. Математическая модель основа-
на на уравнениях движения стратифицированной жидкости в приближениях Буссинеска,
“твердой крышки”, уравнениях конвекции-диффузии для температуры и солености воды.
Для построения численного алгоритма применяются метод расщепления по физическим
процессам, метод конечных элементов и схема с разностями против потока. Разработанная
компьютерная модель является базовой для комплексной модели водной экосистемы.

1. Постановка задачи

Математическая модель двумерных в вертикальной плоскости ветровых течений в замкну-
тых стратифицированных водоемах основывается на уравнениях турбулентных течений
неоднородной жидкости в приближениях Буссинеска и “твердой крышки” [1]:
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ρ = ρ0(1 + ρ1(T,C)).

Здесь U,W — составляющие скорости течения воды в направлениях x и z; ось z направлена
вниз; t — время; ρ — плотность воды; ρ0 — характерная плотность воды; p — давление;
g — ускорение свободного падения; T — температура воды; C — соленость воды; Kx, KxT ,

KxC , Kz, KzT , KzC — коэффициенты турбулентного обмена.
Вводится функция p1:

p1 = p − gρ0

z
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ρ1dz, (4)

тогда уравнения (1) приводятся к виду
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Уравнения (1a), (2), (3) дополняются начальными и граничными условиями. Гранич-
ные условия на водной поверхности (z = 0):
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на дне и на боковой поверхности (z = H или x = xi):
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Здесь n — внешняя нормаль к поверхности; τ — напряжение трения ветра; Fn — полный
поток тепла через водную поверхность; Fдн — плотность потока тепла на твердой границе
области; FC — поток соли через водную поверхность; Fдс — плотность потока соли на
твердой границе области; cp — удельная теплоемкость воды.
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Для определения коэффициента вертикального турбулентного обмена применяется
формула Прандтля — Обухова [2, 3]:
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где Kmin — фоновое значение коэффициента вертикального турбулентного обмена; h —
глубина верхнего квазиоднородного слоя, которая определяется по первой от поверхности
расчетной точке, где выполняется условие
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Если значение h больше половины максимальной глубины водоема, то h приравнивается
этой половине.

Коэффициенты горизонтального турбулентного обмена Kx, KxT , KxC считаются посто-
янными; KzT = aT Kz, KzC = aCKz, где aT , aC — турбулентные числа Прандтля.

Уравнение состояния для пресной воды [1]

ρ1 = −0.68 · 10−5(T − 4)2, ρ0 = 1.0 г/см3
. (8)

Уравнение состояния для соленой воды берется в приближении Буссинеска [4]:

ρ1 = −1.8573 · 10−4T + 0.8 · 10−3C, ρ0 = 1.0000726 г/см3
. (9)

Соотношения (8), (9) позволяют оценить различие плотностной стратификации для
пресной и соленой воды.

Напряжение трения на водной поверхности определяется по формуле Н. А. Давтян [5]:

τ = 1.25 · 10−6(0.69 + 1.07 · 10−3 Wa) W 2
a [г/(см3 · c2)], (10)

где Wa — скорость ветра, cм/с.
Подобная задача в работе [6] численно решалась для уравнений, записанных относи-

тельно переменных функция тока — вихрь, в работе [7] численный алгоритм основывался
на так называемом ψ-проекционном методе, в работе [2] рассматривалась задача в при-
ближении медленных течений и без учета горизонтального турбулентного обмена.

2. Численный алгоритм

Сечение водоема приближенно представляется в виде горизонтальной линии и кусочно-
линейного дна, на котором отрезки соединяют известные значения глубины. На эту схема-
тизацию накладывается прямоугольная сетка, из которой удалены элементы, полностью
не лежащие или большая часть которых не лежит внутри области, в результате получа-
ется сетка для расчетов. Написана подпрограмма, реализующая построение нерегулярной
сетки. Граница водоема аппроксимируется ломаной, каждое звено которой параллельно
одной из осей координат. Для лучшего описания течений вблизи берегов водоема большой
протяженности используется сетка со сгущением в прибрежной области (рис. 1).
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Рис. 1. Схематизация водоема.

Численный алгоритм основан на методе расщепления по физическим процессам [8, 9].
Поля скоростей и давления находятся из решения задачи (1a), (2), (5), (6) по известным
значениям плотности. Затем из решения задачи (3), (5), (6) с учетом (8) или (9) опреде-
ляются температура, соленость и плотность воды.

Вначале на временном интервале tn ≤ t ≤ tn+1 (tn+1 − tn = ∆t) рассчитывается кон-
вективный перенос по явной схеме:
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где Un = U(tn, x, z), W n = W (tn, x, z). Так как (V̄ n) = 0 на всей границе (V̄ = (U,W )),
для уравнений (11) не требуется граничных условий.

Далее на этом же временном интервале решаются уравнения, полученные с помощью
метода расщепления по физическим процессам [8]:
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В рассматриваемых задачах возможны следующие типы границ: горизонтальная и
вертикальная твердые стенки, граница раздела вода — атмосфера (водная поверхность).
Сформулируем граничные условия для уравнения (13). Пусть x = xi = const — вертикаль-
ный участок твердой стенки. Из уравнения движения в проекции на ось x (1а) и условия
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непротекания находится соотношение
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Так как на горизонтальных участках границы области (z = const) W = 0, из проекции
уравнения движения на ось z (1а) следует условие
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Рассмотрим вывод граничных условий для уравнений (12). На горизонтальных участ-
ках границы области (z = const) U = 0, W = 0, тогда из (14) и проекции уравнения
движения на ось x получается соотношение

U∗ = ∆ t
∂

∂z
Kz

∂Un

∂z
− ∆t g

z
∫

0

∂ρn
1

∂x
dz, (17)

а из (14) и проекции уравнения движения на ось z следует условие
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Аналогично выводятся условия на вертикальных участках твердой границы x = const:
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На водной поверхности при z = 0 для W ∗ ставится условие (18). Из (5), (14) и (16)
находится условие для U∗ при z = 0:
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Здесь δ — вспомогательный параметр, равный единице.
Таким образом, схема определения компонент вектора скорости течения в момент вре-

мени tn+1 представляется в виде четырехэтапной схемы расщепления:
1) по известным в начальный (или предыдущий) момент времени полям скорости и

плотности из уравнений (11) находятся U,W ;
2) из решения задач (12), (17) – (20) определяются U∗,W ∗;
3) из решения задачи (13), (15), (16) находится p1;
4) по формулам (14) вычисляются значения составляющих скорости Un+1,W n+1.
Расчеты температуры и солености воды выполняются в два этапа. На первом этапе

рассчитывается конвективный перенос из решения уравнений
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На втором этапе решаются уравнения
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с учетом граничных условий (5), (6).
По найденным значениям T n+1, Cn+1 с помощью соотношения (8) или (9) определяется

плотность воды ρn+1.
Таким образом, исходная задача свелась к последовательному решению задач для урав-

нений гиперболического, параболического и эллиптического типа. В работе [10] отмечает-
ся, что в задачах с преимущественным направлением течения схемная вязкость в явной
схеме с разностями против потока незначительна и характеристики течения рассчитыва-
ются достаточно точно. Поэтому для решения уравнений (11) и (18) применяется схема с
разностями против потока [10]:
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F n
ij = F (tn, xi, zj), xi = xi−1 + ∆xi, zj = zj−1 + ∆zj.

Ограничения на шаг по времени при решении уравнений (11), (21) по схеме (22), (23)
получаются из условия [10]:

∆t ≤

(

|U |max

∆x
+

|W |max

∆z

)

−1

.

Эллиптические и параболические уравнения решаются с помощью метода конечных
элементов [9, 11]. Неизвестные функции представляются в виде разложения по первым
элементам некоторого базиса. Коэффициенты при базисных функциях подлежат опреде-
лению. После подстановки в соответствующие уравнения разложений вместо неизвестных
функций определяются невязки, зависящие от неизвестных коэффициентов. Из равенства
нулю интегралов по области, в которой ищется решение задачи, от произведения невяз-
ки на базисные функции для определения коэффициентов получается система линейных
алгебраических уравнений.

Базисные функции выбираются следующим образом: с каждым узлом сетки связыва-
ется одна базисная билинейная функция, равная единице в этом узле и нулю на всех эле-
ментах, кроме тех, которые содержат данный узел. На каждом четырехугольном элементе
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Рис. 2. Четырехугольный элемент сетки: ∆x, ∆z — размеры элемента, x ∈ [0, ∆x], z ∈ [0, ∆z] —
локальные координаты.

не равными нулю являются четыре базисные функции, которые в системе координат, свя-
занной с данным элементом, имеют следующий вид (рис. 2):

f1 =
(∆x − x)(∆z − z)

∆x∆z
, f2 =

x(z − ∆z)

∆x∆z
, f3 =

xz

∆x∆z
, f4 =

(∆x − x)z

∆x∆z
.

Затем формула Грина

∫

Ω

∂ f

∂ z
GdΩ = −

∫

Ω

∂ G

∂ z
fdΩ +

∫

Γ

f G cos(n, z)dΓ

применяется к членам уравнений, содержащим вторые производные. Цель этого шага —
уменьшить порядок производной в уравнении, что является стандартным приемом в ме-
тоде конечных элементов.

Граничные условия учитываются следующим образом. Если на части границы постав-
лено условие Неймана, то в соответствующей части интеграла по границе в уравнениях
производная функции по нормали заменяется на заданное значение. Если на части гра-
ницы поставлено условие Дирихле, то соответствующая часть интеграла по границе в
уравнениях не учитывается. При формировании системы уравнений в строках, соответ-
ствующих неизвестным, лежащим на этой границе, все элементы, кроме диагонального,
зануляются, диагональный берется равным единице, а в правую часть подставляется зна-
чение известное из условий Дирихле.

В результате получаются системы линейных алгебраических уравнений относительно
неизвестных коэффициентов. Матрицы этих систем линейных уравнений являются сильно
разреженными и поэтому хранятся в компактной форме [12]. Хранится только следующая
информация: ненулевые элементы матрицы, номера их столбцов, указатели на первые эле-
менты каждой строки, для каждого элемента указатель на следующий элемент в строке.
При таком виде хранения системы алгебраических уравнений можно решать итераци-
онными методами, такими как простой итерации, Якоби, Зейделя, верхней релаксации,
наискорейшего спуска, минимальных невязок [13, 14]. В работе использовался метод Зей-
деля.

Введение переменной p1 позволяет легко использовать построенный численный алго-
ритм для гидростатического приближения.
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3. Примеры расчетов

Для проверки схемы расщепления и выведенных граничных условий используется сле-
дующий тест. Рассматривается течение неоднородной жидкости в замкнутой квадратной
области [0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1], вызываемое заданным напряжением на водной поверхности;
остальные границы области — твердые стенки.

Исходные уравнения (1), (2) записываются в переменных вихрь ω — функция тока ψ,
которые связаны с исходными переменными соотношениями

ω =
∂W

∂x
−

∂U

∂z
, U =

∂ψ

∂z
, W = −

∂ψ

∂x
.

Уравнения (1), (2) принимают вид

∂ ω

∂ t
+ U

∂ ω

∂ x
+ W

∂ ω

∂ z
=

∂

∂ z
Kz

∂ ω

∂ z
+

∂

∂ x
Kx

∂ ω

∂ x
+

g

ρ0

∂ ρ1

∂ x
,

∆ψ = −ω. (24)

Точное стационарное решение уравнений (24) в области [0, 1] × [0, 1] для Kz = Kx = 1
при

g

ρ0

∂ ρ1

∂ x
= 1024x(1 − x)(1 − 2x)z(1 − z)3(1 − 3x + 3x2 − 3z + 9xz + 27x2z)+

+2048x3(1 − x)3(1 − 2x)(1 − z)(1 − 3z + 3z2 + 384z(1 − z)2+

+128(1 − 6x + 6x2)(3z − 2) (25)

с граничными условиями прилипания на твердых стенках

U = 0, W = 0

и условиями на верхней границе

∂ U

∂ z
= −64x2(1 − x)2, W = 0

имеет вид
ψ = 16x2(1 − x)2z(1 − z)2. (26)

Численное решение сформулированной задачи находится по описанному алгоритму
методом установления с начальными условиями U = 0, W = 0. Расчеты показали, что
наибольшее отличие численных данных от аналитического решения в окрестности верхней
границы z = 0. Были проведены расчеты на сетках: ∆x = ∆z = 0.1; ∆x = ∆z = 0.02; на
неравномерной сетке с шагами ∆x = ∆z = 0.1 внутри области со сгущением вблизи границ
до ∆x = ∆z = 0.02. При выбранных параметрах разница между точным и численным
решениями почти неразличима.

Численные эксперименты показали, что результаты расчетов для граничных условий
(20) при δ = 0 и δ = 1 практически не отличаются. Поэтому на водной поверхности можно
использовать условие (20) при δ = 0.

Приведем примеры расчетов ветровых течений в водоемах на основе двумерной в вер-
тикальной плоскости модели.

Картина ветровых течений зависит от силы ветра, стратификации и геометрии водое-
ма. Для однородной жидкости в водоеме формируется одна циркуляционная зона, причем
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с увеличением длины водоема возрастает максимальное значение скорости течения воды.
Влияние размеров водоема, силы ветра и стратификации было изучено на следующих
примерах. Рассматривалось пресноводное озеро длиной 500 м и максимальной глубиной
20 м с линейным перепадом температуры воды от 7 до 4 ◦C в верхнем восьмиметровом

Рис. 3. Профиль горизонтальной компоненты скорости U(z) в вертикальном сечении x = 200 м
для течения с одной циркуляционной зоной.

Рис. 4. Профиль горизонтальной компоненты скорости U(z) в вертикальном сечении x = 200 м
для течения с двумя циркуляционными зонами.
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слое и ниже до дна постоянным значением температуры 7 ◦C. При скорости ветра 9 м/с
формируется одна циркуляционная зона (рис. 3). При малых скоростях ветра в водое-
ме образуются две циркуляционные зоны. На рис. 4 приведен профиль горизонтальной
составляющей скорости течения воды для скорости ветра 5 м/c.

Для соленой воды при том же перепаде температуры и постоянной солености и для
скорости ветра 20 м/с формируются две циркуляционные зоны. Для пресноводного водо-
ема длиной 5000 м, максимальной глубиной 20 м и тем же профилем температуры при
скорости ветра 5 м/с формируется одна циркуляционная зона с небольшими по размеру
вихрями у дна. Для соленой воды такого же водоема формируются две циркуляционные
зоны.

Разработанный программный комплекс будет применяться для исследования гидрофи-
зических и химико-биологических параметров замкнутых водоемов.

Автор выражает благодарность В.В. Шайдурову, В.М. Белолипецкому и С.Ф. Пятаеву
за постановку задачи, ценные советы и замечания.
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